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第一章 集合与映射

1.1 集合论

我们回忆一下集合论最基本的一些概念和记号。我们假设 A,B,X 为集

合，x, y为集合的元。

x ∈ A x为集合 A的元；

x ̸∈ A x不为集合 A的元；

A ⊂ B A为 B 的子集，即 x ∈ A⇒ x ∈ B；

A = B A ⊂ B 且 B ⊂ A，即 x ∈ A⇔ x ∈ B；

A ⊃ B B ⊂ A；

A ∩B 集合 {x : x ∈ A且 x ∈ B}；

A ∪B 集合 {x : x ∈ A或 x ∈ B}；

A×B 集合 {(x, y) : x ∈ A 且 y ∈ B}。称作 A 和 B 的

Descartes积；

A \B 集合 {x : x ∈ A且 x ̸∈ B}；

∁XA, ∁A, Ac 若 A ⊂ X，指 A相对于 X 的补集，即 X \A。

A△B 集合 (A \B) ∪ (B \A)。称作 A和 B 的对称差；

P(X) 集合 X 所有子集构成的集合族。称作 X 的幂集。

1.1.1 关系

定义 1.1. 从 X 到 Y 的一个（有序）关系是指 X × Y 的一个子集 R。若

(x, y) ∈ R，我们记作 xRy。若 X = Y，则称 R为 X 上的关系。
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例 1.2. 设 X = {1, 2, 3, 4}。若 R为 X 上通常的关系“<”，则 R为序对

R = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.

若 xRy意味着 x|y（即 x可被 y整除），则

R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}.

定义 1.3. 设 R为从 X 到 Y 的关系，A ⊂ X，B ⊂ Y。则称集合

R(A) = {y ∈ Y : xRy对某 x ∈ A}

为 A在 R下的像，称集合

R−1(B) = {x ∈ X : xRy对某 y ∈ B}

为 B 在 R下的原像。

注 1.4. 设 R为从 X 到 Y 的关系。我们引入 R−1为从 Y 到 X 的关系：

yR−1x⇔ xRy.

R−1称作关系 R的反关系。

定义 1.5. 设 R为从 X 到 Y 的关系。我们称集合

R−1(Y ) = {x ∈ X : xRy对某 y ∈ Y }

为 R的定义域，称集合

R(X) = {y ∈ Y : xRy对某 x ∈ X}

为 R的值域。

例 1.6. 设X,Y 为非空集合，F : X → Y 为一映射，F 可以看成一个从X到

Y 的关系满足以下条件：(i) F 的定义域为X; (ii)若 xFy且 xFz，则 y = z。

我们的定义表明

◦ 任给 x ∈ X，对至少一个 y ∈ Y，xFy;
◦ 对至多一个 y ∈ Y，xFy，即 F ({x}) := {y ∈ Y : (x, y) ∈ F}为单点集。
此时这个唯一的使得 F ({x}) = {y} 的 y ∈ Y 称作 x 在 F 下的像，记作

F (x)。关系 F 可以表示成

F = {(x, y) ∈ X × Y : y = F (x)}.

关于映射的其他基本概念我们就不在这里赘述。



1.1 集合论 11

例 1.7. 设 X,Y 为非空集合，我们称 F : X ⇝ Y 为一集值映射若对任意

x ∈ X存在 Y 的非空子集 F (x)。最常见的集值映射包括映射 f 的“逆”f−1，

局部 Lipschitz 函数的广义导数等。这里我们将集值映射 F 理解成从 X 到

Y 的关系只需使得其定义域非空即可，而无需要求例1.6中的条件 (ii)。此时
F ({x})不必是单点集。

例 1.8. 集合 X 上的偏序是一类重要的关系。设 X 为非空集合，X 上的关

系“⩽”称作偏序若 (1)任给 x ∈ X，x ⩽ x（自反性）；(2)若 x ⩽ y，y ⩽ z，
则 x ⩽ z（传递性）；(3)若 x ⩽ y且 y ⩽ x，则 x = y（反对称性）。

例 1.9. 设 X 为一非空集合，X 上的关系 R称作等价关系若

◦ xRx对任意 x ∈ X（自反性）;
◦ 若 xRy，则 yRx（对称性）；

◦ 若 xRy且 yRz，则 zRz（传递性）。

通常我们用“∼”表示一个集合上的等价关系。任何一等价关系决定了一个
等价类

[x] := {y ∈ X : x ∼ y}.

由选择公理，我们能保证我们在每个等价类 [x]可以选取一个代表元。我们

称集合

X/ ∼:= {[x] : x ∈ X} ⊂ P(X)

为集合 X 关于等价关系 ∼的商集。π : x 7→ [x]称作商映射。

思考题：非空集合 X 的一个分划是指 X 的一个子集族 A 满足 (1) 任意
A ∈ A均非空; (2)任给A,B ∈ A，若A ̸= B，则A∩B = ∅；(3)∪A∈AA = X。

我们是否可以说 X 上的等价关系与 X 上的分划是一一对应的？

1.1.2 对等·集合的基数

在集合论中，集合元素的个数是一个基本问题。

定义 1.10. 集合 A与 B 称作对等，记作 A ∼ B，若存在 f : A → B 为一双

射。

对任意集合族A，上述对等的概念给出了一个等价关系。后面我们引入
的所谓集合 A的基数（或者势）card (A)可以看成 A关于上述等价关系 ∼
的一个等价分类。稍后我们具体讨论这个概念。

例 1.11. 我们先来考虑几个简单的例子。
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(1) N ∼ 2N，N ∼ 2N+ 1。

(2) N× N ∼ N。
定义函数 f : N× N → N：

f(i, j) = 2i−1(2j − 1), (i, j) ∈ N× N.

由算术基本定理（即整数的唯一分解定理），任给 n ∈ N，n有如下表示：

n = 2p · q, p ∈ N ∪ {0}, q ∈ 2N+ 1.

这表明 f 为满射。f 为单射易证。

(3) (−1, 1) ∼ R。
定义函数 f : (−1, 1) → R：

f(x) =
x

1− x2
, x ∈ (−1, 1),

则 f 为所需的双射。

设X 和 Y 为非空集合。我们描述关系 card (X) ⩽ card (Y )若存在X 到

Y 的单射。注意到这里我们并没有给出 card (X)和 card (Y )的具体的含义。

我们后面分别称之为集合 X 和 Y 的基数。容易看出，关系“⩽”满足自反
性和传递性。事实上，我们将证明这一关系还满足反对称性，从而给出所有

集合的基数的全体上的偏序关系。

定理 1.12 (Schröder-Bernstein1). 设X和Y 为非空集合。若 card (X) ⩽ card (Y )

且 card (Y ) ⩽ card (X)，则存在 X 到 Y 的双射。

1.1.3 集合族（列）

设 A为一集合族，我们通常需要一个公理：存在一个集合 X 使得所有
的 A ∈ A均包含于 X。该公理允许我们定义集合的任意并集。事实上，假

设 A = {Ai}i∈I 为一集合族（即一个映射 I → P(X)），我们定义 A的并集
为 ∪

i∈I

Ai := {x ∈ X : x ∈ Ai对某 i ∈ I}.

换句话说，集合族 A的并集为满足上面公理的集合 X 中最小的集合。类似
我们可以定义 A的交集为∩

i∈I

Ai := {x ∈ X : x ∈ Ai对任意 i ∈ I}.

1专著 [16]给出了下面定理的一些历史注记。作者指出（第 33页），定理1.12是 Cantor错失的（他渴望
证明它），后来由 Schröder和 Bernstein各自独立证明。
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命题 1.13. （De Morgan法则）设 {Aα}α∈I 为集合族，则(∪
i∈I

Ai

)c

=
∩
i∈I

Ac
i ,

(∩
i∈I

Ai

)c

=
∪
i∈I

Ac
i .

接下来，我们来讨论集合族的乘积。设 A 为一集合族，{Xi}i∈I 包含

于 A，即存在映射 I → A使得任给 i ∈ I 其像为 Xi。我们可以看出，若设

U = ∪i∈IXi，则 {Xi}i∈I 的乘积由元 (xi)组成，这里 xi ∈ U 且以 i ∈ I 为

标签。换句话说，它恰恰是所有这样的映射 f : I → U 组成：任给 i ∈ I，

f(i) ∈ Xi。我们记 {Xi}i∈I 得乘积为∏
i∈I

Xi.

很明显
∏

i∈I Xi 中两个元 (xi)和 (yi)相同当且仅当任给 i ∈ I，xi = yi。我

们称 xi为 (xi)的第 i个坐标。

注 1.14. 若对某 j ∈ I，Xj = ∅，很明显此时
∏

i∈I Xi = ∅。由选择公理，
若每一 Xi 均非空，则

∏
i∈I Xi ̸= ∅。此时，映射 πi : (xi) 7→ xi，i ∈ I，称

作从乘积
∏

i∈I Xi到 Xi的投影。



14 第一章 集合与映射



第二章 准备工作

2.1 集合论

直观地说，我们可以将集合看成一些具有共同特性的“对象”的全体，
如全体素数、直线上的点等。组成集合的对象称作元素，如一个素数、直线

上一个点等。集合自身也可以看成某个集合的元素，比如一条平面上的直线

可以看成平面上所有直线组成的集合的元素。此时，我们将集合的集合称作

类或族。

严格的集合的概念要基于一些集合论公理。除非我们必须面对，我们不

去讨论这些公理。

我们罗列一些基本的事实：

(1) 我们称集合 A 包含于集合 B（或 A 为 B 的子集），记作 A ⊂ B（或

B ⊃ A），若任给 x ∈ A，x ∈ B。

(2) 集合 X 的全部子集构成的类称作 X 的幂集，记作 2X，2X 上自然的有

一个偏序结构，即集合的包含关系：A ⩽ B ⇔ A ⊂ B。

(3) 集合 A与集合 B的交集记作 A∩B，A∩B = {x : x ∈ A且 x ∈ B}；集
合 A与集合 B 的并集记作 A ∪B，A ∩B = {x : x ∈ A或 x ∈ B}。

(4) 按照包含关系确定的偏序，A∩B = A∧B，A∪B = A∨B，其中 ∧和
∨为相应的格运算。

(5) 我们通常将集合族写成 {Aα}α∈I，其中 I 为指标集。（后面我们将给出相

关的严格说法）

2.1.1 集合的运算

集合的交与并

下面是一些基本性质：

1) 交换律：

A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A.
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2) 结合律：

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C,

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

3) 结合律：

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

若 {Aα}α∈I 为集合族，∪
α∈I

Aα = {x : 对某 α ∈ I, x ∈ Aα},∩
α∈I

Aα = {x : 对任意 α ∈ I, x ∈ Aα}.

例 2.1. 设 f 为 [a, b]上的实函数，则

[a, b] =
∪
n⩾1

{x ∈ [a, b] : |f(x)| < n},

{x ∈ [a, b] : |f(x)| > 0} =
∪
n⩾1

{x ∈ [a, b] : |f(x)| > 1

n
}.

集合的差与补

定义 2.2. 设 A,B 为集合，定义 A关于 B 的差集，记作 A \B，为

A \B = {x : x ∈ A且 x ̸∈ B}.

若 A为 X 的子集，此时定义 A（关于 X）的补集，记作 Ac，为

Ac = {x ∈ X : x ̸∈ A} = X \A.

集合 A与 B 的对称差，记作 A△B，为

A △ B = (A \B) ∪ (B \A).

假设 A,B ⊂ X，我们有以下基本性质：

1) A ∪Ac = X，A ∩Ac = ∅，(Ac)c = A，Xc = ∅，∅c = X；

2) A \B = A ∩Bc；

3) A ⊃ B ⇒ Ac ⊂ Bc，A ∩B = ∅ ⇒ A ⊂ Bc且 B ⊂ Ac。
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命题 2.3. （De Morgan法则）设 {Aα}α∈I 为集合族，则(∪
α∈I

Aα

)c

=
∩
α∈I

Ac
α, (2.1)(∩

α∈I

Aα

)c

=
∪
α∈I

Ac
α. (2.2)

思考题：证明命题2.3的 De Morgan法则。

集合列的极限（集）

定义 2.4. 设 {Ak}k∈N为单调递增集合列，即 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ · · ·，则
称 {Ak}的极限为

lim
k→∞

Ak =
∪
k⩾1

Ak.

类似，设 {Ak}k∈N为单调递减集合列，即 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ Ak ⊃ · · ·，则称
{Ak}的极限为

lim
k→∞

Ak =
∩
k⩾1

Ak.

注 2.5. 我们知道幂集 2X 上天然地有由集合包含关系 “⊂”决定的偏序关系，
所谓单调递增或递减的集合列为 2X 中的全序子集族，此时定义的 “极限”实
际上分别是该子集族的上确界和下确界。事实上，对任意集合族 {Aα}α∈I，

关于上述偏序，

sup
α∈I

Aα =
∪
α∈I

Aα, inf
α∈I

Aα =
∩
α∈I

Aα.

这个角度对于理解无论集合列、数列还是函数列的上下极限的概念的理解

有一定的帮助。

定义 2.6. 设 {Ak}k∈N为集合列，对任给 k ∈ N，定义

Bk =
∪
i⩾k

Ai, Ck =
∩
i⩾k

Ai.

显然 {Bk}与 {Ck}分别单调递减和单调递增，其极限均存在，定义

lim sup
k→∞

Ak = lim
k→∞

Bk = inf
k∈N

Bk = inf
k∈N

sup
i⩾k

Ak =
∞∩
k=1

∪
i⩾k

Ai,

lim inf
k→∞

Ak = lim
k→∞

Ck = sup
k∈N

Bk = sup
k∈N

inf
i⩾k

Ak =
∞∪
k=1

∩
i⩾k

Ai,

分别为 {Ak}的上限集与下限集。
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下面的事实很好地刻画了集合列的上、下限集。

定理 2.7. 若 {Ak}k∈N为集合列，则

lim sup
k→∞

Ak = {x : 任给 k ∈ N, 存在 i ⩾ k, 使得 x ∈ Ai}; (2.3)

lim inf
k→∞

Ak = {x : 存在 k0 ∈ N, 使得任给 i ⩾ k0, x ∈ Ai}. (2.4)

证明：我们仅证明第一个等式，另一个等式类似。事实上，可由x ∈ lim supk→∞Ak =∩∞
k=1

∪
i⩾k Ai ⇔ ∀k ∈ N, x ∈

∪
i⩾k Ai ⇔ ∀k ∈ N,∃i ⩾ k, x ∈ Ai得到。 □

例 2.8. 设 fn : R → R为实函数序列，我们来刻画一下 {fn}的不收敛点集

D = {x ∈ R : 当 n→ ∞时 fn(x) ̸→ f(x)}.

为此我们定义

En,k = {x : |fn(x)− f(x)| ⩾ 1

k
}, k, n ∈ N.

我们知道 x ∈ D，即 fn(x) ̸→ f(x) 等价于存在 k0 使得 x 属于无穷多个

En,k0
，也就是说，存在 k0使得 x ∈ lim supn→∞En,k0

。这表明

D =
∞∪
k=1

lim sup
n→∞

En,k =
∞∪
k=1

∞∩
n=1

∪
i⩾n

{x : |fi(x)− f(x)| ⩾ 1

k
}.

这个例子中，我们将函数列收敛这一分析性质用集合论的语言表达出

来，而这种处理今后还要经常用到。这种处理方式的优越性，在实变函数论

中将得到很好地体现。为了今后的进一步应用，读者逐步熟悉这种处理方式

可能是必要的。这也是我们必须进一步探讨集合论相关问题的原因之一。

集合的直积

这里我们先考虑有限个集合 A1, A2, . . . , An的直积
n∏

i=1

Ai = {x = (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Ai, 1 ⩽ i ⩽ n}.

需要指出，这里我们并没有说明所谓 n元组 (x1, x2, . . . , xn)定义的合理性，

这一点我们将在后面一并处理集合族的直积时再指出。

2.1.2 映射·基数

映射

设 X,Y 为非空集合，f : X → Y 为一映射，也就是说对每一 x ∈ X，

都有 Y 中点 f(x)与之对应。
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定义 2.9. 对任给 A ⊂ X 和 B ⊂ Y，定义 A在 f 下的像与 B 关于 f 的原像
分别为

f(A) = {y ∈ Y : y = f(x), x ∈ A}, f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

f 称作满射若 f(X) = Y。f 称作单射若对 x1, x2 ∈ X，x1 ̸= x2，f(x1) ̸=
f(x2)。f 称作双射（或一一映射）若 f 既为单射亦为满射。若 f 为双射，则可

定义 f 的逆映射f−1 : Y → X，即任给 y ∈ Y，f−1(y) = x，其中 f(x) = y。

若映射 f : X → Y，g : Y → Z，则 h(x) = g ◦ f(x) = g(f(x)), x ∈ X

定义了 f 与 g的复合映射 h : X → Z。

在继续之前，我们先来看前面提到的集合族的直积的问题。设 {Xα}α∈I

为集合族，则

∏
α∈I

Xα = {x : x : I → ∪α∈IXα, 使得对任给 α ∈ I, x(α) ∈ Aα}.

由此，所有 X 到 Y 的映射的全体可以看成（无穷）乘积空间

Y X =
∏
x∈X

Y.

定义 2.10. 设 A ⊂ X，定义 A上的特征函数

1A =

{
1, x ∈ A;
0, x ̸∈ A.

通过特征函数，我们可以将集合的问题与集合上的函数的问题联系起

来。

设 F (X)为所有 X 到 R的函数全体构成的向量空间，对 f, g ∈ F (X)

定义格运算

f ∨ g = max{f, g}, f ∧ g = min{f, g},

则 F (X)为一（向量）格。不难验证，对 A,B ⊂ X，

1A∪B = 1A∨B = 1A ∨ 1B, 1A∩B = 1A∧B = 1A ∧ 1B

建立了集合上的函数与集合之间的联系。
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思考题：验证以下关于特征函数的基本性质：

1. 1A∪B = 1A + 1B − 1A ∩B；

2. 1A∩B = 1A · 1B；

3. 1A\B = 1A(1− 1B)；

4. 1A△B = |1A − 1B|；

5. 1lim supk→∞ Ak
= lim supk→∞ 1Ak

；

6. 1lim infk→∞ Ak
= lim infk→∞ 1Ak

。

集合的对等

在集合论中，集合元素的个数是一个基本问题。

定义 2.11. 集合 A与 B 称作对等，记作 A ∼ B，若存在 f : A → B 为一双

射。

上述对等的概念给出了幂集 2X上的一个等价关系，即 (1)A ∼ A；(2)若
A ∼ B，则 B ∼ A；(3)若 A ∼ B,B ∼ C，则 A ∼ C。后面我们引入的所谓

集合的基数（或者势）可以看成幂集关于上述等价关系 ∼的一个等价分类。
稍后我们具体讨论这个概念。

例 2.12. 我们先来考虑几个简单的例子。
(1) N ∼ 2N，N ∼ 2N+ 1。

(2) N× N ∼ N。
定义函数 f : N× N → N：

f(i, j) = 2i−1(2j − 1), (i, j) ∈ N× N.

由算术基本定理（即整数的唯一分解定理），任给 n ∈ N，n有如下表示：

n = 2p · q, p ∈ N ∪ {0}, q ∈ 2N+ 1.

这表明 f 为满射。f 为单射易证。

(3) (−1, 1) ∼ R。
定义函数 f : (−1, 1) → R：

f(x) =
x

1− x2
, x ∈ (−1, 1),

则 f 为所需的双射。
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定理 2.13. （Cantor-Bernstein）若X 与 Y 的真子集对等，且 Y 与X 的真子
集对等，则 X ∼ Y。

证明：我们首先证明
断言：设 f : X → Y，g : X → Y，则存在分解

X = A ∪ Ã, Y = B ∪ B̃,

其中 B = f(A)，Ã = g(B̃)，A ∩ Ã = ∅，B ∩ B̃ = ∅。

断言的证明：设

A = {E ⊂ X : E ∩ g(Y \ f(E)) = ∅}.

注意到至少 ∅ ∈ A。令 A = ∪E∈AE，下面证明 A ∈ A。

任给 E ∈ A，E ⊂ A。由于

E ∩ g(Y \ f(E)) = ∅,

则 E ∩ g(Y \ f(A)) = ∅，从而

A ∩ g(Y \ f(A)) =

( ∪
E∈A

E

)
∩ g(Y \ f(A))

=
∪

E∈A

(E ∩ g(Y \ f(A)) = ∅.

所以 A ∈ A，且 A为A 中的最大元。

令 B = f(A)，B̃ = Y \B，Ã = g(B̃)，容易验证

Y = B ∪ B̃, B ∩ B̃ = ∅.

下面证明余下的结论。

由于 A ∩ Ã = A ∩ g(B̃) = A ∩ g(Y \ B) = A ∩ g(Y \ f(B)) = ∅，故
A ∪ Ã = X。不然，存在 x0 ∈ X，x0 ̸∈ A ∪ Ã。设 A0 = A ∪ {x0}，则

∅ = A ∩ Ã = A ∩ g(B̃) = A ∩ g(Y \ f(A))

⊃ A ∩ g(Y \ f(A0)),

这表明 A ∩ g(Y \ f(A0)) = ∅。又

x0 ̸∈ A ∪ Ã⇒ x0 ̸∈ Ã⇒ x0 ̸∈ g(Y \ f(A0)),

故

A0 ∩ g(Y \ f(A0)) = (A ∪ {x0}) ∩ g(Y \ f(A0))

= A ∩ g(Y \ f(A0)) = ∅,
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即 A0 ∈ A，这与 A的极大性矛盾。 \\\\

设 f : X → Y，g : Y → X 为单射，则由断言，存在分解

X = A ∪ Ã, Y = B ∪ B̃, B = f(A), Ã = g(B̃).

注意到 f |A及 g|B̃ 均为双射，因此定义

F (x) =

{
f(x), x ∈ A

g−1(x), x ∈ Ã
, x ∈ X,

则 F : X → Y 为双射，从而 X ∼ Y。 □

推论 2.14. 若 C ⊂ A ⊂ B 且 B ∼ C，则 B ∼ A。

证明：由 B ∼ C，存在单射 f : B → C ⊂ A，而包含映射为 A到 B的单射，

B ∼ A是定理2.13的直接推论。 □

例 2.15. [−1, 1] ∼ R。这是因为

(−1, 1) ⊂ [−1, 1] ⊂ R,

例2.12.(3)表明 (−1, 1) ∼ R，故由定理2.13，[−1, 1] ∼ R。注意不可能找到
连续函数建立这种对等关系。

集合的基数

对每一个集合A，与之联系的一个概念是A的元素的个数，记作 cardA，
称作 A的基数（或势）。例如若 A = {1, 2, . . . , n}，则 card A为 A的元素个

数，即此时 card A = n。

设 A,B为集合，若 A ∼ B，则称 A与 B具有相同的基数，即 card A =

card B。若存在 f : A → B 为单射，即 A与 B 的真子集 f(A)对等，则称

card A小于 card B，记作 card A ⩽ card B。因此，Cantor-Bernstein定理事实
上是说：若 card A ⩽ card B 且 card B ⩽ card A，则 card A = card B。
我们先来考虑一个简单的情形。集合 A称作有限集若存在 n ∈ N使得

A与集合 {1, 2, . . . , n}对等。此时 card A = n。

一个集合称作无穷集若它不是有限集。关于无穷集，两个重要的例子是
自然数集 N与实数集 R。下面我们以这两个集合为基础展开讨论。

N的基数·可数集
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我们将 N的基数 card N记作 ℵ0，与 N对等的集合称作可数（无穷）集。
显然若 A为可数集，则 card A = ℵ0。显然，每一可数集 A均可以写成如下

形式：

A = {a1, a2 . . . , an, . . .}, ai ∈ A, i ∈ N.

下面是可数集的一些基本性质：

(1) 无穷集中必包含可数集。

设 A为任意无穷集，则由数学归纳法，我们很容易构造 A的可数子集。

这表明 ℵ0为无穷集中的最小的基数。

(2) 有限集与可数集的并为可数集。

设 A = {a1, a2 . . . , an}为有限集，B = {b1, b2 . . . , bn, . . .}为可数集，定
义 f : N → A ∪B，

F (k) =

{
ak, 1 ⩽ k ⩽ n
bk−n, k > n

, k ∈ N.

不难验证 F 为一双射。

(3) 可数个可数集之并为可数集。

设 {An}n∈N 为可数集合列，每一 An 均可数，A = ∪n∈NAn。不失一般

性，假设 An两两互不相交。设

An = {an1, an2, . . . , anm, . . .}, n ∈ N,

则我们可以将 A中元素排列如下：

a11 a12 a13 · · · a1m · · ·
↙ ↙

a21 a22 a23 · · · a2m · · ·
↙

a31 a32 a33 · · · a3m · · ·
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · anm · · ·
...

...
...

...

按照箭头所示，A为可数集。

(4) 可数集的有限直积为可数集。

设 n ∈ N，这等价于考虑 Nn，按照字典序可以证明。
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例 2.16. 我们先来看看几个简单的例子：

(1) 有理数集 Q为可数集。

每一有理数均可表示成两个整数之商，故存在单射 f : Q → Z2，这表明

card Q ⩽ card Z2 = ℵ0，而 N ⊂ Q蕴含了 ℵ0 = card N ⩽ card Q。

(2) R中两两互不相交的开区间族至多可数。

因为这些开区间两两互不相交，故每一区间中可选取互异的有理数。

(3) R上的单调函数的不连续点集至多可数。

设 f : R → R 单调递增，则 f 的每一不连续点 x 对应一个开区间

(f(x−), f(x+))，且两个不同的不连续点 x1 和 x2 相应的开区间不相

交。

我们再来看看几个比较复杂的例子。

例 2.17. 对 R上的实函数 f，集合

E = {x ∈ R : f 在 x处不连续但右极限 f(x+)存在 }

至多可数。

事实上，设 S = {x ∈ R : f(x+)存在 }，任给 n ∈ N，设

An ={x ∈ R : 存在 δ > 0, 使得

当 x′, x′′ ∈ (x− δ, x+ δ)时, |f(x′)− f(x′′)| < 1/n}.

显然 ∩n⩾1An为 f 的连续点集。下面证明 S \An可数。

固定 n ∈ N。对任给 x ∈ S \An，存在 δ > 0使得

|f(x′)− f(x+)| < 1

2n
, x′ ∈ (x, x+ δ).

故若 x′, x′′ ∈ (x, x+ δ)，|f(x′)− f(x′′)| < 1/n。这表明

(x, x+ δ) ⊂ An.

也就是说 (1) S \An中的每一点 x为某 Ix = (x, x+δ)的左端点；(2) Ix∩ (S \
An) = ∅；(3)若 x1, x2 ∈ S \An，x1 ̸= x2，则 Ix1

∩ Ix2
= ∅。因此 {Ix : x ∈

S \ An}可数，从而 S \ An 可数。从而 E = S \ (∩n⩾1An) = ∪n⩾1(S \ An)

可数。 \\\\

思考题：对 R上的实函数 f，集合 E = {x ∈ R : limy→x f(y) = +∞}至多
可数。



2.1 集合论 25

思考题：设 {rn}n∈N = (a, b) ∩Q，
∑∞

n=1Cn为收敛的正项级数，定义

f(x) =
∑
x<rn

Cn, x ∈ (a, b). (2.5)

证明 f 为在无理数处连续而在有理数处不连续的单调递增函数。而且

f(rn+)− f(rn−) = Cn > 0。

思考题：设 f : R → R，定义

arg min f = {x ∈ R : f 在 x处取得（局部）极小值},

arg max f = {x ∈ R : f 在 x处取得（局部）极大值}.

证明集合 f(arg min f)与 f(arg max f)均至多可数。

思考题：证明若 f : R → R连续且每一点均为 f 的极值点，则 f 为常值函

数。进一步，这个结论对 f : Rn → R亦成立。

例 2.18. 设 f : (a, b) → R，则集合

E = {x : 左导数 f ′
−(x)及右导数 f ′

+(x)均存在（包括 ±∞）但不相等}

至多可数。

事实上，设 A = {x : f ′
−(x) > f ′

+(x)}，B = {x : f ′
−(x) < f ′

+(x)}，则
E = A ∪B。下面证明 A至多可数。

任给 x ∈ A，选取 rx ∈ Q使得 f ′
+(x) < rx < f ′

−(x)，及 sx, tx ∈ Q使得

a < sx < tx < b,

f(y)− f(x)

y − x
> rx, 对 sx < y < x,

f(y)− f(x)

y − x
< rx, 对 x < y < tx,

即

f(y)− f(x) < rx(y − x), 对 y ̸= x, y ∈ (sx, tx).

定义映射 ϕ : A→ Q3，x 7→ ϕ(x) = (rx, sx, tx)。下面证明 ϕ为单射。

不然，设 x1 ̸= x2 ∈ A，但

(rx1
, sx1

, tx1
) = ϕ(x1) = ϕ(x2) = (rx2

, sx2
, tx2

),

则 x1, x2 ∈ (sx1
, tx1

) = (sx2
, tx2

)，于是

f(x2)− f(x1) < rx1
(x2 − x1), f(x1)− f(x2) < rx2

(x1 − x2).
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注意到 rx1
= rx2

，两式相加得到 0 < 0，矛盾。

ϕ为单射表明，A与 Q3 的某子集对等，从而至多可数。类似的结论对

B 从而 E 成立。 \\\\

例 2.19. R1上的凸（凹）函数的不可微点至多可数。

以凸函数为例，这个结论依据这样的事实：Rn 上的凸函数（单边）方
向导数存在。事实上，设 f : Rn → R为凸函数，即

f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y), x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1].

首先我们需要这样的事实：Rn上的凸函数为局部 Lipschitz的。令

q(t) =
f(x+ ty)− f(x)

t
, t > 0,

则由 f 的凸性，q(t)关于 t单调递增，而 f 的局部 Lipschitz性保证了 q(t)在

t = 0附近有界，因此

lim
t→0+

f(x+ ty)− f(x)

t
= lim

t→0+
q(t)

存在。故由例2.18，当 n = 1时，f 的不可微点集至多可数。

注意，当 n > 1时，这个结论不成立。不过由 Rademacher定理，f 的局
部 Lipschitz性保证了 f 不可微点集为零测集。 \\\\

思考题：证明若 f : R → R 为凸函数，则 f 为局部 Lipschitz 的，即任给
x ∈ R，存在 r = rx > 0以及常数M =Mx > 0，使得

|f(y)− f(z)| ⩽M |y − z|, y, z ∈ B(x, r).

下面是关于基数的一些简单性质。

1) 设 A为无限集，card A = α，card B = ℵ0，则 card A ∪B = α。

证明：设B = {b1, b2, . . .}，A∩B = ∅，且A = A1∪A2，A1 = {a1, a2, . . .}。
定义 f : A ∪B → A，

f(x) =


a2i, x = ai ∈ A1;
a2i−1, x = bi ∈ B;
x, x ∈ A2.

f 为双射。 □

2) 集合 A为无限集的充分必要条件是 A与其某真子集对等。

证明：若A为无限集，取B为其有限子集，则A\B ⫋ A，且A ∼ A\B。
若 A为有限集，则 A不与其任一真子集对等。 □
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R1的基数·不可数集

例 2.20. [0, 1]是不可数集。
仅考虑 (0, 1]，则任给 x ∈ (0, 1]均可表示成（二进）级数

x =
∞∑

n=1

an
2n
, an = 0或 1.

注意如 0.1000 · · · 与 0.0111 · · · 是同一个数。我们约定上述级数中 1一定出
现无穷次，则 (0, 1]与这样的全体二进制小数一一对应。

事实上，不考虑 an = 0的项，则

x =
∞∑
i=1

2−ni ,

{ni}为严格单调上升的自然数序列，由下面的方法唯一决定

k1 = n1, ki = ni − ni−1, i = 2, 3, . . . ,

则 {ki}唯一决定了 x。记全体自然数序列的族为A，则 (0, 1] ∼ A。

假定A 可数，排列如下：

(k11, k
1
2, . . . , k

1
i , . . .),

(k21, k
2
2, . . . , k

2
i , . . .),

...
(kj1, k

j
2, . . . , k

j
i , . . .),

...

则 (k11 + 1, k22 + 1, . . . , kii + 1, . . .)未排出。不然存在 i使得

(k11 + 1, k22 + 1, . . . , kii + 1, . . .) = (ki1, k
i
2, . . . , k

i
i, . . .),

从而 kii + 1 = kii。矛盾。

这表明A 不可数，从而 [0, 1]亦然。 \\\\

注 2.21. 不难证明

A ∼ NN ∼ {0, 1}N, card A = card [0, 1] = card R1.

这里 card R1称作连续统的基数，记作 c或 ℵ1 = 2ℵ0。这个例子表明

ℵ0 < 2ℵ0 = ℵ1 = c.
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注 2.22. 下面的问题是集合论的基本问题。

1) ℵ0与 c之间是否还存在其它的基数？

2) 有无最大的基数？

定理 2.23. 设 A为非空集合，则 A与其幂集 2A不对等。

证明：反证法。假设 A ∼ 2A，即存在 f : A→ 2A为双射，定义

B = {x ∈ A : x ̸∈ f(x)},

则存在 y ∈ A使得 f(y) = B ∈ 2A。

• 若 y ∈ B，则 y ̸∈ f(y) = B；

• 若 y ̸∈ B，则 y ∈ f(y) = B。

矛盾。 □

例 2.24. 设 {Ak}满足 card Ak = c，则 card (∪k∈NAk) = c。

事实上，不妨设 Ai ∩Aj = ∅，i ̸= j，Ak ∼ [k, k + 1)，则

∪k∈NAk ∼ [1,∞) ∼ R1.

例 2.25. 设 {En}满足 card En = c，则

E = {x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) : xn ∈ En, n ∈ N}

基数为 c，即 card (
∏

n∈NEn) = c。

由前例，可假定 En为自然数数列形成的集合，则 E中元素可看成无穷

矩阵 
x11 x12 · · · x1k · · ·
x21 x22 · · · x2k · · ·
...

...
...

xn1 xn2 · · · xnk · · ·

 .

记这个无穷矩阵的集合为 A，则 A ∼ E。

而若视 A中元素为数列

(x11, x
1
2, x

2
1, x

1
3, x

2
2, x

3
1, · · · ),

则 A ∼ En。故 card A = c。 \\\\
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例 2.26. 记 C([a, b])为 [a, b]上连续实函数全体构成的集合，则

card C([a, b]) = c.

C([a, b])中包含常值函数，故 card C([a, b]) ⩾ c。另一方面，任给 ϕ ∈
C([a, b])，定义 f : C([a, b]) → 2Q×Q，

f(ϕ) = {(s, t) ∈ Q×Q : s ∈ [a, b], t ⩽ ϕ(s)}.

f 为一单射。

事实上若 ϕ1 ̸= ϕ2，但 f(ϕ1) = f(ϕ2)，注意到存在 x0 使得 ϕ1(x0) ⩽
ϕ2(x0)，则存在 δ > 0使得任给 s ∈ Iδ = [x0 − δ, x0 + δ]，ϕ1(s) < ϕ2(s)，这

与 f(ϕ1) = f(ϕ2)矛盾。从而 card C([a, b]) ⩽ 2Q
2

= c。 \\\\

例 2.27. 设 E = A ∪B，card E = c，则 card A = c或 card B = c。

不妨设 E = (0, 1) × (0, 1)，令 E0 = {(x0, y) : 0 < y < 1}，其中
x0 ∈ (0, 1)。若 A ⊃ E0，则 card A = c，否则任给 x ∈ (0, 1),

B ∩ {(x, y) : 0 < y < 1} ̸= ∅,

则 card B = c。 \\\\

例 2.28. 记F 为 [a, b]上所有实函数的全体，则 card F > c。

首先 card F ⩾ c。假设 card F = c，F ∼ [0, 1]。F 中的元可以表示成

函数族 {ft}，ft(·) = F (t, ·)，t ∈ [0, 1]。设 g(x) = F (x, x) + 1，则 g ∈ F，

从而存在 α ∈ [0, 1]，使得

g(x) = fα(x).

因此 F (x, x) + 1 = F (α, x)，x ∈ [0, 1]。取 x = α，矛盾。 \\\\

2.2 Rn的拓扑

2.2.1 Euclid空间 Rn上的自然拓扑

Rn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, . . . , n}为一 n维实线性空间，赋予

内积 ⟨·, ·⟩。对 x = (x1, . . . , xn)，y = (y1, . . . , yn)，

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi.

(Rn, ⟨·, ·⟩)称作Euclid空间。|x| =
√
⟨x, x⟩定义了Rn上的模。d(x, y) = |x−y|

定义了 Rn上的度量（或距离）。内积与模有下面的 Schwartz不等式：

|⟨x, y⟩| ⩽ |x| · |y|, x, y ∈ Rn.
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一个集合X 上的所谓“拓扑”，是指X 上的“开集”的全体。对 Euclid
空间 Rn，我们首先采用下面比较直观的办法来定义“开集”的概念。

定义 2.29 (开集和闭集). 设 δ > 0，B(x, δ) = {y : |x − y| < δ}称作以 x为

中心，δ为半径的开球，或者 x的 δ-邻域（开邻域）。类似，B̄(x, δ) = {y :

|x− y| ⩽ δ}称作以 x为中心，δ为半径的闭球。
E ⊂ Rn称作开集若任给 x ∈ E 存在 δ > 0，使得 B(x, δ) ⊂ E。开集的

补集称作闭集。

在没有特别申明的情况下，我们在 Euclid空间 Rn均采用这种拓扑。定

义2.29定义的拓扑称作 Rn上的自然拓扑。
我们回忆一下在 Euclid空间 Rn上极限的概念。

定义 2.30. {xk}为 Rn中序列，x ∈ Rk，limk→∞ xk = x若

lim
n→∞

|xk − x| = 0.

所谓 ε−N 语言的表述是：

∀ε > 0,∃N ∈ N, 若 k > N, xk ∈ B(x, ε). (2.6)

定义 2.31. 设 E ⊂ Rn。x ∈ Rn 称作 E 的极限点若存在 xk ⊂ E，xk 互异，

lim→∞ xk = x。集合 E 极限点的极限点的全体称作 E 的导集，记作 E′。

x ∈ E \ E′称作孤立点。

从定义我们很容易看出

x ∈ E′ ⇔ ∀δ > 0, (B(x, δ) \ {x}) ∩ E ̸= ∅,

x ∈ E \ E′ ⇔ ∃δ > 0, (B(x, δ) \ {x}) ∩ E = ∅.
(2.7)

例 2.32. 若 E1, E2 ⊂ Rn，则 (E1 ∪ E2)
′ = E′

1 ∪ E′
2。事实上，一方面由于

E1, E2 ⊂ E1 ∪E2，故 E′
1 ∪E′

2 ⊂ (E1 ∪E2)
′。另一方面，若 x ∈ (E1 ∪E2)

′，

存在 E1 ∪ E2 中互异的点列 {xk}，xk → x，则必有子列 {xki
} ⊂ E1 或 E2，

且 xki
→ x，x ∈ E1或 E2，这表明 (E1 ∪ E2)

′ ⊂ E′
1 ∪ E′

2。 \\\\

定理 2.33 (Bolzano-Weierstrass定理). Rn中的有界无穷集 E 必有极限点。

作为度量空间，我们还需要一些非拓扑的概念。

定义 2.34 (有界集). 设 E ⊂ Rn，

diam E = sup{|x− y| : x, y ∈ E}

称作 E 的直径。若 diam E <∞，E 称作有界集。

定义 2.35. {xn}为Rn中序列，{xn}称作Cauchy序列或基本列若任给 ε > 0，

存在 N ∈ N，当 k, l > N 时，|xk − xl| < ε。Rn中的 Cauchy列一定收敛于
某 x ∈ Rn。这个性质称作 Rn（赋予 Euclid度量）的完备性。
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2.2.2 更多的拓扑学

不难验证，若设 τ 为 X = Rn中所有开子集构成的集合族，则 τ 满足

O1) ∅, X ∈ τ；

O2) 若 Ui ∈ τ，i = 1, . . . , n，则 ∩n
i=1Ui ∈ τ；

O3) 若 {Uλ}λ∈Λ为 τ 中任意子集族；则 ∪λ∈ΛUλ ∈ τ。

在拓扑学中，我们通常将上述三条性质作为拓扑的定义。显而易见，对
应的 X 的全体闭集构成的集合族F 满足

C1) ∅, X ∈ F；

C2) 若 Fi ∈ F，i = 1, . . . , n，则 ∪n
i=1Fi ∈ F；

C3) 若 {Fλ}λ∈Λ为F 中任意子集族；则 ∩λ∈ΛFλ ∈ F。

注 2.36. 上面的 O1)-O3)与 C1)-C3)通常分别称作开集公理和闭集公理。一
个抽象的集合 X，以及它的一个子集族 τ。τ 称作 X 上的一个拓扑若 τ 满

足 O1)-O3)。(X, τ)构成一拓扑空间。若 (X, τ)为一拓扑空间，S ⊂ X，则

τS = {U ∩ S : U ∈ τ}称作 S 的子空间拓扑。

在一个集合 X 中可以赋予不同的拓扑。比如在泛函分析中，我们经常

会遇到一个函数空间可以有多个（有意义的）拓扑。不同的拓扑决定了不同

的极限或者说收敛的模式。

下面的内容对我们理解 Euclid空间上的拓扑有很大的帮助。我们用较
为简洁的模式介绍一下其中一些必要的拓扑学知识。

若 X 为集合，S 为其子集族，τ 为 X 上的一个拓扑。S 称作拓扑空间

(X, τ)的拓扑基若任给 U ∈ τ，存在 {Vλ}λ∈Λ1
，且 U = ∪λ∈Λ1

Vλ，即 τ 中元

可由 S 中元之并生成。拓扑基是一个全局概念。若拓扑空间 (X, τ)具有可

数的拓扑基，则 X 称作第二可数的。Rn上的自然拓扑是第二可数的。

思考题：记 F1 = {B(x, r) : x ∈ Rn, r > 0}，F2 = {B(x, r) : x ∈ Qn, r ∈
Q ∩ (0,+∞)}，F3 = {

∏n
i=1(ai, bi) : ai < bi, ai, bi ∈ Q, i = 1, . . . , n}。证明

F1，F2和 F3均为 Rn的自然拓扑 τ 的拓扑基，从而 (Rn, τ)是第二可数的。

•

• 同样的道理，我们也可以用局部的观点来看这个问题。设 (X, τ)为一拓扑

空间，我们称 V 为 x ∈ X的一个邻域若存在 U ∈ τ，x ∈ U，使得 U ⊂ V。

若所有 x的邻域均可由某含 x的子集族N 生成，则称N 为 τ 的关于 x

的一个邻域基。这是拓扑的一个局部概念。(X, τ)的每一点均有可数的邻
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域基这一性质称作第一可数性质。Rn 上的 Euclid拓扑，乃至一般的度量
空间均为第一可数的。

• 任给拓扑空间 X，S ⊂ X。包含 S 的最小闭集称作 S 的闭包，记作 S 或

clS。类似，含于 S的最大开集称作 S的内部，记作
◦
S或 intS。S为一闭

集，
◦
S 为一开集。仅以 Rn上的 Euclid拓扑为例。设 S ⊂ Rn，

◦
S = {x ∈ S :存在 δ > 0使得B(x, δ) ⊂ S},

S = {x ∈ Rn :任给 δ > 0, B(x, δ) ∩ S ̸= ∅}.

因此 S = S ∪ S′。∂S = S \
◦
S 称作 S（拓扑意义下）的边界。不难看出，

S 为开集当且仅当 S =
◦
S，S 为闭集当且仅当 S = S。

• 更一般，若 S1 ⊂ S，S 为闭集。若 S1 = S，我们称 S1在 S 中稠密。（注

意，即便 S不为闭集，若 S1 = S2，我们也可以称 S1在 S中稠密。）那么，

S1 在 S 中稠密有如下刻画：任给 x ∈ S 和 δ > 0，B(x, δ) ∩ S1 ̸= ∅。若
X 存在可数的稠密子集，则称 X 为可分的。

例 2.37. R1上的非空开集必可表示成可数个两两互不相交的开区间之并。

证明：设 G ⊂ R1 为一开集，x ∈ G，则存在 y < x < z 使得开区间

(y, x), (x, z) ⊂ G。设

a = inf{y : (y, x) ⊂ G}, b = sup{x : (x, z) ⊂ G}.

显然 a < b 且 a, b 可以分别为 −∞,+∞，但若 G ̸= R1，则不可能同时有

a = −∞, b = +∞。设 I(x) = (a, b)，则 I(x)为包含 x的开区间，I(x) ⊂ G，

并且 b ̸∈ G。事实上，若 b ∈ G，则存在 r > 0使得 (b− r, b+ r) ⊂ G，这与

b的定义矛盾。类似地 a ̸∈ G。

容易验证：若 x, y ∈ G，x ̸= y，则 I(x) = I(y)或 I(x) ∩ I(y) = ∅。考
虑 {I(x)}x∈G，显然 G为 I(x)两两互不相交之并。由例2.16(2)，其至多可
数。 \\\\

例 2.38. 考虑广义实数集 [−∞,+∞]为实数集添上±∞两个元素。[−∞,+∞]

继承了 R上的序关系，为一全序集。此时对任意 −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞，我们
可以定义如下四类区间 [a, b]，(a, b)，(a, b]和 [a, b)。我们引入 +∞和 −∞
的开邻域为 (a,+∞]和 [−∞, a)，a ∈ R。这些集合与 R中的开集的全体一
起构成一个 [−∞,+∞]上的一个拓扑。因此形如 (a, b)，(a,+∞]和 [−∞, b)

的集合均为 [−∞,+∞]上的开集，我们均称为开区间。事实上，关于这个拓

扑 [−∞,+∞]为一紧集，为 R的一个紧化。由例2.37，[−∞,+∞]上的开集

的结构为：[−∞,+∞]上的任一开集为至多可数个两两不交的开区间的并。

\\\\
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例 2.39. 设 In = [0, 1− 1/n]为闭集列，而 ∪∞
n=1In = [0, 1)非闭集。类似，设

Jn = (−1/n, 1)为开集列，而 ∩∞
n=1Jn = [0, 1)非开集。 \\\\

有限覆盖·紧性

设 (X, τ)为一拓扑空间，子集族 {Uλ}λ∈Λ 称作 X 的开覆盖若任给 λ ∈
Λ，Uλ ∈ τ，且 ∪λ∈ΛUλ = X。对于 Rn中的子集 E而言，若 {Uλ}λ∈Λ为 Rn

中的开集族，且

E ⊂
∪
λ∈Λ

Uλ,

则称 {Uλ}λ∈Λ为 E的开覆盖。（运用子空间拓扑，这两个定义后者与前者相

容。）

2.2.3 Rn上函数与连续性

定义 2.40. 假设 (X, τX)和 (Y, τY )均为拓扑空间。映射 f : X → Y 称作连
续的若任给 U ∈ τY，f−1(U) ∈ τX。简单地说，开集的原像是开集。映射

f : X → Y 称作在 x ∈ X 处连续若任给 f(x)的邻域 U ⊂ Y，f−1(U)为 x

的邻域。简单地说，邻域的原像是邻域。

注 2.41. 我们比较一下这里引入的概念与数学分析中相应概念之间的联系：

1) 不难看出，映射 f : X → Y 连续当且仅当 f : X → Y 在每一点 x ∈ X 处

连续。

2) 若 (X, dX)和 (Y, dY )为度量空间，映射 f : X → Y 在 x ∈ X 处连续当且

仅当任给 ε > 0，存在 δ > 0，使得若 y ∈ BX(x, δ)则 f(y) ∈ BY (f(x), ε)

（这种表述称作 ε-δ 语言）。事实上，若 ε-δ 语言成立，任给 f(x)的邻域

U ⊂ Y，存在 BY (f(x), ε) ⊂ U，从而 f(BX(x, δ)) ⊂ BY (f(x), ε)。因此

BX(x, δ) ⊂ f−1(BY (f(x), ε)) ⊂ f−1(U)。这说明 f−1(U)为 x的邻域。相

反的方向是平凡的。

3) 若 (X, d) 为度量空间，f : X → R。则 f 连续当且仅当任给 a < b，

f−1((a, b))是开集。事实上，任给 G ⊂ R为非空开集，则存在两两不交
的至多可数的开区间列 {(ak, bk)}，使得 G =

∪
k(ak, bk)。我们的结论由

关系 f−1(
∪

k(ak, bk)) =
∪

k f
−1((ak, bk))得到。若 f : X → [−∞,+∞]，

上面的讨论需要包括形如 [−∞, a)、(a,+∞]和 (a, b)的区间。

4) 下面利用序列的刻画也是十分有用的。若 (X, d)为度量空间，f : X → R。
则 f 在 x ∈ X 处连续当且仅当任给 xk → x，f(xk) → f(x)（k → ∞）。
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需要指出的是，如果拓扑空间 X 不是第一可数的，后者是前者的必要条

件但不充分。我们还需要所谓网收敛或滤子收敛来刻画类似的结论。

5) 若 (X, d)为度量空间，f : X → R，则 f 由其在任意稠密子集 S上的值决

定。事实上，若 x ̸∈ S，则由连续性 f(x) = limk→∞ f(xk)，其中 {xk} ⊂ S

且 limk→∞ xk = x。

思考题：若 (X, d)为度量空间，f : X → R或 [−∞,+∞]。证明 f 在 x ∈ X

处连续当且仅当任给 xk → x，f(xk) → f(x)（k → ∞）。

思考题：若 (X, d)为度量空间，S 为 X 的稠密子集，f : S → R。证明若 f

在 S 上一致连续（即 ε-δ语言中的 δ与 x ∈ S 无关），则存在 f 到 X 上的唯

一连续扩张。

对于实函数，另一个十分重要的概念是所谓函数的半连续性。

定义 2.42. 设 (X, d) 为度量空间，f : X → [−∞,+∞] 称作上半连续的若
任给 a ∈ R，f−1([−∞, a))为 X 中开集。f 称作下半连续的若任给 a ∈ R，
f−1((a,+∞])为 X 中开集。

定义 2.43. 设 (X, d)度量空间，f : X → [−∞,+∞]称作在 x ∈ X 处上半连
续的若任给 a ∈ R，f−1([−∞, a))若包含 x则包含 x的一个邻域。f 称作在
x ∈ X 处下半连续的若任给 a ∈ R，f−1((a,+∞])若包含 x则包含 x的一个

邻域。

注 2.44. 定义2.43中，我们实际上蕴含了当 f(x) = ±∞时的半连续性的刻画。
我们以下半连续为例。若 f(x) = −∞，任给 a ∈ R，x ̸∈ f−1((a,+∞])，此时我

们认为 f 在 x处下半连续。若 f(x) = +∞，则任给 a ∈ R，x ∈ f−1((a,+∞])

且存在 δ > 0使得 B(x, δ) ⊂ f−1((a,+∞])，这表明此时 f 在 x处下半连续

当且仅当 limy→x f(x) = +∞。

定义 2.45. 设 (X, d)为度量空间，f : X → [−∞,+∞]。定义

lim inf
y→x

f(y) = sup
δ>0

inf
y∈B(x,δ)

f(y), lim sup
y→x

f(y) = inf
δ>0

sup
y∈B(x,δ)

f(y).

f = lim infy→x f 和 f = lim supy→x f 分别称作 f 的下半连续包和上半连续
包。

我们先罗列一些半连续函数的基本性质。

命题 2.46. 设 (X, d)为度量空间，f, g, fλ : X → [−∞,+∞]，λ属于任意指
标集 Λ。
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(1) f（在一点 x处）下半连续当且仅当 −f（在一点 x处）上半连续。

(2) f 下半连续当且仅当 f 在每一点 x ∈ X 处下半连续。

(3) 若 f 在 x ∈ X 处既为下半连续亦为上半连续，则 f 在 x处连续。

(4) {fλ}均下半连续，则 supλ fλ亦下半连续。

(5) 下半连续函数的有限代数和亦为下半连续。

(6) 若 F,U ⊂ X，F 为闭集，U 为开集，则 1U 为下半连续，1F 为上半连续。

(7) f ⩽ f ⩽ f。f 下半连续，f 上半连续。

(8) f 在 x ∈ X 处下半连续当且仅当 f(x) ⩾ f(x)。

(9) 若 g下半连续且 g ⩽ f，则 g ⩽ f。

(10) 下半连续函数在紧集上取得最小值。

证明. (1)由定义直接得到。假设在每一点 x ∈ X 处下半连续，任给 a ∈ R，
则任给 x ∈ f−1((a,+∞])，存在 B(x, δ) ⊂ f−1((a,+∞])，故 f−1((a,+∞])

为开集。这就证明了 (2)。若 f 在 x ∈ X 处既为下半连续亦为上半连续，则

任给 a < b ∈ R，若 x ∈ f−1((a, b)) = f−1((a,+∞])∩ f−1([−∞, b))，则存在

B(x, δ1) ⊂ f−1((a,+∞])和 B(x, δ2) ⊂ f−1([−∞, b))。令 δ = min{δ1, δ2} >
0，则 B(x, δ) ⊂ f−1((a, b))。一般情形由 f−1 对并运算保持性得到。最后，

由注2.44和 (1)，当 f(x) = ±∞时 f 在 x处连续。这就证明了 (3)。结论 (4)
由关系

{sup
λ

fλ > a} =
∪
λ

{fλ > a}

得到。现在，假设 f, g下半连续，则由恒等式

{f + g > a} =
∪

a1+a2=a

({f > a1} ∩ {g > a2})

直接得到结论 (5)。结论 (6)直接由定义得到。
(7)的第一个结论直接由定义得到。下面证明 f 下半连续。设 ϕ(δ, x) =

infB(x,δ) f(y)，则 f(x) = supδ>0 ϕ(δ, x)。任给 a ∈ R，不失一般性假设 Ea =

{f > a}非空。任给 x0 ∈ Ea，则存在 δ > 0使得 ϕ(δ, x0) > a，从而任给

x ∈ B(x0, δ)，f(x) > a。任给 x ∈ B(x0, δ/2)，因为 B(x, δ/2) ⊂ B(x0, δ)，

故 ϕ(x, δ/2) > a。这表明 f(x) > a，所以 B(x, δ/2) ⊂ Ea，Ea 为开集。这

就证明了 f 下半连续。f 的情形类似。
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由 (7)，(8)仅需证明若 f 在 x ∈ X 处下半连续则 f(x) ⩾ f(x)。假设任

给 a ∈ R使得 f(x) > a，即 x ∈ Ea，则存在B(x, δ) ⊂ Ea。因此 ϕ(x, δ) ⩾ a，
从而 f(x) ⩾ a。这表明 f(x) ⩾ f(x)。
若 g下半连续且 g ⩽ f，由 (7)和 (8)，g = g ⩽ f ⩽ f。这证明了 (9)。
最后我们证明 (10)。设K ⊂ X 为一紧集。由注2.44和 (1)，不失一般性

假设 f(x) > −∞，x ∈ K 且 f 在 K 上不恒等于 +∞。由 f 的下半连续性，

K ⊂
∪

a∈R{f > a}为一开覆盖，故存在 a1, . . . , aN 使得K ⊂
∪N

i=1{f > ai}。
取 a0 = min{a1, . . . , aN}，则K ⊂ {f > a0}。因此 infx∈K f(x) ⩾ a0 > −∞。
设存在 {xk} ⊂ K 为极小序列，即 limk→∞ f(xk) = infx∈K f(x)。由 K 的紧

性，我们假设 limk→∞ xk = z ∈ K。则

inf
x∈K

f(x) = lim
k→∞

f(xk) = lim inf
k→∞

f(xk) ⩾ f(z) ⩾ f(z) ⩾ inf
x∈K

f(x).

这就证明了 f 在 z ∈ K 处取得最小值。

思考题：证明 f : Rn → R 下半连续当且仅当 f 的上图 E(f) = {(x, y) ∈
Rn × R : y ⩾ f(x)}为闭集。

思考题：证明 E ⊂ Rn为开集当且仅当 1E 下半连续。

思考题：设 f : Rn → R。证明 f 的振幅函数 ωf = f − f 且为上半连续的。

2.3 σ-代数·Borel集·Baire定理

2.3.1 σ-代数

定义 2.47. 非空集合 X 的子集族M称作一个 σ-代数若

(1) X ∈ M。

(2) 若 A ∈ M，则 Ac ∈ M。

(3) 若 {Ak}k∈N ⊂ M，则
∪

k∈NAk ∈ M。

例 2.48. 下面是 σ-代数的一些例子。

1) 任一非空集合 X 的幂集P(X)为一 σ-代数。

2) 设 X 为一非空集合。定义

M = {A ⊂ X : A至多可数或Ac至多可数}�
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则M为X上的 σ-代数。事实上我们只需验证定义2.47 (3)。设 {Ak}k∈N ⊂
M。若每一 Ak 均至多可数，则

∪
k∈NAk 至多可数。若存在 k0 使得 Ac

k0

至多可数，则 (
∪

k∈NAk)
c =

∩
k∈NA

c
k ⊂ Ac

k0
至多可数。

3) 设 X,Y 为非空集合，f : X → Y，M为 Y 上的 σ-代数。则

f∗M = {f−1(A) : A ∈ M}

定义了X 上的 σ-代数。为验证这一点，仅需运用 f−1对集合运算的保持

性。

命题 2.49. 假设 X 为非空集合，M为 X 上的 σ-代数。

(1) ∅ ∈ M。

(2) 若 {Ak}k∈N ⊂ M，则
∩

k∈NAk ∈ M。

(3) 若 A1, . . . , An ∈ M，则
∩n

k=1Ak，
∪n

k=1Ak ∈ M。

(4) 若 A,B ∈ M，则 A \B ∈ M。

定理 2.50. 设X 为非空集合，I 为任意指标集，对每一 i ∈ I，Mi均为X 上
的 σ-代数。则

∩
i∈I Mi亦为 X 上的 σ-代数。

由定理2.50，对任意 X 的子集族 S，定义

σ(S) =
∩

{M : M为包含 S 的 σ-代数}.

因为 S ⊂ P(X)，故 σ(S)是有意义的。σ(S)为包含 S 的最小 σ-代数。我
们称 σ(S)为 S 生成的 σ-代数。
为了进一步理解 σ-代数的结构，我们引入 Dynkin系统的概念。

定义 2.51. 非空集合 X 上的子集族 D 称作 Dynkin系统若

(1) X ∈ D。

(2) 若 A ∈ D，则 Ac ∈ D。

(3) 若 {Ak}k∈N ⊂ D 两两不交，则
∪

k∈NAk ∈ D。

很明显任意 σ-代数均为 Dynkin系统。

例 2.52. 假设X 为一具有偶数 2n个元素的有限集。X 中所有具有偶数个元

素的子集构成的子集族D 为一 Dynkin系统。若 n > 1，则D 不为一集合代

数，从而也不是 σ-代数。
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注 2.53. 若D为一Dynkin系统，则∅ ∈ D。容易看出，(3)蕴含了“D中集合

有限并封闭”。注意到在 Dynkin系统的定义中，(2)与 (3)表明“若A,B ∈ D

且 A ⊂ B，则 B \A ∈ D”。这是因为 A与 Bc不交，因此 A ∪Bc ∈ D，从

而 B \A = B ∩Ac = (A ∪Bc)c ∈ D。

我们称一个非空集合X 的子集族 S 为单调类若 S 中单调递增的可数集

合列之并以及单调递减集合列之交均为 S 中的集合。这说明 Dynkin系统具
有“单调递增的可数集合列之并封闭”的性质。事实上，若 {Ak} ⊂ D 单调

递增，定义 B1 = A1，Bk = Ak \ Ak−1（k ⩾ 2）。则每一 Bk ∈ D 且两两不

交。故由 (3)，
∪

k∈NAk =
∪

k∈NBk ∈ D。再由 (1)和 (2)，还表明“单调递减
集合列之交封闭”，因此 Dynkin系统是单调类。
因此我们意识到，Dynkin系统成为 σ-代数需要条件“D 中集合有限交

封闭”。 \\\\

定理 2.54. X 上的 Dynkin系统为 σ-代数若D 满足条件“D 中集合有限交封
闭”。

证明. 我们首先证明若A,B ∈ D，则A\B ∈ D。事实上，A\B = A\(A∩B)。

由“D中集合有限交封闭”条件，A∩B ∈ D，从而有上面的注记，A\B ∈ D。

另外，“D 中集合有限交封闭”条件还蕴含了“D 中集合有限并封闭”。

一般，我们只需证明 σ-代数定义中的 (3)。假设 {Ak} ⊂ D，定义

B1 =A1,

Bk =Ak \ (A1 ∪ · · · ∪Ak−1), k ⩾ 2.

则 {Bk} ⊂ D 且两两不交。由 Dynkin 系统定义中的 (3)，∪Ak = ∪Bk ∈
D。

类似于 σ-代数的情形，对于集合 X 的任意子集族 S，可以定义包含 S

的最小 Dynkin系统如下：定义

δ(S) =
∩

{D : D为包含 S 的 Dynkin系统}.

集合族 δ(S)也称作 X 的子集族 S 生成的 Dynkin系统。

定理 2.55. 集合 X 的任意子集族 S 若满足有限交封闭则有 δ(S) = σ(S)。

证明. 由于任一 σ-代数为一Dynkin系统，σ(S)为一Dynkin系统，故 δ(S) ⊂
σ(S)。相反，如果 δ(S)为一 σ-代数，则类似我们可以证明 σ(S) ⊂ δ(S)。因

此，由定理2.54，我们只需验证集合族 δ(S)满足有限交封闭的性质。

对任意 D ∈ δ(S)，定义

DD = {A ⊂ X : A ∩D ∈ δ(S)}.
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不难验证DD 为一 Dynkin系统。任给 E ∈ S，由 S满足有限交封闭的假设，

S ⊂ DE，从而 δ(S) ⊂ DE。因此对任意 E ∈ S和D ∈ δ(S)，E ∩D ∈ δ(S)。

这说明 S ⊂ DD，从而对所有 D ∈ δ(S)有 δ(S) ⊂ DD，即 δ(S)满足有限交

封闭的性质。

2.4 Rn作为度量空间

习题

2.1 定义 [0, 1]上的函数

T1(x) :=
1

3
x, T2(x) :=

1

3
x+

2

3
.

集合 E ⊂ [0, 1]满足 E = T1(E) ∪ T2(E)，则 E 为 Cantor三分集。试构
造映射 T : [0, 1] → [0, 1]，使得 Cantor三分集满足

E =
∞∪
i=1

T i(E),

其中 T i为 T 的 i次迭代。

2.2 设 f 为 R× R上的实函数，假设任给 x, y ∈ R，f(x, ·)与 f(·, y)均为 R
上的连续函数。任给 i ∈ Z，设 ai = i/n，对任给 ai < x < ai+1，定义

fn(x, y) =
f(ai+l, y)(x− ai)− f(ai, y)(x− ai+l)

ai+l − ai
.

证明每一 fn均为 R×R上的 Borel可测函数，并且 f 亦为 Borel可测函
数。

2.3
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第三章 抽象 Lebesgue积分

3.1 可测集·可测映射·测度

3.1.1 可测空间与可测映射

定义 3.1. 设X 为任意非空集合，M为X 上的 σ-代数。我们称 (X,M)为一

可测空间。M中的元素称作可测集。
若B(X, τ)为X 上的拓扑 τ 生成的 Borel集类（决定的 σ-代数），此时

则称 (X,B(X, τ))为 Borel可测空间。
若 X 上的拓扑 τ 没有歧义，我们记B(X) = B(X, τ)。

定义 3.2. 设 (X,M)为一可测空间，(Y, τ)为一拓扑空间。映射 f : X → Y

称作可测的若对任意 U ∈ τ，f−1(U) ∈ M。若 Y = R或 C（赋予自然的拓
扑），此时可测映射 f 称作可测函数。
若 (X, τX) 为一拓扑空间，B(X, τ) 为相应的 Borel 集类，则映射 f :

(X, τX) → (Y, τY )称作 Borel可测若任给 U ∈ τY，f−1(U) ∈ B(X, τ)。

注 3.3. 我们可以在纯粹测度论框架下来引入可测性的概念。设 (X,MX)，

(Y,MY ) 为可测的空间，映射 f : X → Y 称作可测的若任给 E ∈ MY，

f−1(E) ∈ MX。但是在很多场合，Y 为数域 R或 C，它们都具有自然的拓
扑结构。另外，任意拓扑空间 (X, τX)到拓扑空间 (Y, τY )的连续映射 f 均

为 Borel可测。为建立可测映射与连续映射的联系，我们把 Y 限制为一个拓

扑空间。

定理 3.4. 设 (X,M)为一可测空间，(Y, τ)为一拓扑空间，f : X → Y。

(1) Y 的子集类

Ω = {E ⊂ Y : f−1(E) ∈ M}

为 Y 中的 σ-代数。

(2) 若 f 可测，E ⊂ Y 为 Borel集，则 f−1(E) ∈ M。
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(3) 若 f : X → Y 可测，Z 为拓扑空间，g : Y → Z 为 Borel 可测，则
h = g ◦ f : X → Z 可测。

证明. (1)由集合运算的如下关系

f−1(Y ) =X,

f−1(Y \A) =X \ f−1(A),

f−1(A1 ∪A2 ∪ · · · ) = f−1(A1) ∪ f−1(A2) ∪ · · ·

可证。

对 (1)中定义的 Ω，f 的可测性表明 τ ⊂ Ω。由于 Ω为 Y 中的 σ-代数，
而B(X, τ)为包含 τ 的最小 σ-代数，故B(X, τ) ⊂ Ω。这就证明了 (2)。

任给 Z 中开集 V，g−1(V )为 Y 中 Borel集，则由 (2)，

h−1(V ) = f−1(g−1(V )) ∈ M.

故 h可测。

注 3.5. 在很多（概率论）教科书中，通常用“Borel集原像为可测集”这一刻
画来描述映射 f 的可测性。定理3.4 (2)表明这两种表述等价。关于定理3.4
(3)的一个自然的问题是：一般而言两个可测映射的复合映射是否可测？后
面我们将看到，这个结论是不正确的！

一般而言，设 (X,M)为一可测空间，Y 为一集合（注意这里我们并没

有假设 Y 为拓扑空间），f : X → Y 为一映射。我们说X 上的 σ-代数M可

以通过映射 f 从 X 前推（push forward）到 Y 上。下面我们来解释上述定

理3.4 (1)实际上给出了这个过程。事实上 Ω = {E ⊂ Y : f−1(E) ∈ M}就定
义了 Y 上的一个 σ-代数，通常记作 f∗M。在可测空间 (Y, f∗M)上，我们可

以引入

ν(E) = µ(f−1(E)), E ∈ f∗M.

由 f−1 对集合运算的保持性，我们可以验证这里定义的 ν 为 (Y, f∗M)上的

测度。通常我们记 ν为 f∗µ。测度空间 (Y, f∗M, f∗µ)称作测度空间 (X,M, µ)

在映射 f 下的前推。

思考题：设 X 为集合，(Y,M)为可测空间，f : X → Y。

(1) 证明 f∗M = {f−1(E) ⊂ X : E ∈ M}为 X 上的 σ-代数；

(2) 若 g : X → R为 f∗M-可测的，证明存在 h : Y → R使得 g = h ◦ f。
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3.1.2 测度空间

定义 3.6. 设 (X,M)为一可测空间。µ : M → [0,+∞]称作 (X,M)上的一个

（正）测度如果存在 A ∈ M使得 µ(A) < +∞，且满足下面的可列可加性:任
给序列 {Ak} ⊂ M，Ak 两两不交，

µ(
∞∪
k=1

Ak) =
∞∑

n=1

µ(Ak). (3.1)

我们称 (X,M, µ)为测度空间。

在测度的定义中，µ的值域 [0,+∞]也可以替换成实数域R或复数域C。
但是值得注意的是，在后两种情形，定义中的(3.1)等式应该与 An 的次序无

关的。因此我们需要(3.1)右端的级数是绝对收敛的。实数域 R的情形，我们
称 µ为符号测度，复数域 C的情形称 µ为复测度（参见 [19]和 [11]）。
需要注意的是，如果有两个X 上的 σ-代数M′ ⊂ M，(X,M)上的测度

µ限制在M′上仍为一测度。

在本课程，除了特殊说明，我们仅仅考虑正测度。

例 3.7. 除去本课程讲着重介绍的 Lebesgue测度，我们还有下面两类特殊而
重要的测度。

(a) 设 X 为非空集合，P(X)为幂集，(X,P(X))为一（平凡的）可测空

间。我们定义

µ(E) =

card (E), E 为有限集,

∞, E 为无穷集.

测度 µ称作 X 上的计数测度。

(b) 同样考虑可测空间 (X,P(X))。定义

µ(E) =

1, x ∈ E,

0, x ̸∈ E.

测度 µ称作 X 上的 Dirac测度或原子测度。 \\\\

定理 3.8 (测度的基本性质). 设 (X,M, µ)为测度空间。

(1) µ(∅) = 0。

(2) 若 A1, . . . , Ak 可测且两两不交，则 µ(
∪k

i=1Ai) =
∑k

i=1 µ(Ai)。

(3) 若 A,B 可测且 A ⊂ B，则 µ(A) ⩽ µ(B)且 µ(B) = µ(A) + µ(B \A)。
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证明. 由定义，存在 A ∈ M，µ(A) < ∞。构造可测集序列 {Ek}，E1 = A，

Ek = ∅（k ⩾ 2）。对 {Ek}运用可列可加性，则

µ(A) = µ(A) +
∑
k⩾2

µ(Ek) = µ(A) +
∑
k⩾2

µ(∅)�

由于 µ(A) <∞，则由
∑

k⩾2 µ(∅) = 0。因此 µ(∅) = 0。

类似定义 En = An（1 ⩽ n ⩽ k）且 En = ∅（n > k）。对 {En}运用可
列可加性，则 (2)得证。
由等式 B = A ∪ (B \A)，(3)是 (2)的直接推论。

定理 3.9 (测度的极限性质). 设 (X,M, µ)为测度空间。

(1) 设 {Ak} ⊂ M为单调递增序列（即 Ak ⊂ Ak+1对任给 k）,A =
∪

k⩾1Ak，
则 limk→∞ µ(Ak) = µ(A)。

(2) 设 {Ak} ⊂ M为单调递减序列（即 Ak ⊃ Ak+1 对任给 k）,µ(A1) < ∞，
A =

∩
k⩾1Ak，则 limk→∞ µ(Ak) = µ(A)。

注 3.10. 设X = {1, 2, . . .}，Ak = {k, k+ 1, . . .}，µ为X 上的计数测度。则

A =
∩

k⩾1Ak = ∅，但 µ(Ak) = ∞。因此 (2)中结论不成立。

证明. 设 {Ak} ⊂ M为单调递增序列且 A =
∪

k⩾1Ak。对任意 k定义 Bk =

Ak \ Ak−1（k > 1），B1 = A1。则 {Bk} 两两不交，并且 Ak =
∪k

i=1Bi，

A =
∪∞

i=1Bi。因此由测度的有限可加性与可列可加性

lim
k→∞

µ(Ak) = lim
k→∞

µ(
k∪

i=1

Bi) = lim
k→∞

k∑
i=1

µ(Bi) =
∞∑
i=1

µ(Bi) = µ(
∞∪
i=1

Bi) = µ(A).

这就证明了 (1)。
设 {Ak} ⊂ M为单调递减序列。定义 Ck = A1 \Ak 及

C =
∪
k⩾1

Ck = A1 \
∩
k⩾1

Ak = A1 \A.

则 {Ck} ⊂ M为单调递增序列。则由 (1)，limk→∞ µ(Ck) = µ(C)，即

µ(A1)− lim
k→∞

µ(Ak)

= lim
k→∞

{µ(A1)− µ(Ak)} = lim
k→∞

µ(A1 \Ak) = µ(A1 \A)

=µ(A1)− µ(A).

因为 µ(A1) <∞，上式两边消去 µ(A1)，则 (2)得证。
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3.2 可测函数

在这一节，我们将着重探讨可测实函数 f : X → R 或可测广义实函
数 f : X → [−∞,+∞]的性质。回忆一下例2.38，添上包含 ±∞的开区间，
[−∞,+∞]为一紧拓扑空间且继承了实数集 R的全序关系。记 [−∞,+∞]上

的该拓扑为 τe

在考虑 f : X → [−∞,+∞]的可测性之前，我们先来考虑其连续性。为

方便我们记

I1 = {(a, b) : −∞ < a < b < +∞},

I2 = {[−∞, b) : −∞ < b < +∞}, I ′
2 = {(−∞, b) : −∞ < b < +∞},

I3 = {(a,+∞] : −∞ < a < +∞}, I ′
3 = {(a,+∞) : −∞ < a < +∞},

I = I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ {R} ∪ {∅}.

定理 3.11. 设 f : X → [−∞,+∞]，则下面的说法等价。

(1) f 连续。

(2) 任给 I ∈ I，f−1(I)为 R中开集。

若 f 的值域不包含 ±∞，则上述 (1)和 (2)等价于

(3) 任给 I ∈ I1，f−1(I)为 R中开集。

证明. 由 [−∞,+∞]中拓扑的定义，(1)蕴含了 (2)是平凡的。
假设 G ⊂ [−∞,+∞]为一开集（除去 R和 ∅的平凡情形），由例2.38，

存在两两不交的至多可数个非平凡的 Ik ∈ I，使得 G =
∪

k⩾1 Ik。因此 (2)
由 (1)以及关系

f−1(G) = f−1(
∪
k⩾1

Ik) =
∪
k⩾1

f−1(Ik) (3.2)

得到。

若 f 的值域不包含 ±∞，则 I = I1。

进一步，我们定义

I4 = {[a,+∞] : −∞ < a < +∞}, I ′
4 = {[a,+∞) : −∞ < a < +∞},

I5 = {[−∞, b] : −∞ < b < +∞}, I ′
5 = {(−∞, b] : −∞ < b < +∞},

I6 = {[a, b] : −∞ < a < b < +∞}.
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引理 3.12. 假设 Be 为 [−∞,+∞] 上包含 τe 的最小 σ-代数。则 B = Bi，
i = 1, . . . , 6，B和Bi（i = 1, . . . , 6）分别为包含 I 和 Ii（i = 1, . . . , 6）的
最小 σ-代数。则

Be = B, 且 Be = Bi, i = 1, . . . , 6.

证明. 首先由于 I ⊂ τe，故B ⊂ Be。由例2.38，任给 G ⊂ [−∞,+∞]为非

平凡开集，存在两两不交的 {Ik} ⊂ I，使得 G =
∪

k⩾1 Ik。

定理 3.13. 设 f : X → [−∞,+∞]，则下面的说法等价。

(1) f 可测。

(2) 任给 I ∈ I1（或者 I2, I3, I4, I5, I6），f−1(I)可测。

若 f 的值域不包含 ±∞，则上述 (1)和 (2)等价于

(3) 任给 I ∈ I1（或者 I ′
2, I ′

3, I ′
4, I ′

5, I6），f−1(I)为 R中开集。

证明. 我们先考虑 I1的情形。此时 (1)蕴含 (2)平凡。
反之，假设对任给 I ∈ I1，f−1(I)可测。假设G ⊂ [−∞,+∞]为一开集

（除去 R和∅的平凡情形），由例2.38，存在两两不交的至多可数个非平凡的
Ik ∈ I，使得 G =

∪
k⩾1 Ik。类似于定理的证明，(2)由 (1)以及关系(3.2)得

到。

思考题：设 Ω ⊂ Rn 为开集，a ∈ Rn，T : Rn → Rn 为一非退化线性变换，

Φ(x) = T (x) + a为一仿射变换。证明若 f 为 Rn上的 Lebesgue可测实函数，
则 f ◦ Φ亦 Lebesgue可测，且∫

Φ(Ω)

f(y) dm(y) =

∫
Ω

f ◦ Φ(x) · | detT | dm(x).

3.3 Lebesgue积分

3.3.1 Lebesgue积分

定义 3.14. 设 (X,M, µ)为测度空间，Lebesgue积分定义一般采取以下步骤：

(1) 若 s为形如 s =
∑N

n=1 αn1Ai
的简单函数，定义 s的 Lebesgue积分∫

E

s dµ =
N∑

n=1

αnµ(E ∩Ai), E ∈ M.

这里约定 0 · ∞ = 0，因为我们并没有排除某 αn = 0。
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(2) 若 f 为 X 上的非负可测函数，定义∫
E

f dµ = sup
0⩽s⩽f

∫
E

s dµ, E ∈ M,

其中 s为简单函数。上式中定义的
∫
E
f dµ称作 f 在可测集 E 上关于测

度 µ的 Lebesgue积分。

(3) 对于一般的可测函数 f，f = f+ − f−，f±非负可测，定义∫
E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ, E ∈ M.

这里我们约定不允许出现∞−∞的情形，否则我们不认为 Lebesgue积
分有定义。

注 3.15. 在上述定义中，对于简单函数 s而言，实际上有两种 Lebesgue积分
的定义，但是它们是相容的。实际上在 (2)中，定义中的 sup是可以实现的。

定义 3.16. 设X 为无穷集（可以为不可数），f 为X 上的非负函数，我们称∑
x∈X

f(x) = sup

{∑
x∈A

f(x) : A ⊂ X 为有限集

}
(3.3)

为无穷集 {f(x)}x∈X 之和。

定理 3.17. 设 (X,P(X), µ)为计数测度空间，f 为 X 上的非负函数，则 f

可测且 ∑
x∈X

f(x) =

∫
X

f dµ.

特别，若 X = N，f(n) = an（n ∈ N），则∑
n∈N

an =

∫
N
f dµ.

证明. 任给A ⊂ X为有限集，设 s =
∑

xi∈A f(xi)1xi
，则 s ⩽ f 且

∫
X
s dµ =∑

x∈A f(x)。因此
∑

x∈A f(x) ⩽
∫
X
f dµ。由(3.3)，则

∑
x∈X f(x) ⩽

∫
X
f dµ。

反之，不妨设
∑

x∈X f(x) < ∞。任给简单函数 0 ⩽ s ⩽ f，s =∑N
n=1 αn1En

。不妨设 αn均不为 0。不难验证∑
x∈En

s(x) ⩽
∑
x∈X

s(x) ⩽
∑
x∈X

f(x) <∞.

这表明每一 En均为有限集，从而 A =
∪N

n=1En亦为有限集。因此∫
X

s dµ =

∫
A

s dµ =
∑
x∈A

s(x) ⩽
∑
x∈A

f(x).

由 s的任意性，
∫
X
f dµ ⩽

∑
x∈X f(x)。



48 第三章 抽象 LEBESGUE积分

思考题：验证任给测度空间 (X,M, µ)上的非负简单函数 s，νs(E) =
∫
E
s dµ，

E ∈ M，定义了 X 上的一个测度。

我们先初步研究 Lebesgue积分的一些性质。

命题 3.18. 设 (X,M, µ)为测度空间，f, g为 X 上的可测函数。

(1) 若 0 ⩽ f ⩽ g，则
∫
E
f dµ ⩽

∫
E
g dµ，E ∈ M。

(2) 若 A,B ∈ M，A ⊂ B，且 f ⩾ 0，则
∫
A
f dµ ⩽

∫
B
f dµ。

(3) 若 f ⩾ 0且 c ⩾ 0，则
∫
E
cf dµ = c

∫
E
f dµ，E ∈ M。

(4) 若 f |E ≡ 0，则
∫
E
f dµ = 0。（即便 µ(E) = ∞）

(5) 若 µ(E) = 0，则
∫
E
f dµ = 0。（即便 f ≡ ∞于 E）

(6) 若 f ⩾ 0，则
∫
E
f dµ =

∫
X
1E · f dµ，E ∈ M。

上述的 Lebesgue积分的性质是不完整的，原因是我们缺少了积分收敛
定理。

定理 3.19 (单调收敛定理). 设 (X,M, µ)为测度空间，{fn}为X 上单调递增
的非负可测函数序列，且 limn→∞ fn(x) = f(x)，x ∈ X。则 f 可测且

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

证明. 因为 {
∫
X
fn dµ}为单调递增的数列，则存在 α ∈ [0,∞]，使得

lim
n→∞

∫
X

fn dµ = α.

不妨设 α <∞，则 α ⩽
∫
X
f dµ。我们接下来证明相反的不等式。

对简单函数 s，0 ⩽ s ⩽ f，设 c ∈ (0, 1)。定义

En = {x ∈ X : fn(x) ⩾ cs(x)}.

则集合列 {En}单调递增且 X =
∪

n⩾1En。故∫
X

fn dµ ⩾
∫
En

fn dµ ⩾
∫
En

cs dµ = c

∫
En

s dµ = cνs(En).

由测度 νs的极限性质，则

α ⩾ cνs(X) = c

∫
X

s dµ.

由 c ∈ (0, 1)的任意性，在由 s的任意性，则 α ⩾
∫
X
f dµ。证毕。
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利用单调收敛定理，我们可以得到 Lebesgue积分更多的性质。

定理 3.20. 设 (X,M, µ)为测度空间，f 非负可测，则

ν(E) =

∫
E

f dµ, E ∈ M

在可测空间 (X,M)上满足可列可加性。

证明. 由前面的思考题，我们知道对任意非负简单函数 s，νs(E) =
∫
E
s dµ

定义了 X 上的一个测度。因此，若 {Ek}为两两互不相交的 X 中的可测集

列，E =
∪

k⩾1Ek，则∫
E

s dµ = νs(E) =
∑
k⩾1

νs(Ek).

设 0 ⩽ sn ⩽ f，当 n→ ∞时 sn ↗ f。由单调收敛定理，

ν(Ek) =

∫
Ek

f dµ = lim
n→∞

∫
Ek

sn dµ = lim
n→∞

νsn(Ek), k ∈ N.

注意到 νsn(Ek) ↗ ν(Ek)（n → ∞），则由定理3.17以及关于计数测度积分
的单调收敛定理，∑

k⩾1

ν(Ek) = lim
n→∞

∑
k⩾1

νsn(Ek) = lim
n→∞

νsn(E) = lim
n→∞

∫
E

sn dµ

=

∫
E

f dµ = ν(E).

这证明了 ν 满足可列可加性。

3.3.2 可积函数

定义 3.21. 设 (X,M, µ)为测度空间，我们称X上的可测函数 f ∈ L1(X,M, µ)

（或简记为 L1(µ)）若

∥f∥1 :=
∫
X

|f | dµ <∞.

此时我们称 f 为 µ-可积函数。后面我们将 ∥ · ∥1称作 L1范数。

定理 3.22. 设 (X,M, µ)为测度空间。

(1) L1(µ)为一线性空间。

(2) 设 f ∈ L1(µ)且 f ⩾ 0，则 ν(E) =
∫
E
f dµ，E ∈ M，定义了可测空间

(X,M)上的测度。
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(3) 若 f ∈ L1(µ)，则 f 满足积分绝对连续性，即任给 ε > 0，存在 δ > 0，使
得 µ(E) < δ =⇒

∫
E
f dµ < ε。

证明. 我们先假设 f, g ⩾ 0，c ⩾ 0。设 {sn}与 {tn}均为单调递增的非负简
单函数序列，且分别逐点收敛于 f 和 g，则 {sn + tn}与 {csn}亦为单调递
增的非负简单函数序列，且逐点收敛于 f + g和 cf。由单调收敛定理，∫

X

f + g dµ = lim
n→∞

∫
X

sn + tn dµ = lim
n→∞

∫
X

sn dµ+ lim
n→∞

∫
X

tn dµ

=

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ,∫
X

cf dµ = lim
n→∞

∫
X

csn dµ = c lim
n→∞

∫
X

sn dµ = c

∫
X

f dµ.

假设 f, g ∈ L1(µ)，设 h = f + g，则 |h| ⩽ |f |+ |g|，因此 h ∈ L1(µ)。又

h+ − h− = (f+ − f−) + (g+ − g−) = (f+ + g+)− (f− + g−),

即

h+ + f− + g− = h− + f+ + g+.

因此∫
X

h+ dµ−
∫
X

h− dµ =

∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ+

∫
X

g+ dµ−
∫
X

g− dµ.

换句话说 ∫
X

h dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.

接下来，设 f ∈ L1(µ)，α ∈ R。若 α ⩾ 0，则 (αf)± = αf±。因此∫
X

αf dµ =

∫
X

(αf)+ dµ−
∫
X

(αf)− dµ

=α

∫
X

f+ dµ− α

∫
X

f− dµ = α

∫
X

f dµ.

若 α = −1，则 (−f)± = f∓，因此∫
X

(−f) dµ =

∫
X

(−f)+ dµ−
∫
X

(−f)− dµ

=

∫
X

f− dµ−
∫
X

f+ dµ = −
∫
X

f dµ.

若 α < 0，一般情形由 α = −|α|得到。这就证明了 (1)。
(2)由定理3.20及 f ∈ L1(µ)得到。
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任给 ε > 0，存在简单函数 0 ⩽ s ⩽ f，使得∫
X

f dµ−
∫
X

s dµ <
ε

2
.

对 s，设M = supx∈X |s(x)|并令 δ = ε/2M。则若 µ(E) < δ，∫
E

f dµ =

(∫
E

f dµ−
∫
E

s dµ

)
+

∫
E

s dµ <
ε

2
+ δ ·M < ε.

证毕。

3.3.3 零测集的作用

设 (X,M, µ)为测度空间。一个命题 P 若对除去一个 µ-零测集上的点
成立，则称 P 为 µ-几乎处处成立，记作 µ-a.e.或 a.e.。因为在零测集上，任
何可测函数的积分均为 0，故在 Lebesgue积分的意义下，零测集是可以被忽
略的。

若 f, g为X 上的可测函数，f ∼ g当且仅当 f = g，µ-a.e.，定义了一个
等价关系。事实上，当我们考虑 f ∈ L1(µ)时，我们实际上是考虑关于上述

等价关系 ∼的一个等价类。
对测度空间 (X,M, µ)，我们希望把所有可能的 µ-零测集添加到M中。

这个过程称作测度空间 (X,M, µ)的完备化。

定义 3.23. 设 (X,M, µ)为测度空间。定义 X 的子集类M∗如下：

E ∈ M∗ ⇐⇒ ∃A,B ∈ M, A ⊂ E ⊂ B,µ(B \A) = 0.

不难验证M∗为 X 上的 σ-代数，M ⊂ M∗。在M∗上定义

µ∗(E) = µ(A) = µ(B), E ∈ M∗,

其中 A,B ∈ M由M∗ 的定义决定。同样不难验证 µ∗ 为M∗ 上的测度。测

度空间 (X,M∗, µ∗)称作测度空间 (X,M, µ)的完备化。

命题 3.24. 我们有下面简单但重要的 Lebesgue积分的结论。

(1) 设 (X,M, µ)为测度空间，f为X上非负可测函数，E ∈ M。若
∫
E
f dµ = 0，

则 f = 0，µ-a.e.。

(2) 设 f ∈ L1(X,M, µ)。若任给 E ∈ M，
∫
E
f dµ = 0，则 f = 0，µ-a.e.。

(3) 若 f ∈ L1(µ)，则 ∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ⩽ ∫
X

|f | dµ.

上面不等式等号成立当且仅当存在 α = ±1，使得 |f | = αf，µ-a.e.。
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(4) 若 f ∈ L1(µ)，则 f 几乎处处有限，即 {x ∈ X : |f(x)| = ∞}为 µ-零测
集。

证明. 设 An = {x ∈ X : |f(x)| > 1/n}（n ∈ N），则任给 n ∈ N，

1

n
µ(An) ⩽

∫
An

f dµ ⩽
∫
X

f dµ = 0.

因此 µ(An) = 0。又 {x ∈ X : f(x) > 0} =
∪

nAn，这就证明了 (1)。
设 E = {x ∈ X : f(x) ⩾ 0}，则

∫
E
f+ dµ =

∫
E
f dµ = 0表明 f+ = 0，

µ-a.e.。类似，f− = 0，µ-a.e.。这就证明了 (2)。
注意到 f = f+ − f−，|f | = f+ + f−，故∣∣∣∣∫

X

f dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ

∣∣∣∣ ⩽ ∫
X

f+ dµ+

∫
X

f− dµ =

∫
X

|f | dµ.

注意到对 a, b ⩾ 0，不等式 |a− b| ⩽ a+ b等号成立当且仅当 a = 0或 b = 0。

因此，上面等式等号成立当且仅当
∫
X
f+ dµ = 0或

∫
X
f− dµ = 0。结合 (1)，

这就证明了 (3)。
最后我们来证明 (4)。设 N = {x ∈ X : |f(x)| = ∞}。若 µ(N) > 0，则∫

X
|f | dµ ⩾

∫
N
|f | dµ = ∞。这与 f ∈ L1(µ)矛盾。

3.3.4 积分收敛定理

前面我们对于单调递增的非负可测函数，证明了单调收敛定理。本节我

们将考虑更一般的情形。

定理 3.25 (Fatou引理). 设 {fn}为X上的可测函数序列，g ∈ L1(µ)，infn fn ⩾
g。则 ∫

X

lim inf
n→∞

fn dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ. (3.4)

若存在 g ∈ L1(µ)使得 supn fn ⩽ g，则∫
X

lim sup
n→∞

fn dµ ⩾ lim sup
n→∞

∫
X

fn dµ. (3.5)

证明. 设 hk = infn⩾k fn− g，则 hk ⩾ 0，且 {hk}单调递增，hk ⩽ fk − g。由
单调收敛定理，∫

X

lim inf
n→∞

fn − g dµ =

∫
X

lim
k→∞

hk dµ = lim
k→∞

∫
X

hk dµ

= lim inf
k→∞

∫
X

hk dµ ⩽ lim inf
k→∞

∫
X

fk − g dµ.
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这表明 ∫
X

lim inf
n→∞

fn dµ−
∫
X

g dµ ⩽ lim inf
k→∞

∫
X

fk dµ−
∫
X

g dµ.

又 g ∈ L1(µ)，上式两边消去
∫
X
g dµ，(3.4)得证。

(3.5)的证明类似。

注 3.26. 上述形式的 Fatou引理说明积分有某种意义下的半连续性。设 g ∈
L1(µ)，我们对可测函数空间 L(X,M)的子集 L−

g = L(X,M) ∩ {f : f ⩾ g}
和 L+

g = L(X,M) ∩ {f : f ⩽ g}引入逐点收敛的拓扑，则积分作为 L−
g 和

L+
g 上的函数，分别是下半连续和上半连续的。因此对 Lg = {f : |f | ⩽ g}以
及上述拓扑，积分是连续的。换句话说，我们实际上证明了下面的 Lebesgue
控制收敛定理。不过，我们还是会给一个直接的证明。另外，一般当取 g ≡ 0

时，我们称定理3.25亦为 Fatou引理。

定理 3.27 (控制收敛定理). 设 {fn}为X上的可测函数序列，limn→∞ fn(x) =

f(x)，x ∈ X。若存在 g ∈ L1(µ)使得 |fn(x)| ⩽ g(x)，x ∈ X，则 f, fn ∈ L1(µ)

（n ∈ N），且

lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0.

证明. 对非负可测函数序列 {2g − |fn − f |}运用 Fatou引理，则∫
X

2g dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫
X

(2g − |fn − f |) dµ

=

∫
X

2g dµ− lim sup
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ.

因为 g ∈ L1(µ)，上式消去
∫
X
2g dµ，得 lim supn→∞

∫
X
|fn − f | dµ ⩽ 0。

3.4 收敛的模式

对集合X 上的函数序列 {fn}，表述“当 n→ ∞时，fn → f”有很多不

同的意义。粗略地说，不同的对于序列 {fn}所在函数空间的不同拓扑，决
定了 {fn}的不同收敛模式。本节我们主要讨论一些常见的收敛模式，以及
它们之间相互的关系。

定义 3.28. 我们给出常见的几种收敛的模式：

• X 上的实函数序列 {fn} 称作逐点收敛于函数 f 若对任给 x ∈ X，

limn→∞ fn(x) = f(x)。若 (X,M, µ)为测度空间，X 上的可测实函数

序列 {fn}称作 µ-几乎处处收敛于函数 f，若集合 {x ∈ X : fn(x) ̸→
f(x), n→ ∞}为 µ-零测集。
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• X 上的实函数序列 {fn} 称作一致收敛于函数 f 若任给 ε > 0，存在

N ∈ N，使得当 n > N 时，|fn(x)− f(x)| < ε对 x ∈ X 一致成立。若

上述一致性对于拓扑空间 X 中任意紧集成立，则称 {fn}称作在紧集
上一致收敛于函数 f。

• 若 (X,M, µ)为测度空间，X 上的可测实函数序列 {fn}称作 L1 收敛
于可测函数 f，若 fn, f ∈ L1(µ)（n ∈ N）且 limn→∞ ∥fn − f∥1 = 0。

• 若 (X,M, µ)为测度空间，X 上的可测实函数序列 {fn}称作依测度 µ

收敛于可测函数 f，若任给 ε > 0，En,ε = {x ∈ X : |fn(x)−f(x)| > ε}，
limn→∞ µ(En,ε) = 0。

• 若 (X,M, µ)为测度空间，X 上的可测实函数序列 {fn}称作 µ近一致
收敛于可测函数 f，若任给 ε > 0，存在 E ∈ M，使得 {fn}在 X \ E
上一致收敛于 f。

定理 3.29 (Chebyshev不等式). 设 f 为测度空间 (X,M, µ)上的非负可测函
数，ε > 0，则

µ({f > ε}) ⩽ 1

ε
∥f∥1.

证明. 简单的可由 ∫
X

f dµ ⩾
∫
{f>ε}

f dµ ⩾ εµ({f > ε})

得到。

注 3.30. Chebyshev不等式表明，L1收敛蕴含了依测度收敛。

定理 3.31 (Lebesgue). 若 µ(X) <∞，则几乎处处收敛蕴含了依测度收敛。

证明. 设 {fn}为 (X,M, µ)上的可测函数序列，µ-几乎处处收敛于 f。任给

ε > 0，n ∈ N，定义集合

En,ε = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε}, Sε = lim sup
n→∞

En,ε. (3.6)

则µ(Sε) = 0。注意到可测集列 {
∪

n⩾k En,ε}关于 k是单调递减，并且µ(X) <

∞，故 limk→∞ µ(
∪

n⩾k En,ε) = µ(Sε) = 0。因此 {fn}依测度 µ收敛于 f。

引理 3.32 (Borel–Cantelli). 设 Ek ⊂ X 为一可测集序列。若∑
k⩾1

µ(Ek) <∞,

则 µ(lim supk→∞Ek) = 0.
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证明. 设 Ak = ∪i⩾kEi。由于
∑

k⩾1 µ(Ek) <∞，故

lim
n→∞

µ(An) ⩽ lim
n→∞

∞∑
k=n

µ(Ek) = 0.

因为 An 单调递减，并且 µ(A1) ⩽
∑

k⩾1 µ(Ek) < ∞，由测度的极限性质
µ(lim supk→∞Ek) = 0。

推论 3.33. 设 εn ↘ 0，gn 可测，En = {x ∈ X : |gn(x)| ⩾ εn}。若∑
n⩾1 µ(En) < ∞，则 gn 几乎处处收敛于 0。并且任给 ε > 0 存在集合

E 使得 µ(E) < ε且 gn在 X \ E 上一致收敛于 0.

证明. 任给 ε > 0。对集合 Fn = {x ∈ X : |gn(x)| ⩾ ε}运用 Borel–Cantelli引
理（当 n很大时 Fn ⊂ En），则 µ(lim supn→∞ Fn) = 0。这表明 gn几乎处处

收敛于 0。

对充分大的 N 使得
∑

n⩾N En < ε，取 E = ∪n⩾NEn，则 µ(E) < ε且

|gn(x)| < εn, x ∈ X \ E, n > N.

这就表明 gn在 X \ E 上一致收敛于 0。

定理 3.34 (F. Riesz). 依测度收敛序列存在几乎处处收敛的子列。

证明. 假设 fn 以测度 µ收敛于 f。设 En,k = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ⩾ 1
k
}。

则 limn→∞ µ(En.k) = 0。因此存在子列 nk 使得

µ(En,k) <
1

2k
, n ⩾ nk.

考虑 gk = |fnk
− f |，运用推论3.33，则 gk几乎处处收敛于 0，即 fnk

几乎处

处收敛于 f。

定理 3.35 (Egoroff). 设 µ(x) <∞，则几乎处处收敛蕴含了近一致收敛。

证明. 设 gn = supk⩾n |fk−f |，则 {gn}几乎处处收敛于 0。由定理3.31，{gn}
依测度收敛于 0。因此存在子列 {nk}，使得

µ({gnk
> 1/k}) < 1

2k
.

由推论3.33，{gnk
}几乎处处收敛于 0。又当 n > nk 时 |fn − f | ⩽ gnk

，故

{fn − f}近一致收敛于 0。

例 3.36. 下面的例子可以用来区分各种收敛模式：

(1) fn = 1[0,n]。
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(2) fn = 1[n,n+1]。

(3) fn = n1[0,1/n]。

(4) fn = 1[j/2k.(j+1)/2k]，其中 n = 2k + j，0 ⩽ j < k。

利用 Urysohn引理，还可以构造出相应的连续函数序列。需要注意的是 (4)
中 Riesz的例子，该序列在 [0, 1]上处处不收敛于 0，但依测度收敛于 0。另

外，利用特征函数，还可以构造其他类型的序列以满足特定条件。

这些函数列还给出了前面某些命题由于缺失某些条件不成立的例子。比

如，设X = R，µ(X) = ∞，(2)中的序列既不依测度收敛于 0，也不近一致
收敛于 0，虽然它几乎处处收敛于 0。这表明定理3.31和 Egoroff定理中，条
件“µ(X) <∞”是必须的。 \\\\

思考题：在 Egorov定理中，条件“µ(X) < ∞”可以被“存在 g ∈ L1(µ)使

得 |fn| ⩽ g，n ∈ N”代替。

思考题：设 µ(X) <∞。对 X 上的实可测函数 f 和 g定义

d(f, g) =

∫
X

|f − g|
1 + |f − g|

dµ.

证明 d定义了所有 X 上的实可测函数组成的空间L（模去几乎处处这个等

价条件）上的一个度量，并且序列 fn依度量 d收敛与 f 当且仅当 fn依测度

µ收敛于 f。

思考题：设 f, fn ∈ L1(µ)，n ∈ N。假设

(1) fn几乎处处收敛于 f；

(2) limn→∞ ∥fn∥1 = ∥f∥1。

证明 limn→∞ ∥fn − f∥1 = 0，并举例说明若去掉条件 (2)命题不成立。
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4.1 Lebesgue测度的构造

为了定义 Rn上“自然”的与 Riemann积分相容的 Lebesgue积分，我们
需要找到一种方法度量 Rn中子集的大小。这个过程是定量的和仔细的。当

然，可能存在不可被这种方式度量的子集。对于可以被度量的集合 A，我们

赋予一个非负（广义）实数 m(A)，称作 A的 Lebesgue测度。在这里，我
们固定 n ∈ N为 Euclid空间的维数。一个自然的要求是，对于 Rn中几何体

A，我们引入的 Lebesgue测度m(A)与 A的体积 vol (A)相容。
整个构造过程是冗长的，我们将其分成若干步，贯穿于一下各节。需要

注意的是，这个过程将充分体验所谓 Carathéodory基于外测度的构造与扩张
过程。我们将这一抽象理论放在附录中，作为参考。

4.1.1 Borel集上的 Lebesgue测度

第 0步：m(∅) = 0。

第 1步：特殊矩体

定义 4.1. Rn中的子集称作特殊矩体若它具有形式 I =
∏n

i=1[ai, bi]，ai ⩽ bi。
我们称特殊矩体 I 为退化的若存在某 i使得 ai = bi。

对于这种所有边均平行于坐标轴的特殊矩体 I，定义

m(I) =
n∏

i=1

(bi − ai). (4.1)

命题 4.2. 设 I ⊂ Rn为一特殊矩体，则下面的说法等价。

(1) m(I) = 0。

(2)
◦
I = ∅。

(3) I 包含于某维数小于 n的 Rn的仿射子空间中。
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由此可以看出，对任意特殊矩体 I 为
◦
I 与其边（零测集）之无交并。

第 2步：特殊多面体

定义 4.3. Rn中的子集 P 称作特殊多面体若 P =
∪N

k=1 Ik，其中 N ∈ N，每
一 Ik 均为非退化特殊矩体，并且所有 P 的构成特殊矩体 Ik 的内部均两两

不交。

若 P =
∪N

k=1 Ik，并且所有 P 的构成特殊矩体 Ik 的内部均两两不交，

定义

m(P ) =
N∑

k=1

m(Ik). (4.2)

注 4.4. 上述定义的关键是考虑到 Ik 的边均落在某个 Rn 的低维仿射子空间

中，从而对“测度”没有影响。另外，对于上述定义，有一个初等的但必须

克服的困难：对特殊多面体 P，m(P )与 P 的表示无关。这个结论的证明是
冗长的，参加 [18]。

命题 4.5. 特殊多面体定义的m满足一下性质：

P1) 若 P1 ⊂ P2，则m(P1) ⩽ m(P2)。

P2) 若
◦
P1 ∩

◦
P2 = ∅，则m(P1) = m(P2)。

证明. 这个证明是初等的，但是很长。参见 [18]。

第 3步：开集

对 Rn中的非空开集 G，定义

m(G) = sup{m(P ) : P ⊂ G, P 为特殊多面体}. (4.3)

注意，因为 G非空，故必存在特殊多面体 P ⊂ G。

命题 4.6. 开集定义的m满足一下性质：

O1) 0 ⩽ m(G) ⩽∞。

O2) m(G) = 0当且仅当 G = ∅。

O3) m(Rn) = ∞。

O4) 若 G1 ⊂ G2，则m(G1) ⩽ m(G2)。

O5) m(
∪∞

k=1Gk) ⩽
∑∞

k=1m(Gk)。

O6) 若开集列 {Gk}两两不交，则m(
∪∞

k=1Gk) =
∑∞

k=1m(Gk)。

O7) 若 P 为特殊多面体，则m(P ) = m(
◦
P。
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4.2 Lebesgue测度的不变性

4.3 关于 Lebesgue测度的一些注记

4.3.1 不可测集

在这一小节，我们将借助选择公理证明 Rn 中存在 Lebesgue不可测集。
我先来看 Vitali的一个简单的例子。

定理 4.7 (Vitali). 存在 E ⊂ Rn，E 非 Lebesgue可测集。

证明. 不难验证，对 x, x′ ∈ Rn，有

x+Qn = x′ +Qn 或 (x+Qn) ∩ (x′ +Qn) = ∅.

因此我们引入等价关系：x+Qn ∼ x′ +Qn当且仅当 x+Qn = x′ +Qn，即

x− x′ ∈ Qn。我们在商空间 Rn/ ∼中每个等价类（陪集 {x+Qn}）中选取
一个代表元，得到集合 E。注意这里我们依赖于选择公理。若记Qn = {rk}，
我们有

Rn =
∪
x∈E

(x+Qn) =
∪

rk∈Qn

(rk + E). （均为无交并）

1) m∗(E) > 0。否则，m(E) = 0，且由 Lebesgue测度的平移不变性，m(rk+

E) = 0。因此m(Rn) = 0。矛盾。

2) m∗(E) = 0。事实上，任给紧集 K ⊂ E，设 D = B(0, 1) ∩ Qn。则∪
r∈D(rk +K)亦为无交并且有界，D为无穷集。因此∑

r∈D

m(K) =
∑
r∈D

m(r +K) = m(
∪
r∈D

(rk +K)) <∞.

因此m(K) = 0。

综上，0 = m∗(E) < m∗(E)表明 E 非 Lebesgue可测。

推论 4.8. 设 A ⊂ Rn，A可测且m(A) > 0，则存在 B ⊂ A，B 不可测。

证明. 设 E 定理4.7中的不可测集。注意到

A =
∪

rk∈Qn

(rk + E) ∩A. （无交并）

故必有某个 B = (rk + E) ∩A满足m∗(B) > 0。另一方面，

m∗(B) = m∗((rk + E) ∩A) ⩽ m∗(rk + E) = m∗(E) = 0.

故 B 非 Lebesgue可测。
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下面的 Banach-Tarski悖论也给出了一个不可测集存在性的一个证明。

定理 4.9 (Banach-Tarski). 假设 A,B ⊂ R3为有界集，均具有非空的内部。则
A和 B 存在有限的分解

A =
N∪

k=1

Ak, B =
N∪

k=1

Bk, （均为无交并）

以及刚体运动 Φk（1 ⩽ k ⩽ N），使得对每一 k，Φk(Ak) = Bk。

注 4.10. 在上述 Banach-Tarski定理中，假设 A,B均为 Lebesgue可测集，并
且m(A) ̸= m(B)，则上述分解中必有某Ak或Bk非 Lebesgue可测集。否则
与测度的可加性矛盾。当然，Banach-Tarski定理的证明也依赖于选择公理。
1970年，Solovay证明了（[20]）:在 ZF公理系统中（不包含选择公理）不
能证明 R1中存在 Lebesgue不可测集。

4.3.2 Borel集与 Lebesgue可测集

4.3.3 Minkowski和

设 A,B ⊂ Rn，r ∈ R，定义

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, rA = {ra : a ∈ A}.

类似我们定义集合 −A = (−1)A，A−B = A+ (−1)B。集合 A+B称作集

合 A和 B 的Minkowski和或代数和。
为了理解Minkowski和，我们先来看看下面的结果。

定理 4.11 (Steinhaus). 设 A ⊂ Rn 可测，m(A) > 0，则 A− A包含了原点 0

的一个开邻域。

证明. 由 Lebesgue测度的逼近性质，存在紧集 K ⊂ A使得 m(K) > 0。选

取 U 为开集，K ⊂ U，并且m(U) < 2m(K)。由K 的紧性，存在 ε > 0使

得若 |h| < ε，则K + h ∈ U。此时K ∪ (K + h) ⊂ U。故

m(K ∪ (K + h)) ⩽ m(U) < 2m(K) ⩽ m(K) +m(K + h).

这意味着K∩(K+h) ̸= ∅，即 h ∈ K−K ⊂ A−A。因此B(0, ε) ⊂ A−A。

例 4.12. 注意到，在 Steinhaus定理中，我们并没有断言 A−A为可测集！一

般，对于可测集 A,B ⊂ Rn，其Minkowski和是否一定可测呢？我们来看看
下面的例子。

(1) 若 A,B 为开集，则 A+B 为开集，从而可测。
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(2) 若 A,B 为紧集，则 A+B 为紧集，从而可测。

(3) 若 A,B 为闭集，则 A+B 为 Fσ 集，从而可测。

(4) 若 A,B 为凸集，则 A+B 为凸集，从而可测。

思考题：试解决下面关于Minkowski合集的一些问题：

1) 证明存在 R1中的闭集 A,B，m(A) = m(B) = 0，但m(A+B) > 0。

2) 若 C 为 Cantor三分集，A = C，B = 1
2
C，则 A+B ⊃ [0, 1]。

3) 设 I ⊂ R1为有界闭区间，A = I×{0}，B = {0}×I，证明A+B = I×I。

一个相关的重要问题是如何刻画m(A)，m(B)和m(A+B)之间的关系。

如果假设A,B,A+B均可测，上述思考题表明，即便m(A) = m(B) = 0，也

可能有m(A+B) > 0。因此我们无望利用m(A)和m(B)来给出m(A+B)

的上界。但是相反的方向是可能的。

我们试图建立形如

m(A+B)α ⩾ cα(m(A)α +m(B)α), ∀A,B ⊂ Rn,

的一般不等式，这里 Cα > 0为常数。若设 A为凸集，B = λA（λ > 0），此

时 A+B = A+ λA = (1 + λ)A则上式变成

(1 + λ)nα ⩾ cα(1 + λnα), ∀λ > 0.

由我们熟知的不等式

(a+ b)γ ⩾ aγ + bγ , a, b > 0, γ ⩾ 1,

我们可以判断出 nα ⩾ 1。因此，一个自然的猜想是

m(A+B)
1
n ⩾ m(A)

1
n +m(B)

1
n . (4.4)

定理 4.13 (Brunn-Minkowski不等式 I). 假设 A,B ⊂ Rn，A,B,A + B 均可
测，则不等式(4.4)成立。

证明（梗概）. 我们先假设 A,B 为特殊矩体，其边长分别为 {aj} 和 {bj}。
则 A+B 亦为特殊矩体，其边长为 {aj + bj}。此时(4.4)变成(

n∏
j=1

(aj + bj)

) 1
n

⩾
(

n∏
j=1

aj

) 1
n

+

(
n∏

j=1

bj

) 1
n

. (4.5)
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注意到上式中的齐性：若将 aj，bj 分别用 λjaj，λjbj 代替，则上式两边均

乘以 (r1 · · · · · rn)
1
n。为此，我们只需取 λj = (aj + bj)

1
n，则(4.5)可归结为

aj + bj = 1的情形，即

1 ⩾
(

n∏
j=1

aj
aj + bj

) 1
n

+

(
n∏

j=1

bj
aj + bj

) 1
n

.

利用算术-几何不等式平均不等式

1

n

n∑
xj

xj ⩾
(

n∏
j=1

xj

) 1
n

,

取 xj 分别为
aj

aj+bj
和 bj

aj+bj
，相加即证明了(4.5)。

我们接下来假设 A，B为特殊多面体，我们固定其分划以及构成的特殊

具体。不妨设构成 A和 B 特殊矩体的个数总数为 k。由 Lebesgue测度的平
移不变性，不等式(4.4)在A和B的任意平移下不变。定义超平面Πj = {x =

(x1, . . . , xn) : xj = 0}。我们通过垂直于 Πj 的平移将 A和 B 分别分离成两

块，即

A+ = A ∩ {xj ⩾ 0}, A− = A ∩ {xj ⩽ 0},

B+ = B ∩ {xj ⩾ 0}, B− = B ∩ {xj ⩾ 0},

且
m(B±)

m(B)
=
m(A±)

m(A)
.

事实上，我们可以先沿垂直于 Πj 方向平移 A，使其构成特殊矩体的边落在

Πj上，再移动B并利用以下事实：B沿垂直于Πj的平移且被Πj分离的B±

的测度是连续变化的。另外，我们可以注意到A+B ⊃ (A++B+)∪(A−+B−)，

并且右端的并是内部无交的。这是因为 A+ + B+ 与 A− + B− 被 Πj 分离。

而且 A+与B+，或 A−与B−的构成特殊矩体的总数小于 k。则可由归纳假

设

m(A+B) ⩾m(A+ +B+) +m(A− +B−)

⩾
(
m(A+)

1
n +m(B+)

1
n

)n
+
(
m(A−)

1
n +m(B−)

1
n

)n
=m(A+)

(
1 +

[
m(B+)

m(A+)

] 1
n

)n

+m(A−)

(
1 +

[
m(B−)

m(A−)

] 1
n

)n

=(m(A+) +m(A−))

(
1 +

[
m(B)

m(A)

] 1
n

)n

=m(A)

(
1 +

[
m(B)

m(A)

] 1
n

)n

= m(A)
1
n +m(B)

1
n .
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这证明了当 A,B 为特殊多面体的情形不等式(4.4)成立。
若 A,B 为具有有限测度的开集，由 Lebesgue测度的构造，任给 ε > 0

存在特殊多面体 Aε ⊂ A，Bε ⊂ B，使得

m(A) < m(Aε) + ε, m(B) < m(Bε) + ε.

由于 A+B ⊃ Aε +Bε，则对不等式

m(A+B)
1
n ⩾ m(Aε +Bε)

1
n ⩾ m(Aε)

1
n +m(Bε)

1
n

⩾ (m(A)− ε)
1
n + (m(B)− ε)

1
n

令 ε→ 0得到不等式(4.4)。
若 A,B 均为紧集，首先注意到 A+B 亦为紧集。若定义

Aε = {x : dA(x) < ε},

则Aε为测度有限的开集，且当 ε↘ 0时Aε ↘ A。类似定义Bε和 (A+B)ε。

又

A+B ⊂ Aε +Bε ⊂ (A+B)2ε.

故对不等式

m((A+B)2ε)
1
n ⩾ m(Aε +Bε)

1
n ⩾ m(Aε)

1
n +m(Bε)

1
n ⩾ m(A)

1
n +m(B)

1
n

令 ε→ 0得到不等式(4.4)。
一般情形，若 A,B,A + B 均可测，类似用紧集从内部逼近 A和 B 得

到。

思考题：证明定理4.13中，若不假设 A,B,A+B 可测，则不等式当m换成

m∗时成立。（提示：需要补齐上述定理的证明。）

4.3.4 Lebesgue测度的正则性·Radon测度·Riesz表示定理

回忆前面我们讨论的 Lebesgue测度的逼近性质，如果把 Lebesgue看成
限制在 Borel集类上的 Borel测度，我们可以抽象出一般测度的正则性概念。

定义 4.14. 设 µ为X 上的 Borel测度，E ⊂ X 为 Borel集。测度 µ称作在 E

上外正则若

µ(E) = inf {µ(G) : G ⊃ E,G为开集}.

µ称作在 E 上内正则若

µ(E) = sup {µ(K) : K ⊂ E,K 为紧集}.

若 µ在任意 Borel集上既为外正则也为内正则，则称 µ为正则测度。
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测度的正则性要求太高了，对非 σ-紧空间 X（即 X 可以表示成可数紧

集之并），很难保证。

定理 4.15. 若X为局部紧 Hausdorff空间且其任意开子集均为 σ-集，则X上
的任意 Borel测度 µ，若 µ在任意紧集上有限，则 µ为正则的。

证明. 参见 [19, Theorem 2.18]，证明依赖于下面的 Riesz表示定理。

为此我们引入以下概念：

定义 4.16. X 上的 Borel测度称作 Radon测度若 µ在任意紧集上有限，对任

意 Borel集为外正则的，且对所有开集为内正则的。

回忆一下，若U ⊂ X为开集，f ∈ Cc(X)，记号 f ≺ U 意味着 0 ⩽ f ⩽ 1

且 supp(f) ⊂ U。

定理 4.17 (Riesz表示定理). 假设X为局部紧Hausdorff空间，I : Cc(X) → R
为一正线性泛函，即若 f ⩾ 0则 I(f) ⩾ 0。则存在 X 上唯一的 Radon测度
µ使得

I(f) =

∫
X

f dµ, ∀f ∈ Cc(X),

并且 µ满足

µ(U) = sup {I(f) : f ∈ Cc(X), f ≺ U}, U 开,

µ(K) = inf {I(f) : f ∈ Cc(X), f ⩾ 1K}, K 紧.

注 4.18. 事实上，上述 Riesz表示定理蕴含了更强的结论。我们不仅得到了
一个 Borel测度 µ，而且得到一个 µ的扩张 µ̄。对任意 E ⊂ X，定义

µ∗(E) = inf {µ(B) : B ∈ B(X), B ⊃ E}.

µ∗ 为如(A.1)决定的外测度（命题A.2）。由定理A.12，若 µ为 σ-有限的，则
µ̄为 µ的完备化。

思考题

1. 证明 Lebesgue测度作为 Rn 上的 Borel测度是正则的，从而是 Radon测
度。

2. 假设X 为局部紧 Hausdorff空间。证明X 上的 Radon测度 µ在任意 σ-有
限的 Borel集上。从而 X 上的任意 σ-有限的 Radon测度必为正则的。
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3. 假设X为局部紧Hausdorff空间。µ为X上 σ-有限的 Radon测度，E ⊂ X

为 Borel集。

(1) 任给 ε > 0，存在开集 U 和闭集 F，F ⊂ E ⊂ U 且 µ(U \ F ) < ε。

(2) 存在 Fσ 集 A和 Gδ 集 B，A ⊂ E ⊂ B 且 µ(B \A) = 0。

4. 设 µ∗ 为注4.18定义的外测度。证明若 {An}为一列单调递增的 X 中的子

集列，则 limn→∞ µ∗(An) = µ∗(
∪

nAn)。

4.4 可测函数的连续性

在这一节，我们假设X为局部紧Hausdorff空间且 µ为X上的Radon测
度。此时一个自然的问题是，Borel可测函数与连续或半连续函数的关系。下
面的 Luzin定理和 Vitali-Carathéodory定理分别刻画了这两种逼近性质。而
且，这些结论对一般 σ-有限 Radon测度空间 (X,B(X), µ)的完备化也是正

确的。

定理 4.19 (Luzin). 假设 X 为局部紧 Hausdorff空间且 µ为 X 上的 Radon测
度，f 为 X 上实值 Borel可测函数。A ⊂ X 为 Borel集，µ(A) <∞且 f 限
制在 Ac上恒为 0。则任给 ε > 0，存在 g ∈ Cc(X)，使得

µ({x ∈ X : f(x) ̸= g(x)}) < ε, (4.6)

且 supx∈X |g(x)| ⩽ supx∈X |f(x)|。

证明. 我们首先假设 0 ⩽ f < 1，且 A 为紧集。注意到可测函数的构造定

理，存在 Borel可测的非负简单函数 sn单调递增逐点收敛于 f。令 t1 = s1，

tk = sk − sk−1（k ⩾ 2），则 f =
∑

k⩾1 tk。事实上每一 2ktk 均为某 Borel可
测集 Ek ⊂ A上的特征函数，即

f =
∑
k⩾1

2−k1Ek
.

固定开集 V 使得 V 紧且 A ⊂ V。对每一 k，存在开集 Vk 和紧集 Kk 使得

Kk ⊂ Ek ⊂ Vk ⊂ V，且 µ(Vk \Kk) < 2−kε。由 Urysohn引理，存在连续函
数 hk，Kk ≺ hk ≺ Vk。定义

g =
∑
k⩾1

2−khk.

则 g连续且 supp (g) ⊂ V，且 {x ∈ X : f(x) ̸= g(x)} ⊂
∪

k⩾1(Vk \Kk)。因

此(4.6)成立。
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很显然，我们证明了当 f 有界且 A紧时(4.6)成立。如果去掉 A，由 µ

的正则性，存在紧集 K ⊂ A且 µ(A \ K) < ε。因此稍微修改上面的证明，

去掉集合 A \ K，(4.6)成立。若 f 无界，定义 Bk = {x : |f(x)| > k}，则∩
k⩾1Bk = ∅且 limk→∞ µ(Bk) = 0。对充分大的 k 考虑函数 (1 − 1Bk

) · f，
则得到了(4.6)一般情形的证明。
对于最后一个结论，若 R = supx∈X |f(x)| = ∞，平凡。否则，我们借

助函数

Φ(z) =

z, |z| ⩽ R,

R · z
|z| , |z| > R,

并定义 g1 = Φ ◦ g。则函数 g1为满足(4.6)和最后的结论。

注 4.20. 关于上述 Luzin定理，我们有以下说明：

1) 上述 Luzin 定理可以运用到 Radon 测度 µ 完备化的测度 µ̄ 上。假设

(X,M∗, µ̄) 为 Radon 测度空间 (X,B(X), µ) 的完备化（见注4.18）。因
为若 f 为M∗-可测函数，则存在 Borel可测函数 g使得 f = g，µ̄-a.e.。

2) 特别，上述 Luzin定理运用到X = Rn上的 Lebesgue测度空间，Lebesgue
可测函数 f 以及 Lebesgue可测集 A，结论也是成立的。

3) 若去掉上述 Luzin定理中集合A的限制，当Radon测度空间 (X,B(X), µ)

为 σ-有限时，除去 g具有紧支集这一性质，其他结论均成立。

定理 4.21 (Vitali-Carathéodory). 假设X为局部紧 Hausdorff空间且 µ为X上
的 Radon测度，f 为X 上实值 Borel可测函数，且 f ∈ L1(X,B(X), µ)。则
任给 ε > 0，存在上半连续函数 v和下半连续函数 u，使得 v ⩽ f ⩽ u，使得∫

X

(u− v) dµ < ε.

证明. 首先假设 f ⩾ 0。由定理4.19的证明，存在 Borel可测集列 {Ek}和正
数列 {αk}，使得

f =
∑
k⩾1

αk1Ek
.

因为 f ∈ L1，由单调收敛定理，
∫
X
f dµ =

∑
k⩾1 αkµ(Ek) < ∞。故存在

N ∈ N使得
∞∑

k=N+1

αkµ(Ek) < ε/2. (4.7)
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由正则性，对任意 k，存在紧集Kk 和开集 Vk，使得Kk ⊂ Ek ⊂ Vk，并且

αkµ(Vk \ Vk) < 2−(k+1)ε. (4.8)

定义

u =
∞∑
k=1

αk1Vk
, v =

N∑
k=1

αk1Kk
.

则 v为上半连续函数，u为且下半连续函数，且

u− v =
∞∑
k=1

αk1Vk
−

N∑
k=1

αk1Kk
⩽

∞∑
k=1

αk(1Vk
− 1Kk

) +
∞∑

k=N+1

αk1Ek
.

因此∫
X

(u− v) dµ ⩽
∞∑
k=1

αkµ(Vk \ Vk) +
∞∑

k=N+1

αkµ(Ek) < ε/2 + ε/2 = ε.

一般，f = f+ − f−。存在上半连续函数 v±和下半连续函数 u±，v± ⩽
f± ⩽ u±，且

∫
X
(u± − v±) dµ < ε/2。因为 v = v+ − u− ⩽ f+ − f− ⩽

u+ − v− = u，则 v为上半连续函数，u为且下半连续函数且
∫
X
(u− v) dµ ⩽∫

X
(u+ − v−)− (v+ − u−) dµ =

∫
X
(u+ − v+) + (u− − v−) dµ < ε。

注 4.22. 同注4.20，上述 Vitali-Carathéodory定理对于 Lebesgue测度空间亦
成立（甚至更一般 σ-有限 Radon测度空间 (X,B(X), µ)的完备化）。同时，

我们还注意到，在 f 非负情形，v =
∑N

k=1 αk1Kk
是有界的，u =

∑∞
k=1 αk1Vk

下有界，而且 u, v ∈ L1。从而一般我们有 u, v ∈ L1，u下有界，v上有界。

思考题

1. 在 Vitali-Carathéodory定理中，如果 v ⩽ f ⩽ u，u为上半连续，v为下半
连续，定理是否成立？你可以考虑 [0, 1]上的正测 Cantor集 K 的特征函

数 1K。

4.5 Riemann积分与 Lebesgue积分的关系

为了在 Lebesgue积分的框架下重新审视 Riemann积分，我们先来回顾
一下有界函数 f : I → R（I ⊂ Rn 为一特殊矩体）的 Riemann积分的定义。
我们很方便采用 Darboux的刻画。
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定义 4.23. 设 I ⊂ Rn为（非退化）特殊矩体，若 I =
∪N

j=1 Ij，Ij 均为非退

化矩体且内部两两不交。则称 {Ij}Nj=1 为 I 的一个分划。若 f : I → R为一
有界函数，f 称作阶梯函数若存在 I 的一个分划 {Ij}Nj=1，使得 f 限制在每

一
◦
Ij 上为常值。

注 4.24. 若有界函数 f : I → R为一阶梯函数，很明显它是 Lebesgue可测
的，实际上除去一个零测集（所有 Ij 边界上的点均落在有限个低维仿射子

空间中），它是一特殊的简单函数并且几乎处处连续。并且阶梯函数 f 的

Riemann积分与 Lebesgue积分相等。

定义 4.25. 有界函数 f : I → R称作 Riemann可积若任给 ε > 0，存在 I 上

的阶梯函数 σ和 τ，满足

σ ⩽ f ⩽ τ,
∫
I

(τ − σ) dm < ε.

若 f 为 Riemann可积，定义其 Riemann积分

(R)

∫
I

f dm = sup
{∫

I

σ dm : σ为阶梯函数且 σ ⩽ f
}

= inf
{∫

I

τ dm : τ 为阶梯函数且 τ ⩾ f
}
.

定理 4.26. 设 f 为特殊矩体 I 上的有界函数。

(1) f 为 Riemann可积当且仅当 f 几乎处处连续。

(2) 若 f 为 Riemann可积，则 f 为 Lebesgue可积且

(R)

∫
I

f dm =

∫
I

f dm.

证明. 首先假设 f 为 Riemann可积。由定义，存在阶梯函数序列 {σk}和 {τk}
使得

σk ⩽ f ⩽ τk,
∫
I

(τk − σk) dm <
1

k
.

由于阶梯函数几乎处处连续，则

σk ⩽ f ⩽ f ⩽ τk, a.e..

定义 g = supk σk，h = infk τk。则 g, h均 Lebesgue可测，且

g ⩽ f ⩽ f ⩽ h, a.e..
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由于 0 ⩽ h− g ⩽ τk − σk（k ∈ N），则∫
I

(h− g) dm ⩽
∫
I

(τk − σk) dm <
1

k
, k ∈ N.

故
∫
I
(h− g) dm = 0，从而 g = h，a.e.。因此 g = f = f = h，a.e.。从而 f

几乎处处连续。这就证明了 (1)的一半。
我们先来证明 (2)。因为 f = g = h，a.e.，故 f 为 Lebesgue可测并且

(R)

∫
I

f dm ⩽
∫
I

τk dm <

∫
I

σk dm+
1

k
⩽
∫
I

f dm+
1

k
.

由 k的任意性，则 (R)
∫
I
f dm ⩽

∫
I
f dm。相反的不等号类似。

现在我们来证明 (1)的另一半。假设 f 几乎处处连续。我们将 I 分划成

2nk 个全等的特殊矩体，并定义 I 上的阶梯函数如下：若 J 为任意这样的小

特殊矩体，定义 σk|J = infJ f。因为 f 有界，不妨设 α ⩽ f ⩽ β，则在 ∂J

上定义 σk = α。不难看出，除去相关特殊矩体的边界上，σk ⩽ σk+1。因此

σk ⩽ σk+1, a.e. 且 σk ⩽ f (k ∈ N).

下面我们证明

lim
k→∞

σk ⩾ f, a.e.. (4.9)

事实上，假设 x非任意上述 σk定义中涉及的小特殊矩体的边界点（这样的点

构成零测集）。若 f(x) > a，则存在 x的某邻域上，f > a。故存在N ∈ N，对
k ⩾ N，σk定义中包含 x的特殊矩体含于该邻域。因此对 k ⩾ N，σk(x) > a。

由于 σk(x)单调递增，故 limk→∞ σk ⩾ a。这就证明了(4.9)。
类似，存在阶梯函数序列 {τk}，使得

τk ⩾ τk+1, a.e. 且 τk ⩾ f (k ∈ N),

满足

lim
k→∞

τk ⩽ f, a.e.. (4.10)

因为 f 几乎处处连续，f = f = f，a.e.。故由(4.9)和(4.10)，

lim
k→∞

σk = lim
k→∞

τk = f, a.e..

因为上述函数均有上界 β 和下界 α，由控制收敛定理，

lim
k→∞

∫
I

σk dm = lim
k→∞

∫
I

τk dm =

∫
I

f dm.

这就证明了 limk→∞
∫
I
(σk−τk) dm = 0。这就证明了 f 为 Riemann可积。

最后因为一些历史的趣味，我们来探讨一下所谓 Jordan容量。
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定义 4.27. 有界集 A ⊂ Rn称作 Jordan可测若 1A为 Riemann可积。由于历
史的原因，此时我们称m(A)为 A的 Jordan容量。

定理 4.28. 有界集 A ⊂ Rn为 Jordan可测当且仅当m(∂A) = 0。

证明. 假设 A ⊂ Rn为有界集。由定理4.26，A为 Jordan可测当且仅当 1A几
乎处处连续。我们容易看出

x ∈ Rn为 1A的连续点 ⇐⇒ x ∈
◦
A或 x ∈ (Ac)◦.

因此 A为 Jordan可测当且仅当 (
◦
A ∪ (Ac)◦)c 为零测集。由关系 ∂A = (

◦
A ∪

(Ac)◦)c，定理得证。

思考题

1. 证明 [a, b]上的单调函数是 Riemann可积的。

2. 设K ⊂ [0, 1]为正测 Cantor集，证明 1K 不是 Jordan可测的，也不存在连
续函数 f : [0, 1] → R使得 f = 1K，a.e.。

3. 证明存在 R1上的 Jordan可测集但非 Borel可测。

4.6 Rn上的 Fubini定理

4.6.1 Fubini-Tonelli定理

设 l,m 为正整数，l + m = n。Rn 可以表示成 Rn = Rl × Rm，即任

给 z ∈ Rn，存在唯一的 x ∈ Rl，y ∈ Rm，使得 z = (x, y)。固定 y ∈ Rm，

f : Rn → [−∞,+∞]，定义 fy : Rl → [−∞,+∞]，

fy(x) = f(x, y)

称作 f 的 y-截面。对 A ⊂ Rn，我们定义 A的 y-截面为

Ay = {x ∈ Rl : (x.y) ∈ A}.

容易验证 (1A)y = 1Ay
。

给的 f : Rn → [−∞,+∞]及 y ∈ Rm，定义

F (y) =

∫
Rl

fy(x) dx.

这里我们用 dx代替关于 Rl 上的 Lebesgue测度 dml 是为了便于读者理解。

此时有两种情况：
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(I) fy ⩾ 0，0 ⩽ F (y) ⩽ +∞。

(II) fy ∈ L1(Rl)，此时 F (y)存在且 −∞ < F (y) < +∞。

据此我们希望得到重积分等于累次积分的结论∫
Rm

F (y) dy =

∫
Rn

f(z) dz.

综上，我们可以看出，上式右端成立我们需要 f 在 Rn上 Lebesgue可测甚至
可积，而右端又必须使得 fy 可测，必须保证 F (y)对几乎所有的 y 有定义，

并且 F 在 Rm上 Lebesgue可测甚至可积。

例 4.29. 设 A ⊂ R1为不可测集，y0 ∈ R1，E = A×{y0}。则 E ⊂ R1 ×{y0}
从而为 R2 中的 Lebesgue可测集，但对 y0 ∈ R1，E 的 y0-截面 Ey0

= A不

可测。运用到函数 1E，则其 y0-截面 (1E)y0
= 1Ey0

不是 R1 中的可测函数。

这说明上面分析的条件“fy 可测”并不能对所有的 y有保证。从一个侧面，

也说明下面的 Fubini-Tonelli定理是一个深刻的定理。 \\\\

定理 4.30 (Fubini-Tonelli（非负情形）). 设 f → [0,+∞]为 Lebesgue可测。则
对几乎所有的 y ∈ Rm，函数 fy : Rl → [0,+∞]为 Lebesgue可测，故

F (y) =

∫
Rl

fy(x) dx

存在。并且 F 在 Rm上可测，∫
Rm

F (y) dy =

∫
Rn

f(z) dz.

证明. 证明的关键是我们必须对特征函数 1A 证明。此时 A为 Rn 中的可测

集， ∫
Rm

m(Ay) dm = m(A). (4.11)

历史上(4.11)称作 Cavalieri原理或祖暅原理。
我们先证明(4.11)。证明是冗长的，我们将之分解成如下步骤。

(1)假设 J 为特殊矩体，J = J ′ × J ′′。J ′和 J ′′分别为 Rl和 Rm中的特殊矩

体。则任给 y ∈ Rm，

Jy =

J ′ 若 y ∈ J ′′,

∅ 若 y ̸∈ J ′′,
且 m(Jy) =

m(J ′) 若 y ∈ J ′′,

0 若 y ̸∈ J ′′.

即m(Jy) = m(J ′)1J′′(y)。因此∫
Rn

m(Jy) dy = m(J ′)m(J ′′) = m(J).
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(2)假设 G ⊂ Rn 为开集。则存在两两不交的特殊矩体（不必为闭）Jk，使
得 G =

∪
k Jk。故任给 y ∈ Rm，Gy =

∪
k(Jk)y（仍为无交并）。故m(Gy) =∑

km((Jk)y)，再由单调收敛定理和 (1)∫
Rm

m(Gy) dy =
∑
k

∫
Rm

m((Jk)y) dm =
∑
k

m(Jk) = m(G).

(3)假设 K ⊂ Rn 为紧集。选取有界开集 G ⊃ K，则对开集 G \K 运用 (2)
并注意 (G \K)y = Gy \Ky，有∫

Rm

m(Gy \Ky) dy =m(G \K),∫
Rm

m(Gy) dy −
∫
Rm

m(Ky) dy =m(G)−m(K)

在对 G运用 (2)并注意到m(G) <∞，则∫
Rm

m(Ky) dy = m(K).

(4) 若 {Kj} 为 Rn 中单调递增的紧集序列，定义 B =
∪

j Kj。因为 By =∪
j(Kj)y，故 By 可测且m(Kj) = limj→∞m((Kj)y)。由单调收敛定理，∫

Rm

m(By) dy = lim
j→∞

∫
Rm

m((Kj)y) dy = lim
j→∞

m(Kj) = m(B).

(5)若 {Gj}为 Rn中单调递减的有界开集序列，定义 C =
∩

j Gj。选取紧集

K ⊃ G1，对K \ C 运用 (4)并注意到K \ C =
∪

j(K \Gj)，∫
Rm

m(Ky \ Cy) dy =m(K \ C),∫
Rm

m(Ky) dy −
∫
Rm

m(Cy) dy =m(K)−m(C).

再对K 运用 (4)，故有 ∫
Rm

m(Cy) dy = m(C).

(6)（关键一步）设 A ⊂ Rn为有界可测集，则存在单调递增的紧集列 {Kj}
和单调递减的有界开集列 {Gj}，使得

K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ A ⊂ · · · ⊂ G2 ⊂ G1,

且

lim
j→∞

m(Kj) = m(A) = lim
j→∞

m(Gj).
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定义 B =
∪

j Kj 和 C =
∩

j Gj，则 B ⊂ A ⊂ C 且m(B) = m(A) = m(C)。

综合 (4)和 (5)，∫
Rm

m(By) dy = m(B),

∫
Rm

m(Cy) dy = m(C).

两式相减得到 ∫
Rm

(m(Cy)−m(By)) dy = 0.

由于 m(Cy) −m(By) ⩾ 0，故对几乎所有的 y 有 m(Cy) −m(By) = 0。对

这样的 y，By ⊂ Ay ⊂ Cy，因此 Ay 为 By 与某零测集之并，从而可测，且

m(Ay) = m(By) = m(Cy)。所以，m(Ay)关于 y为 Lebesgue可测，且∫
Rm

m(Ay) dy =

∫
Rm

m(By) dy = m(B) = m(A).

（这里特别提醒 Ay 不必对所有的 y均可测，请参考例4.29。）

(7)我们断言：若定理对 Rn 上单调递增的非负可测函数 {fj}均成立，则对
f = limj→∞ fj 成立。
事实上，因为 (fj)y 单调递增收敛于 fy，故 fy 对几乎所有的 y均可测。

故对几乎所有的 y ∈ Rm，由单调收敛定理，

F (y) =

∫
Rl

fy(x) dx = lim
j→∞

∫
Rl

(fj)y(x) dx = lim
j→∞

Fj(y),

其中 Fj(y) =
∫
Rl(fj)y(x) dx。注意上述极限亦为单调递增取得，又 Fj 均可

测，故 F 可测。再次运用单调收敛定理∫
Rm

F (y) dy = lim
j→∞

∫
Rm

Fj(y) dy = lim
j→∞

∫
Rn

fj(z) dz =

∫
Rn

f(z) dz.

(8)我们去掉 (6)中 A有界的假设。事实上，我们只需令 fj = 1A∩B(0,j)，再

运用 (6)和 (7)即可。

(9)一般情形，f : Rn → [0,+∞]可测。由 (8)，定理对任意非负可测简单函
数成立。存在单调递增的非负简单函数序列 {sj}逐点收敛于 f，定理对每

一 sj 均成立。在利用 (7)即可。

定理 4.31 (Fubini-Tonelli（可积情形）). 设 f ∈ L1(Rn)。则对几乎所有的
y ∈ Rm，函数 fy ∈ L1(Rl)，故

F (y) =

∫
Rl

fy(x) dx

有定义，并且 ∫
Rm

F (y) dy =

∫
Rn

f(z) dz.
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证明. 对 f = f+ − f−，运用定理4.30。则对几乎所有的 y ∈ Rm，(f±)y 均

可测。定义

G(y) =

∫
Rl

(f−)y dx, H(y) =

∫
Rl

(f+)y dx.

则有 ∫
Rm

G(y) dy =

∫
Rn

f−(z) dz,

∫
Rm

H(y) dy =

∫
Rn

f+(z) dz.

上述积分均有限，故G(y),H(y) < +∞对几乎所有的 y ∈ Rm。对这样的 y，∫
Rl

(f−)y dx < +∞,

∫
Rl

(f+)y dx < +∞.

这表明 fy ∈ L1(Rl)。并且对这样的 y，因为 F (y) = H(y) − G(y)，故 F ∈
L1(Rm)且∫

Rm

F (y) dy =

∫
Rm

H(y) dy −
∫
Rm

G(y) dy

=

∫
Rn

f+(z) dz −
∫
Rn

f−(z) dz =

∫
Rn

f(z) dz.

这就完成了证明。

注 4.32. 若将 f(z)dz 写成 f(x, y)dxdy，则 Fubini定理表明累次积分和重积
分在一定条件下（比如 f ⩾ 0可测或 f ∈ L1）相等：∫

Rm

dy

∫
Rl

f(x, y) dx =

∫
Rn

f(x, y) dxdy. (4.12)

当然此时两个累次积分相等。在实际应用中，定理4.31的条件一般并不好直
接验证。但是，我们可以这样使用这两个 Fubini定理。如果我们能够验证∫

Rm

dy

∫
Rl

|f(x, y)| dx <∞,

根据定理4.30，f ∈ L1(Rm)，因此我们就可以利用定理4.31来保证(4.12)。另
外我们还需要注意到，上面的讨论中，我们还需要验证 f(x, y)整体是可测

的。关于这一点，一个最常见的条件是所谓的 Carathéodory条件（参见思考
题）。

4.6.2 Fubini定理的应用

Fubini定理（以及相关测度空间的乘积问题）是测度论中十分基本的课
题。它的应用是十分基本而广泛的。我们下面给出一些例子。我们先从几个

测度论方面基本的应用开始。
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例 4.33. 设 E1, E2 分别为 Rl 和 Rm 中的 Lebesgue 可测集，则 E1 × E2 为
Rl × Rm中的 Lebesgue可测集，且有m(E1 × E2) = m(E1)m(E2)。

证明. 首先证明 E1 × E2 为 Rl × Rm 中的可测集。由 Lebesgue测度的构造，
存在 A和 B为紧集或零测集，使得 E1 ×E2为至多可数这样的 A×B之并。

1) 若 A为零测集。任给 ε > 0，存在 Rl中的特殊矩体 {Ik}及 Rm中的特殊

矩体 {Ji}，使得
∞∪
k=1

Ik ⊃ A,
∞∑
k=1

m(Ik) < ε,

∞∪
i=1

Ji ⊃ B,
∞∑
i=1

m(Ji) <∞.

显然 E1 × E2被 {Ik × Ji}所覆盖，故

m∗(A×B) ⩽ m
(∪

k,i

Ik × Ji

)
⩽
∑
k,i

m(Ik × Ji) ⩽ ε ·
∑
i

m(Ji).

由 ε的任意性，A×B 为 Rl × Rm中的零测集。

2) 若 A,B 均为紧集，则 A×B 为紧集。

综上，E1×E2为Rl×Rm中的可测集。并且，注意到 1E1×E2
(x, y) = 1E1

(x) ·
1E2

(y)，则由 Fubini定理

m(E1 × E2) =

∫
Rl×Rm

1E1×E2
(x, y) dxdy

=

∫
Rl

1E1
(x) dx ·

∫
Rm

1E2
(y) dy = m(E1)m(E2).

这就完成的证明。

例 4.34. 设 E ⊂ Rn可测，f : E → [0,+∞)可测。则 f 在 E 上的函数图像

GE(f) = {(x, y) ∈ Rn × R : x ∈ E, y = f(x)}

为 Rn+1中的零测集。

证明. 不妨设m(E) <∞。任给 δ > 0，定义集合

Ek = {x : kδ ⩽ f(x) < (k + 1)δ}, k = 0, 1, . . . .

则 GE(f) =
∪∞

k=0GEk
(f)。故

m∗(GE(f)) ⩽
∞∑
k=0

m∗(GEk
(f)) ⩽

∞∑
k=0

δ ·m(Ek) = δm(E).
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由 δ的任意性，m∗(GE(f)) = 0。

一般情形，我们考虑 Aj = E ∩B(0, j)，再令 j → ∞得到。

定义 4.35. 设 (X,M, µ)为 σ-有限的测度空间，f : X → [0,+∞]可测。函数

t 7→ µ{f > t} = µ({x ∈ X : f(x) > t}), t ∈ [0,+∞)

称作 f（关于测度 µ的）分布函数。分布函数单调递减，从而 Borel可测。

例 4.36. 设m为 Rn上的 Lebesgue测度，f : Rn → [0,+∞]可测，m{f > t}
为 m和 f 决定的分布函数。ϕ : [0,+∞] → [0,+∞]单调，在 (0,+∞)上连

续可微，ϕ(0) = 0且 limt→+∞ = ϕ(+∞)。则∫
X

(ϕ ◦ f) dm =

∫ +∞

0

m{f > t}ϕ′(t) dt. (4.13)

证明. 设 E = {(x, t) ∈ Rn × [0,+∞) : f(x) > t}。集合 E 的可测性由思考

题可知。任给 t，Et = {x ∈ X : f(x) > t}可测。则 f 关于m的分布函数

m(Et) =

∫
X

1E(x, t) dm(x)

两边乘以 ϕ′(t)然后积分，并由 Fubini定理，∫ ∞

0

m(Et)ϕ
′(t) dt =

∫
X

dm(x)

∫ ∞

0

1E(x, t)ϕ′(t) dt.

注意 1E(x, t) = 1{t:0⩽t<f(x)}(t)和条件 ϕ(0) = 0，因此∫ ∞

0

m(Et)ϕ
′(t) dt =

∫
X

dm(x)

∫ f(x)

0

ϕ′(t) dt =

∫
X

(ϕ ◦ f)(x) dm(x).

这就完成了证明。

注 4.37. 公式(4.13)在概率论中是基本的。

1) 实际上，这个公式对于 σ-有限的测度空间 (X,M, µ)，并且 ϕ在任意区间

[0, T ]，T > 0，上绝对连续时，也是成立的。

2) 取 ϕ(t) = tp，t > 0，p ⩾ 1。则 ϕ′(t) = ptp−1，从而公式(4.13)变成∫
X

fp dµ = p

∫ +∞

0

µ{f > t}tp−1 dt.

这建立了分布函数与数学期望之间的联系。

另一个重要的应用是卷积。
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定义 4.38. 设 f, g ∈ L1(Rn)，定义函数

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy, x ∈ Rn.

我们称 f ∗ g为 f 和 g的卷积。

定理 4.39. 设 f, g ∈ L1(Rn)。则对几乎所有的 x ∈ Rn，∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dy <∞.

对这样的 x，(f ∗ g)(x)有限（卷积的定义是有意义的）。f ∗ g ∈ L1(Rn)，且

∥f ∗ g∥1 ⩽ ∥f∥1∥g∥1. (4.14)

证明. 不失一般性，我们假设 f, g均为 Borel可测。事实上，存在 Borel可测
函数 f0和 g0，使得 f = f0，g = g0，a.e.。而卷积定义中的积分，对任意固
定的 x，用 f0, g0代替 f, g代替不会改变。

定义 F (x, y) = f(x− y)g(y)，则 F 为 Rn ×Rn上的 Borel可测函数。事
实上，定义函数 ϕ(x, y) = x− y，ψ(x, y) = y，则 ϕ, ψ : Rn ×Rn → Rn。则

f(x− y) = (f ◦ ϕ)(x, y)，g(y) = (g ◦ ψ)(x, y)。f ◦ ϕ和 g ◦ ψBorel可测，故
乘积亦 Borel可测。
对非负可测函数 |F |运用 Fubini定理，并由 Lebesgue测度的平移不变

性，则∫
Rn×Rn

|F (x, y)| dxdy =

∫
Rn

|g(y)| dy
∫
Rn

|f(x− y)| dx = ∥f∥1∥g∥1 <∞.

这说明 F ∈ L1(Rn ×Rn)，并且 f ∗ g几乎处处有限。再次运用 Fubini定理，∫
Rn

|(f ∗ g)(x)| dx ⩽
∫
Rn

dx

∫
Rn

|F (x, y)| dy

=

∫
Rn

|g(y)| dy
∫
Rn

|f(x− y)| dx = ∥f∥1∥g∥1.

这就证明了(4.14)。

注 4.40. 在 L1(Rn)中，卷积实际上定义了一个乘法。Young不等式(4.14)保
证了赋予了卷积为乘法后，L1(Rn) 构成一个交换实 Banach 代数。在下一
章，我们首先将说明 L1(Rn)为完备的赋范线性空间，即 Banach空间。一个
Banach空间 (X, ∥ · ∥)称作 Banach代数如果赋予了乘法 ∗，并且满足

(1) 满足 Young不等式：任给 x, y ∈ X，∥x ∗ y∥ ⩽ ∥x∥∥y∥。



78 第四章 LEBESGUE测度

(2) 乘法 ∗满足结合律、分配律和数乘的关系：对任给 x, y, z ∈ X，α ∈ R，

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z,

x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z, (y + z) ∗ x = y ∗ x+ z ∗ x,

(αx) ∗ y = x ∗ (αy) = α(x ∗ y).

如果考虑复值的 L1(Rn)，Fourier 变换建立了复 Banach 代数 L1(Rn) 到复

Banach代数 C0(Rn)的代数同构。Banach代数 L1(Rn)不存在乘法单位元。

也就是说，不存在 e ∈ L1(Rn)，使得 e ∗ f = f ∗ e = f 对任意 f ∈ L1(Rn)。

如果将 L1(Rn)加入乘法单位元，该单位元恰为原点处的 Dirac测度 µ0。

Fubini定理的另一大类应用是实际的计算。

例 4.41. 计算 ∫
E

y sin(x)e−xy dxdy,

其中 E = {(x, y) : 0 < x <∞, 0 < y < 1}。
由于 f(x, y) = y sin(x)e−xy 连续，故 Borel可测。我们试着先做一个累

次积分

F (y) =

∫ ∞

0

y sin(x)e−xy dx =
y

y2 + 1
.

故我们有 ∫ 1

0

F (y) dy =
1

2
log 2.

从而计算得到上面的积分。

为了严格，我们必须验证 f 可积。因为 |f(x, y)| ⩽ ye−xy，故∫
E

|f(x, y)| dxdy ⩽
∫
E

ye−xy dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ ∞

0

ye−xy dx = 1.

若我们计算另一个累次积分，∫ 1

0

y sin(x)e−xy dy =
sin(x)
x

·
(
1− e−x

x
− e−x

)
.

于是我们有看似很复杂的等式∫ ∞

0

sin(x)
x

·
(
1− e−x

x
− e−x

)
dx =

1

2
log 2.

反过来这个过程是不容易猜出 f(x, y)的形式的。 \\\\
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思考题

1. 设 E ⊂ Rn可测，f : E → [0,+∞)。定义

HE(f) = {(x, y) ∈ Rn × R : 0 ⩽ y ⩽ f(x)}.

证明 f 为 Lebesgue可测当且仅当HE(f) ⊂ Rn+1可测。此时m(HE(f)) =∫
E
f dm。

2. 假设 f : Rl×Rm → R，E ⊂ Rl为一稠密子集。若 f(x, ·)对所有 x ∈ E在

Rm 上 Lebesgue可测，f(·, y)对几乎所有的 y ∈ Rm 连续，则 f 在 Rl+m

上 Lebesgue可测。

3. 利用 f(x, y) = xe−x2(1+y2)计算∫ ∞

0

e−t2 dt =

√
π

2
.

4. 利用 f(x, y) = sin(x)e−xy，计算∫ a

0

sin(x)
x

dx =
π

2
− cos(a)

∫ ∞

0

e−ay

1 + y2
dy − sin(a)

∫ ∞

0

ye−ay

1 + y2
dy.

5. 利用上一题计算

lim
a→∞

∫ a

0

sin(x)
x

dx =
π

2
.

6. 证明 sin(x)
x
非 (0,∞)上的可积函数。

4.7 习题

1 (测度的支集). 设 µ为局部紧 Hausdorff空间 X 上的 Radon测度，集合

supp (µ) = {x ∈ X :任给开集 U，x ∈ U，有 µ(U) > 0}

称作 µ的支集。

(1) 证明 supp (µ)c 恰为 X 中最大的 µ-零测开集，即 supp (µ)c 为 X 中所有

零测开集之并。（为什么仍为零测集？）

(2) 证明 x ∈ supp (µ) 当且仅当对所有 f ∈ Cc(X, [0, 1])，f(x) > 0，有∫
X
f dµ > 0。

(3) 设 0 < λ < ∞，且 µ(X) = λ，则对 supp (µ) 的任意紧的真子集 K，

µ(K) < λ。
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(4) 对 Rn上任意紧子集，构造概率测度 µ使得 supp (µ) = K。

(5) 设 f ∈ Cc(Rn)非负，m为 Rn 上的 Lebesgue测度，µ(E) =
∫
E
f dm定

义了 Rn上的有限 Borel测度。证明 supp (f) = supp (µ)。
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对任意测度空间 (X,M, µ)，p > 0，我们将初步研究一类函数空间，称

作 Lp-空间。这是一类基本的工作函数空间，在分析学中扮演着重要的角色。
如果研究更多的性质，后面我们将把我们的注意力集中在正则的测度空间

上，比如 Lebesgue测度空间。

定义 5.1. 设 (X,M, µ)为一测度空间，p > 0。对任意X上的可测函数 f，我

们引入

∥f∥p =

(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

.

所有满足 ∥f∥p < ∞的 f 组成的函数空间记作 Lp(X,M, µ)，简记作 Lp(X)

或 Lp(µ)。这类函数空间我们一般称作 Lp空间。特别，如果集合X 上考虑

计数测度，此时的 Lp空间记作 ℓp(X)，称作 ℓp空间。

我们将更多关心当 p ⩾ 1 时的 Lp 空间。我们将看到，此时 ∥ · ∥p
给出了 Lp(X,M, µ) 上的一个范数。本章的主要目标是验证赋予该范数，

(Lp(X,M, µ), ∥ · ∥p)，p ⩾ 1 为一 Banach 空间。因此，这一章也可以看做
泛函分析的一个很好的研究对象。

与之对应的，当 0 < p < 1时，Lp(X,M, µ)（作为一拓扑线性空间）是

不可以赋范的。

5.1 凸不等式

当 p ⩾ 1时的 Lp 空间理论的一个重要特征是与凸性相关的。为建立相

关理论，我们需要一些重要的凸不等式。

我们回忆一些基本的凸性相关的概念。

定义 5.2. 集合 C ⊂ Rn称作凸集若任给 x, y ∈ C，λ ∈ [0, 1]，λx+(1−λ)y ∈
C。假设 C ⊂ Rn 为凸集，函数 f : C → R 称作凸函数若任给 x, y ∈ C，

λ ∈ [0, 1]，

f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y). (5.1)
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若上面的不等式取得严格不等号，则称 f 为严格凸。类似 f : C → R称作
凹函数若 −f 为凸函数。

定理 5.3 (Jensen不等式). 设 (X,M, µ)为一概率测度空间，f ∈ L1(µ)。假设
f 的值域包含于 (a, b)，ϕ : (a, b) → R为凸函数。则

ϕ

(∫
X

f dµ

)
⩽
∫
X

(ϕ ◦ f) dµ.

注 5.4. 不排除 a = −∞和 b = +∞的情况。并且 ϕ ◦ f 有可能不属于 L1(µ)，

但此时 ϕ ◦ f 的积分为 +∞。

证明. 令 t =
∫
X
f dµ，则 a < t < b。由 ϕ的凸性，则

ϕ(t)− ϕ(s)

t− s
⩽ β ⩽ ϕ(r)− ϕ(t)

r − t
, a < s < t < r < b,

其中 β = sups<t
ϕ(t)−ϕ(s)

t−s
。上面两个不等式综合起来得到，

ϕ(s) ⩾ ϕ(t) + β(s− t), a < s < b.

将 s = f(x)带入上式并积分得∫
X

ϕ(f(x)) dµ(x) ⩾
∫
X

ϕ(t) dµ(x) + β

∫
X

(f(x)− t) dµ(x)

=ϕ(t) + β

(∫
X

f(x) dµ(x)− t

)
=ϕ

(∫
X

f(x) dµ(x)

)
.

这就完成了证明。

由 Jensen不等式可以推导出许多大家熟悉的不等式。这里设N = {1, . . . , n}。

(1) 在可测空间 (N,P(N)) 上引入概率测度 µ，使得 µ({i}) = λi > 0 且∑n
i=1 λi = 1。设 f : N → R，则 f 可测，且 f 由 f(i) = xi ∈ R，i ∈ N决

定。则
∫
N f dµ =

∑
i∈N λixi，而

∫
X
ϕ◦f dµ =

∑
i∈N λiϕ(xi)。此时 Jensen

不等式变成：任给 x1, . . . , xn ∈ R，λi ⩾ 0（i ∈ N）且
∑

i∈N λi = 1，

ϕ(
∑
i∈N

λixi) ⩽
∑
i∈N

λiϕ(xi).

(2) 考虑 ϕ(t) = et。则上式变成

eλ1x1+···+λnxn ⩽ λ1e
x1 + · · ·+ λne

xn .
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若令 yi = exi，则 yi > 0且

yλ1
1 · · · · · yλn

n ⩽ λ1y1 + · · ·+ λnyn. (5.2)

特别，取 λi =
1
n
，则得到算术-几何平均不等式

(y1 · · · · · yn)
1
n ⩽ 1

n
(y1 + · · ·+ yn).

(3) 在(5.2)中取 n = 2，λ1 =
1
p
，λ2 =

1
q
，a = y

1
p

1，b = y
1
q

2。则(5.2)变成：任
给 a, b ⩾ 0，p, q > 1满足 1

p
+ 1

q
= 1，

ab ⩽ 1

p
ap +

1

q
bq. (5.3)

不等式(5.3)称作 Young不等式。它是我们推到 Hölder不等式的关键。

一个与(5.3)相关的问题是凸函数的所谓 Fenchel-Legendre对偶。

定义 5.5. 函数 f : Rn → R称作超线性的若当 |x| → +∞时 f(x)/|x| → +∞。
假设 f : Rn → R为超线性的凸函数，定义 f∗ : Rn → R为

f∗(y) = sup
x∈Rn

{y · x− f(x)}, y ∈ Rn.

函数 f∗称作函数 f 在凸分析意义下的对偶或 Fenchel-Legendre对偶。

注 5.6. 注意到我们在定义中加上了 f 为超线性的的限制，这是因为此时

f∗ 处处有限。首先我们知道若 g : Rn → R是超线性的连续函数，则对任意
M ∈ R，下水平集ΛM = {x ∈ Rn : g(x) ⩽M}若非空则为有界集，从而为紧
集。事实上，我们不妨对M > 0证明。由超线性，则任给M > 0，存在R > 0，

使得若 |x| > R 则 g(x)/|x| > M。换句话说，g(x)/|x| ⩽ M =⇒ |x| ⩽ R。

任给 x ∈ ΛM，若 |x| > 1，则 g(x) ⩽ M =⇒ g(x)/|x| ⩽ M/|x| < M，因此

|x| ⩽ R。这说明，对 R1 = max{1, R}，ΛM ⊂ B(0, R1)。这儿“对任意M，

ΛM 有界”一般称作强制性条件。超线性条件蕴含了强制性条件。

因此若 f 为超线性的凸函数，则任给 y ∈ Rn，f∗(y)定义右端的 sup可
以取到。这是因为：若 g : Rn → R为下半连续且满足强制性条件，则存在
x ∈ Rn使得 g(x) = infy∈Rn g(y)。事实上，设M = infy∈Rn g(y)，则M < +∞，
且 infy∈Rn g(y) = infy∈ΛM+1

g(y)。又 ΛM+1为紧集，故存在 x ∈ ΛM+1，使得

g(x) = infy∈Rn g(y)。

若 f进而连续可微，此时最大值在满足 y = f ′(x)（历史上称作Legendre
变换）的点 x处取得。若 f 为 C2函数，严格凸性保证了 f ′′ > 0，因此由隐

函数定理，f ′为一 C1-微分同胚。从而上述最大值点是唯一的。
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由定义，我们立刻有如下 Fenchel-Young不等式

f(x) + f∗(y) ⩾ y · x.

例 5.7. 假设 p, q > 1满足 1
p
+ 1

q
= 1。定义函数 f : R → R为 f(x) = 1

p
|x|p。

f 为超线性的凸函数并且连续可微。由注5.6，下面我们来计算 f∗。为找到定

义中的极大点，我们对 y ⩾ 0解方程 y = f ′(x)，则 y = xp−1（此时 x ⩾ 0）。

解得 x = y
1

p−1。因此

f∗(y) = y · y
1

p−1 − 1

p

(
y

1
p−1

)p
=

(
1− 1

p

)
y

p
p−1 =

1

q
yq.

这也证明了Young不等式(5.3)。特别，我们还可以看出，Young不等式(5.3)等
号成立的条件恰为 y = f ′(x)，即 y = xp−1。

思考题：证明函数 f(x) = x log(x)− x，x > 0是凸函数。若定义

g(y) = sup
x>0

{xy − f(x)}, y > 0.

则 g(y) = ey。由此证明不等式

x log(x)− x+ 1 ⩾ 0, x > 0.

定义 5.8. 设 p > 1，q > 0由 p−1 + q−1 = 1决定，则 q 称作 p的共轭指数。
事实上，q > 1。当 p = 1时，我们约定 p的共轭指数为 q = ∞。

定理 5.9 (Hölder 不等式). 设 p > 1，q 为 p 的共轭指数，f, g 为测度空间
(X,M, µ)上的非负可测函数。则∫

X

fg dµ ⩽
(∫

X

fp dµ

) 1
p

·
(∫

X

gq dµ

) 1
q

.

证明. 假设 A =
(∫

X
fp dµ

) 1
p，B =

(∫
X
gq dµ

) 1
q。若 A = 0，则 f = 0，a.e.，

故 fg = 0，a.e.，平凡。若 A > 0但 B = ∞，不等式右端为∞，仍然平凡。
因此我们假设 A,B ∈ (0,∞)。此时，定义

F =
f

A
, G =

g

B
.

由 Young不等式，则 FG ⩽ 1
p
F p + 1

q
Gq，两边积分得到∫

X

FG dµ ⩽ 1

p

∫
X

F p dµ+
1

q

∫
X

Gq dµ =
1

p

∫
X

fp

Ap
dµ+

1

q

∫
X

gq

Bq
dµ

=
1

p
+

1

q
= 1.

这就表明了
∫
X
fg dµ ⩽ AB。
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定理 5.10 (Minkowski不等式). 设 p > 1。f, g 为测度空间 (X,M, µ)上的非
负可测函数。则{∫

X

(f + g)p dµ

} 1
p

⩽
{∫

X

fp dµ

} 1
p

+

{∫
X

gp dµ

} 1
p

证明. 假设 q为 p的共轭指数。对等式

(f + g)p = f · (f + g)p−1 + g · (f + g)p−1

两边积分并运用 Hölder不等式，得到∫
X

(f + g)p dµ

⩽
∫
X

f · (f + g)p−1 dµ+

∫
X

g · (f + g)p−1 dµ

⩽
({∫

X

fp dµ

} 1
p

+

{∫
X

gp dµ

} 1
p

)
·
{∫

X

(f + g)q(p−1) dµ

} 1
q

=

({∫
X

fp dµ

} 1
p

+

{∫
X

gp dµ

} 1
p

)
·
{∫

X

(f + g)p dµ

} 1
q

.

(5.4)

若
∫
X
(f + g)p dµ = 0，则不等式平凡。若

∫
X
(f + g)p dµ = ∞，由不等式

2−p(f + g)p ⩽ 1

2
(fp + gp)

则
∫
X
fp dµ 与

∫
X
gp dµ 至少有一为 ∞。从而不等式亦平凡。现在，不等

式(5.4)两边除以
{∫

X
(f + g)p dµ

} 1
q，得证。

注 5.11. 探究上述 Hölder不等式与Minkowski不等式等号成立的条件，有时
是十分有意义的。

(1) 从 Hölder不等式的证明中可以看出，等号成立当且仅当
∫
X
FG dµ = 1。

这意味着 Young不等式 FG ⩽ 1
p
F p + 1

q
Gq 必须几乎处处等号成立。由

例5.7，我们知道这等价于说“G = F p−1，a.e.”。综上，Hölder不等式等
号成立当且仅当 Gq = F p，a.e.。

(2) 同理，在Minkowski不等式的证明中，如果 A,B <∞，则Minkowski不
等式等号成立当且仅当存在不全为 0 的常数 α 和 β，使得 αfp = βgq，
a.e.。

思考题
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1. 证明任给 ε > 0，存在 Cε > 0使得

xy ⩽ εx2 + Cεy
2, ∀x, y > 0.

请给出 Cε的一个表达式。

2. 假设 f : Rn → R为超线性凸函数，f∗为其 Fenchel-Legendre对偶。

(1) f∗亦为超线性凸函数。

(2) 若 f 严格凸，则 f∗可微。若 f 可微，则 f∗严格凸。

(3) f∗∗ = (f∗)∗ = f。

3. 设 f 为 Rl+m上非负可测函数。p ⩾ 1，证明[∫
Rl

(∫
Rm

f(x, y) dy

)p

dx

]1/p
⩽
∫
Rm

[∫
Rl

f(x, y)p dx

]1/p
dy.

粗略地说，“和的 p-模小于等于 p-模的和”。

5.2 Lp空间

若 p ⩾ 1，Minkowski不等式表明 ∥ · ∥p为 Lp(µ)上的一个范数。换句话

说，∥ · ∥p满足：若 f, g ∈ Lp(µ)，则

(1) ∥f∥p ⩾ 0，且 ∥f∥p = 0当且仅当 f = 0，a.e.。

(2) 任给 α ∈ R，∥αf∥p = |α|∥f∥p。

(3) ∥f + g∥p ⩽ ∥f∥p + ∥g∥p。

因此 (Lp(µ), ∥ · ∥p)为一赋范线性空间。但对 0 < p < 1，∥ · ∥p不为 Lp(µ)上

的范数。若定义

d(f, g) =

∫
X

|f − g|p du, f, g ∈ Lp(µ),

则 d为 Lp(µ)上的一个度量。此时 (Lp(µ), d)为一度量线性空间。

定义 5.12. 设 f 为测度空间 (X,M, µ) 上的非负可测函数。S = {a ∈ R :

µ({f > a}) = 0}。定义 β = ∞若 S = ∅，否则 β = infS。因为

{f > β} =
∪
k∈N

{f > β +
1

k
},

故 β ∈ S。我们称 β为 f（关于 µ）的本性上确界。若 f 为X上的实可测函数，

定义 ∥f∥∞ 为 |f |的本性上确界。我们称 f ∈ L∞(X,M, µ)若 ∥f∥∞ < ∞。
若 µ为 X 上的计数测度，此时的 L∞空间记作 ℓ∞(X)。
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容易验证 ∥ · ∥∞为一范数，并且 ∥f∥∞ ⩽ λ当且仅当 |f | ⩽ λ，a.e.。

定理 5.13. 设 f 为测度空间 (X,M, µ)上的非负可测函数，1 ⩽ p ⩽ ∞。则
Lp(X,M, µ)为完备的赋范线性空间，即 Banach空间。

证明. 定理的证明在 1 ⩽ p < ∞ 与 p = ∞ 情形是不同的。我们首先假设
p ∈ [1,∞)。设 {fn}为 Lp(µ)中的 Cauchy序列。则存在子列 {fni

}满足

∥fni+1
− fni

∥ < 2−i, i ∈ N.

设

gk =
k∑

i=1

|fni+1
− fni

|, g =
∞∑
i=1

|fni+1
− fni

|.

显然对任给 k 有 ∥gk∥p < 1。则由 Fatou引理，∥g∥p ⩽ 1。故 g 几乎处处有

限。所以对几乎所有的 x，级数

fn1
(x) +

∞∑
i=1

(fni+1
(x)− fni

(x))

绝对收敛。记 f 为这个极限函数，即 f = limi→∞ fni
，a.e.。

下面证明 f 即为 {fn}在 Lp下的极限。任给 ε > 0，存在N ∈ N使得若
m,n < N，则 ∥fm − fn∥p < ε。由 Fatou引理∫

X

|f − fm|p dµ ⩽ lim inf
i→∞

∫
X

|fni
− fm|p dµ < εp.

故 f − fm ∈ L1(µ)，从而 f ∈ Lp(µ)。并且，当m→ ∞时，∥f − fm∥p → 0。

考虑 p = ∞的情形。设 {fn}为 L∞(µ)中的 Cauchy序列，定义

Ak = {x ∈ X : |fk(x)| ⩾ ∥fk∥∞}

Bm,n = {x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| ⩾ ∥fn − fm∥∞}.

则对E =
∪

k,m,n∈N(Ak ∪Bm,n)，µ(E) = 0。在Ec上，{fn}一致收敛于有界
函数 f，在 E上定义 f = 0。则 f ∈ L∞(µ)并且 limn→∞ ∥fn− f∥∞ = 0。

我们的证明实际上蕴含了一个有用的结论。

推论 5.14. 若 1 ⩽ p ⩽∞，{fn} ⊂ Lp(µ)为 Cauchy列，收敛于 f，则必存在
子列 {fni

}几乎处处收敛于 f。

定理 5.15. 若 1 ⩽ p <∞，且

S = {s : X → R : s为 X 上的简单函数且 µ({s ̸= 0}) <∞}.

则 S ⊂ Lp(µ)并在 Lp(µ)中稠密。
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证明. 结论 S ⊂ Lp(µ)是显然的。假设 f ∈ Lp(µ)且 f ⩾ 0，设简单函数序

列 {sn} 由定理??决定，则 0 ⩽ sn ⩽ f，从而 sn ∈ Lp(µ)，sn ∈ S。因为
|f − sn| ⩽ f，由控制收敛定理，当 n → ∞时 ∥f − sn∥p → 0。因此 f 包含

于 S 的 Lp-闭包。一般情况由此得到。

5.3 连续函数逼近 Lp函数

在本节，我们假设X 为局部紧 Hausdorff空间，且 (X,M, µ)为 σ-有限
的 Radon测度空间（µ正则）。Lebesgue测度空间满足这些条件。定理5.15刻
画了 Lp(µ)的一个常见的稠密子集 S。注意到 Cc(X) ⊂ Lp(µ)（1 ⩽ p ⩽∞）。

定理 5.16. 若 1 ⩽ p <∞，则 Cc(X)为 Lp(µ)的稠密子集。

证明. 由定理5.15，我们仅需说明 S中元可用Cc(X)中元逼近。设 s ∈ S，由
Luzin定理，任给 ε > 0，存在 g ∈ Cc(X)，使得对 E = {g ̸= f}，µ(E) < ε，

且 |g| ⩽ ∥s∥∞。因此

∥g − s∥pp =

∫
E

|g − s|p dµ+

∫
Ec

|g − s|p dµ =

∫
E

|g − s|p dµ < 2∥s∥p∞ε.

这就证明了结论。

注 5.17. 定理5.16实际上说明：当 1 ⩽ p < ∞时，Cc(X)在范数 ∥ · ∥p 下的
完备化恰为 Lp(µ)。但是这个结论对 p = ∞时是不成立的。事实上，Cc(X)

在范数 ∥ · ∥∞下的完备化恰为 C0(X)。

当我们考虑 Lebesgue测度空间时，是否我们可以给出一个构造性的逼
近过程来用 Cc(Rn)（甚至 C∞

c (Rn)）中元来逼近 Lp(Rn)中元呢？这里我们

注意到定理5.16中的逼近是非构造性的。
我们来回忆一下前面我们提到的卷积。为简洁起见，我们定义两个算

子：任给 Rn上的实函数 f，令

(τaf)(x) = f(x− a), f̆(x) = f(−x), x ∈ Rn,

其中 a ∈ Rn。

任给 a, b ∈ Rn，明显地有

τa(τbf) = τa+bf, τaf̆ = (τ−af)
˘, τ0f = f.

我们验证一下上面第二个等式。设 g = f̆，则 g(x) = f(−x)对任意 x ∈ Rn，

因此 τaf̆(x) = τag(x) = g(x− a) = f(a− x)。另一方面，设 (τ−af)
˘= h，则
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h̆ = τ−af，即任给 x ∈ Rn，h̆(x) = τ−af(x) = f(x+ a)。从而任给 x ∈ Rn，

h(x) = f(a− x)。

由 Lebesgue测度在刚体运动下的不变性，算子 f 7→ τaf 和 f 7→ f̆ 建立

了 Lp(Rn)到 Lp(Rn)的等距同构。若 f, g 为 Rn 上的实函数，且卷积 f ∗ g
有意义，则

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

(τxf̆)g dm.

引理 5.18 (积分的平均连续性). 设 1 ⩽ p <∞，f ∈ Lp(Rn)。则映射 a 7→ τaf

为一致连续的。

证明. 注意到 {τa}构成了 Lp(Rn)的等距同构组成的 Abel群，故

∥τaf − τbf∥p = ∥τa−bf − f∥p, ∀a, b ∈ Rn.

因此只需证明映射 a 7→ τaf 在 0处连续。

先假设 f ∈ Cc(Rn)，从而 f 一致连续。故任给 ε > 0，存在 δ > 0使得

若 |y − y′| < δ，则 |f(y)− f(y′)| < ε。因此若 |a| < δ，则

∥τaf − f∥p =

(∫
Rn

|f(x− a)− f(x)|p dm(x)

)1/p

⩽ ε · [2m(supp (f))]1/p

故 a 7→ τaf 在 0处连续。

一般地，设 f ∈ Lp(Rn)。任给 ε > 0，存在 g ∈ Cc(Rn)，使得 ∥f−g∥p <
ε/3。对 g，存在 δ > 0使得若 |a| < δ，则 ∥τag − g∥p < ε/3。因此

∥τaf − f∥p ⩽ ∥τaf − τag∥p + ∥τag − g∥p + ∥g − f∥p < ε.

证毕。

注 5.19. 上述引理称作积分平均连续性是因为当 p = 1，引理表明

lim
a→0

∫
Rn

|f(x+ a)− f(x)| dm(x) = 0.

设 ϕ ∈ Cc(Rn)满足 ϕ ⩾ 0，
∫
Rn ϕ dm = 1。对任意 k ∈ N定义

ϕk(x) = knϕ(kx), x ∈ Rn. (5.5)

则 ϕk ∈ Cc(Rn)，ϕk ⩾ 0且
∫
Rn ϕk dm = 1。序列 {ϕk}称作 Dirac测度的逼

近序列。这是因为

lim
k→∞

∫
Rn

fϕk dm =

∫
Rn

f dµ0 = f(0), ∀f ∈ Cc(Rn).

这里 µ0 为 0 ∈ Rn 处的 Dirac测度。注意到，当 k → ∞时，supp (ϕk)收缩

到 {0}。
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引理 5.20. 设 1 ⩽ p <∞，f ∈ Cc(Rn)，g ∈ L∞(Rn)且具有紧支集。则

supp (f ∗ g) ⊂ supp (f) + supp (g).

证明. 任给 x ∈ Rn，首先我们有等式

supp (τxf̆) ∩ supp (g) = (x− supp (f)) ∩ supp (g) (5.6)

事实上，假设 y ∈ supp (τxf̆) ∩ supp (g)，则存在序列 {zi}，|f(x− zi)| > 0，

且 limi→∞ zi = y。令 wi = x − zi，则 |f(wi)| > 0，因此 wi ∈ supp (f)。且
y = x− limi→∞wi，因此 y ∈ x− supp (f)。
假设 x ̸∈ supp (f) + supp (g)，则由(5.6)，(x− supp (f)) ∩ supp (g) = ∅。

从而 supp (τxf̆) ∩ supp (g)。因此 (f ∗ g)(x) = 0。又 supp (f) + supp (g)为紧
集，故 x ̸∈ supp (f ∗ g)。

注 5.21. 若 f, g为 Rn上的可测函数，使得 f ∗ g有定义，则

supp (f ∗ g) ⊂ supp (f) + supp (g).

特别，若 f和 g中有一个具有紧支集，则引理中的包含关系成立。这是因为若
F 为闭集，K为紧集，则F+K为闭集。事实上，假设 {zi}为F+K中的序列，

limi→∞ zi = z，其中 zi = xi+yi，xi ∈ F 且 yi ∈ K。K的紧性表明存在子列

{ik}，使得 limk→∞ yik = y ∈ K。从而 limk→∞ xik = limk→∞(zik − yik) = x

存在。再由 F 的闭性，x ∈ F。因此 z = x+ y ∈ F +K。

定理 5.22. 设 1 ⩽ p <∞，f ∈ Lp(Rn)，{ϕk}为 Dirac测度的逼近序列。则
f ∗ ϕk ∈ C0(Rn) ∩ Lp(Rn)，k ∈ N，且

lim
k→∞

∥f ∗ ϕk − f∥p = 0.

证明. 设 p ⩾ 1，q ∈ [1,∞]为 p的共轭指数。注意到任给 r ∈ [1,∞]，ϕk ∈
Cc(Rn) ⊂ Lr(Rn)，由 Hölder不等式

|(f ∗ ϕk)(x)− (f ∗ ϕk)(x
′)| ⩽ ∥τxf̆ − τx′ f̆∥p∥ϕk∥q.

由引理5.18的积分平均连续性，从而 f ∗ ϕk 一致连续。考虑 Lp(Rn)的稠密

子集

S1(Rn) = {s : s为 Rn中具有紧支集的简单函数}.

任给 {sj} ⊂ S1(Rn)，且 limj→∞ ∥sj − f∥p = 0。因为 ϕk 具有紧支集，由引

理5.20，ϕk ∗ sj ∈ Cc(Rn)，并且

|(ϕk ∗ sj)(x)− (ϕk ∗ f)(x)| ⩽ ∥τxs̆j − τxf̆∥p∥ϕk∥q = ∥sj − f∥p∥ϕk∥q.
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因此 limj→∞ ∥ϕk ∗ sj − ϕk ∗ f∥∞ = 0。这说明 ϕk ∗ f ∈ C0(Rn)。另一方面，

因为

∥ϕk ∗ sj − ϕk ∗ f∥pp ⩽
∫
Rn

|τxϕ̆k|p|sj − f |p dm(x) ⩽Mk

∫
Rn

|sj − f |p dm(x)

=Mk∥sj − f∥pp,

故 limj→∞ ∥ϕk ∗ sj − ϕk ∗ f∥p = 0。综上 ϕk ∗ f ∈ C0(Rn) ∩ Lp(Rn)。注意

ϕk ∗ f ∈ C0(Rn)也可直接由 ϕk ∗ f 的一致连续性与 ϕk ∗ f ∈ Lp(Rn)得到。

因为
∫
Rn ϕk dm = 1，并由积分形式的Minkowski不等式，我们有

∥f ∗ ϕk − f∥p ⩽
(∫

Rn

[∫
Rn

|τxf̆ − f(x)|ϕk dm

]p
dm(x)

)1/p

⩽
∫
Rn

[∫
Rn

|τxf̆ − f(x)|pϕp
k dm(x)

]1/p
dm

=

∫
Rn

[∫
Rn

|τxf̆ − f(x)|p dm(x)

]1/p
ϕk dm

=

∫
Rn

∥τyf − f∥pϕk dm.

设 Br = B(0, r)，Ar = Rn \Br。由引理5.18，任给 ε > 0，存在 r > 0使得

若 y ∈ Br，则

∥τyf − f∥p < ε.

由三角不等式，∥τyf − f∥p ⩽ 2∥f∥p，并回忆
∫
Rn ϕk dm = 1，则有

∥f ∗ ϕk − f∥p ⩽
∫
Br

∥τyf − f∥pϕk dm+

∫
Ar

∥τyf − f∥pϕk dm

⩽ ε+ 2∥f∥p
∫
Ar

ϕk dm.

我们知道，存在N ∈ N，当 k > N 时，supp (ϕk) ⊂ Br，从而
∫
Ar
ϕk dm = 0。

这就完成了证明。

思考题

1. 设 f ∈ L∞(Rn) 在 x ∈ Rn 处连续，则 limk→∞(f ∗ ϕk)(x) = f(x)。若

f ∈ L∞(Rn)一致连续，则 {f ∗ ϕk}一致收敛于 f。
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5.4 习题

2. 设 p > 0。证明任给 ε > 0存在 Cε > 0使得

||a+ b|p − |b|p| ⩽ ε|b|p + Cε|a|p, ∀a, b ∈ R.

3. 设 (X,M, µ)为测度空间，p > 0。X 上的实可测函数序列 {fn}几乎处处
收敛于 f。假设存在 C > 0使得∫

X

|fn|p dµ ⩽ C, n ∈ N.

证明

lim
n→∞

∫
X

||fn|p − |fn − f |p − |f |p|| dµ = 0.

4. 设 p0 ∈ (0,+∞)，f ∈ Lp0(X,µ)，证明

lim
p→0+

∫
X

|f |p dµ = µ({x ∈ X : f(x) ̸= 0}).

5. 假设存在 0 < r <∞使得 f ∈ Lr(X,µ)，证明

lim
p→∞

∥f∥p = ∥f∥∞.

举例说明若去掉条件“存在 0 < r <∞使得 f ∈ Lp(X,µ)”，结论不成立。

6. 设 (X,µ)为概率测度空间，存在 r > 0和非负可测函数 f ∈ Lr(X,µ)使

得 log(f) ∈ L1(X,µ)（我们约定 log(0) = −∞）。定义 [0, r]上的函数 F：

F (p) =

∫
X

fp dµ, p ∈ (0, r]; F (0) = 1.

证明 F 在 [0, r)上右可微并计算 F 的右导数。

7. 设 1 ⩽ p < r < q <∞且 f ∈ Lp ∩ Lq。证明 f ∈ Lr 且

log ∥f∥r ⩽
1
r
− 1

q

1
p
− 1

q

log ∥f∥p +
1
p
− 1

r

1
p
− 1

q

log ∥f∥q.
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6.1 Lebesgue微分定理

6.1.1 Vitali覆盖定理

任给 E ⊂ Rn，{B(x, rx)}x∈E 为 E 的一个开覆盖。我们引入覆盖定理

试图克服下面看似矛盾的困难：

(1) 在 {B(x, rx)}x∈E 中选取一族互不相交的球（从而至多可数）。

(2) E 被这些球覆盖。

显然这两点一般不可能同时成立。但我们可以放宽一些 (1)和 (2)中的条件。
Vitali的覆盖定理修改了 (2)，而 Besicovitch的覆盖定理修改了 (1)。
为方便起见，设 B为 Rn中的开球（或闭球），记 r(B)为 B的半径。对

0 < a <∞，记 aB 为 B 的同心开球并且 r(aB) = ar(B)。

定理 6.1 (Vitali覆盖定理 I). 设 E ⊂ Rn为有界集。设F 为一族以 E中点为
中心的开球，且 E 中每一点均有F 中开球以该点为中心。则存在可数（可
能有限）的开球列 {Bα} ⊂ F 使得

(1) {Bα}两两不交。

(2) E ⊂
∪

α⩾1 3Bα。

证明. 不妨设 supB∈F r(B) < ∞。我们运用归纳法来选取这样的球：假设
B1, B2, . . . , Bα−1已经选好，α ⩾ 1，定义

dα = sup{r(B) : B ∈ F , B ∩ (
∪
β<α

Bβ) = ∅}.

若无 B ∈ F 使得 B ∩ (
∪

β<αBβ) = ∅，则该过程终止至 Bα−1。否则，选取

Bα ∈ F，使得

r(Bα) >
1

2
dα, Bα ∩ (

∪
β<α

Bβ) = ∅.
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注意，第一个球也可以按照这种方法选取。因为 0 < dα < ∞，故这个过程
可以一直继续下去。由选取的过程，(1)是显然的。

下面来验证 (2)。任给 x ∈ E，存在以 x为中心的球B ∈ F，记 ρ = r(B)。

我们断言：B必与所选球列 {Bα}中某球相交。否则，任给 α，B ∩Bα = ∅。
这表明前面的过程不会终止。现在，任给 α，ρ ⩽ dα，从而

r(Bα) >
1

2
dα ⩾

1

2
ρ > 0.

因为
∪

αBα有界，从而测度有限。但 {Bα}两两不交表明

m(
∪
α

Bα) =
∑
α

m(Bα) = ∞.

这就导致了矛盾。

因为 B 与至少一个 Bα 相交，故存在最小的 α ⩾ 1使得 B ∩ Bα ̸= ∅。
因此

B ∩ (
∪
β<α

Bβ) = ∅.

这说明 ρ ⩽ dα < 2r(Bα)。任给 y ∈ B ∩Bα，若 z为 Bα的中心，则

|x− z| ⩽ |x− y|+ |y − z| < ρ+ r(Bα) < 3r(Bα).

故 x ∈ 3Bα.

6.1.2 Hardy-Littlewood极大函数

定义 6.2. Rn 上的可测函数 f 称作局部可积，记作 f ∈ L1
loc(Rn)，若任给

x ∈ Rn，存在 r > 0使得
∫
B(x,r)

|f | dm <∞。等价地，f ∈ L1
loc(Rn)当且仅

当任给紧集K ⊂ Rn，
∫
K
|f | dm <∞。

若 f ∈ L1
loc(Rn)，则 f 的Hardy-Littlewood极大函数Mf 定义在Rn上，

Mf(x) = sup
0<r<∞

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.

引理 6.3. Mf 为下半连续。

证明. 假设 Mf(x) > a，则存在 r > 0使得 a < 1
m(B(x,r))

∫
B(x,r)

|f(y)| dy。
选取 r′ > r 使得 a < 1

m(B(x,r′))

∫
B(x,r)

|f(y)| dy。则若 |x′ − x| < r′ − r，有

B(x, r) ⊂ B(x′, r′)。因此

a <
1

m(B(x, r′))

∫
B(x′,r′)

|f(y)| dy =
1

m(B(x′, r′))

∫
B(x′,r′)

|f(y)| dy

⩽Mf(x′).

这就说明Mf 下半连续。
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引理 6.4. 若Mf ∈ L1(Rn)，则 f = 0，a.e.。

证明. 任给 a > 0，|x| > a。则 B(0, a) ⊂ B(x, 2|x|)，且

Mf(x) ⩾ 1

m(B(x, 2|x|))

∫
B(x,2|x|)

|f(y)| dy ⩾ 1

m(B(0, 2|x|))

∫
B(0,a)

|f(y)| dy

=
C

|x|n

∫
B(0,a)

|f(y)| dy.

注意到
∫
{|x|>a}

1
|x|n dx ⩾

1
anm({|x| > a}) = ∞，因此若Mf ∈ L1(Rn)，则∫

B(0,a)

|f(y)| dy = 0, ∀a > 0.

这就证明了 f = 0，a.e.。

例 6.5. f ∈ L1(Rn)不能保证Mf ∈ L1
loc(Rn)。设 n = 1，f(x) = 1

x log2(x) 若

0 < x < 1/2，否则定义 f(x) = 0。若 0 < x < 1/2，则

Mf(x) ⩾ 1

2x

∫ 2x

0

f(y) dy >
1

2x

∫ x

0

dy

y log2(y)
= − 1

2x log(x)
.

因为 − 1
2x log(x) 在 0附近不可积，故Mf ̸∈ L1

loc(Rn)。 \\\\

由上面的引理，f ∈ L1(Rn)不能推出Mf ∈ L1(Rn)，甚至 L1
loc(Rn)。

定义 6.6. Rn上的可测函数 f 称作弱 L1若存在常数 C > 0，使得任给 t ⩾ 0，

t ·m({|f | ⩾ t}) ⩽ C.

由 Chebyshev不等式，若 f ∈ L1(Rn)，则m({|f | ⩾ t}) ⩽ 1
t
∥f∥1。因此

f 必为弱 L1的。下面的 Hardy-Littlewood极大定理表明，Mf 为弱 L1的。

定理 6.7 (Hardy-Littlewood极大定理). 设 f ∈ L1(Rn)，则

m({Mf > t}) ⩽ 3n

t
∥f∥1.

证明. 设 E = {Mf > t}。任给 x ∈ E，存在 0 < rx <∞，使得
1

m(B(x, rx))

∫
B(x,rx)

|f(y)| dy > t.

记F = {B(x, rx)x∈E}。我们需要E有界的条件。一般我们可以用E∩B(0, k)

代替 E，再令 k → ∞。
对开球族F 运用 Vitali覆盖定理，并设 {Bα}为其决定的开球列。则

m(E ∩B(0, k)) ⩽
∑
α⩾1

m(3Bα) =
∑
α⩾1

3nm(Bα) ⩽
3n

t

∫
Bα

|f(y)| dy

⩽ 3n

t
∥f∥1.

令 k → ∞，则m(E) ⩽ 3nt−1∥f∥1。
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6.1.3 Lebesgue微分定理与 Lebesgue点

定理 6.8 (Lebesgue微分定理). 设 f ∈ L1
loc(Rn)，则对几乎所有的 x ∈ Rn，

lim
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0.

为证明 Lebesgue微分定理，我们引入一个局部极大函数

f∗(x) = lim sup
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy

我们需要验证 f∗的一些性质。

命题 6.9. 设 f, g ∈ L1
loc(Rn)，则局部极大函数满足：

(i) f∗ ⩾ 0。

(ii) (f + g)∗ ⩽ f∗ + g∗。

(iii) 若 g在 x处连续，则 g∗(x) = 0。

(iv) 若 g在 Rn上连续，则 (f − g)∗ = f∗。

(v) f∗ ⩽Mf + |f |。

(vi) 对 Lebesgue外测度m∗，

m∗({f∗ > t}) ⩽ 2(3n + 1)

t
· ∥f∥1, t > 0.

证明. (i)是平凡的。由于∫
B(x,r)

|(f(x) + g(x))− (f(y) + g(y))| dy

⩽
∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy +
∫
B(x,r)

|g(y)− g(x)| dy,

这就得到了 (ii)。假设 g 在 x处连续，则任给 ε > 0，存在 δ > 0，使得若

y ∈ B(x, δ)，|g(y)− g(x)| < ε。因此若 0 < r ⩽ δ，则

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|g(y)− g(x)| dy < ε.

这就证明了 (iii)。假设 g在 Rn上连续。由 (ii)和 (iii)，则

(f − g)∗ ⩽ f∗ + (−g)∗ = f∗,

f∗ ⩽ (f − g)∗ + g∗ = (f − g)∗.
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这就证明 (iv)。(v)直接由下面的关系得到：
1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy ⩽ 1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)|+ |f(x)| dy

=
1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)| dy + |f(x)| ⩽Mf(x) + |f(x)|.

最后我们来证明 (vi)。由 (v)，Chebyshev不等式和 Hardy-Littlewood极大定
理，我们有

m∗({f∗ > t}) ⩽m({|f | > t/2}) +m({Mf > t/2})

⩽ ∥f∥1
t/2

+
3n∥f∥1
t/2

=
2(3n + 1)

t
· ∥f∥1.

这就完成了证明。

定理6.8的证明. 任给 ε > 0，则存在 g ∈ Cc(Rn)，使得 ∥f − g∥1 < ε。由命

题6.9的 (iv)和 (vi)，则对任意 t > 0，有

m∗({f∗ > t}) =m∗({(f − g)∗ > t}) ⩽ 2(3n + 1)

t
· ∥f − g∥1

⩽ 2(3n + 1)

t
· ε.

由 ε的任意性，则m∗({f∗ > t}) = 0。故 Ek = {f∗ > 1/k}（k ∈ N）为零测
集。因此 {f∗ ̸= 0} =

∪
k⩾1Ek 亦为零测集。这就证明了定理。

下面的结论稍微推广了一下 Lebesgue微分定理。

推论 6.10. 设 f ∈ L1
loc(Rn)。任给 x ∈ Rn 及 Rn 中的可测集列 {Ek}满足如

下性质：存在 c > 0及正实数序列 {rk}，limk→∞ rk = 0，使得 Ek ⊂ B(x, rk)

且m(B(x, rk)) ⩽ cm(Ek)（k ∈ N）。若 x为 f 的 Lebesgue点，则

lim
k→∞

1

m(Ek)

∫
Ek

f(y) dy = f(x).

证明. 因为∣∣∣∣ 1

m(Ek)

∫
Ek

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ ⩽ 1

m(Ek)

∫
Ek

|f(y)− f(x)| dy

⩽ c

m(B(x, rk))

∫
B(x,rk)

|f(y)− f(x)| dy,

则结论直接由 Lebesgue微分定理得到。

下面我们利用 Lebesgue微分定理来研究不定积分。若 f ∈ L1
loc(R)，a ∈

R，我们定义 f 的不定积分

F (x) =


∫
[a,x]

f(y) dy, x ⩾ a,

−
∫
[x,a]

f(y) dy, x < a.
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定理 6.11. F 几乎处处可微，且 F ′ = f，a.e.。

证明. 我们只需对 f 的 Lebesgue点 x讨论。对 Ek = (x, x+ rk)，rk ↘ 0，运

用推论6.10。则有

lim
k→∞

F (x+ rk)− F (x)

rk
= lim

k→∞

1

rk

∫ x+rk

x

f(y) dy = lim
k→∞

1

m(Ek)

∫
Ek

f(y) dy

= f(x).

由 {rk}的任意性，则

lim
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x).

类似在考虑集合 Ek = (x− rk, x)即可。因此 F ′(x) = f(x)。

6.1.4 Lebesgue点·密度点·近似连续性

定义 6.12. 设 f ∈ L1
loc(Rn)，x ∈ Rn称作 f 的 Lebesgue点若

lim
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0.

注意到，上述定义对于单个的函数 f 是有意义的，但是如果我们考虑

在几乎处处相等意义下的等价类，我们发现，若 f = g，a.e.，但他们各自的
Lebesgue点一般是不同的。为此我们给出另一个相关概念。

定义 6.13. 设 f ∈ L1
loc(Rn)，x ∈ Rn为 f 的Lebesgue集中的点若存在A ∈ R，

使得

lim
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)−A| dy = 0.

f 的 Lebesgue集记作 Leb (f)。

若 x ∈ Leb (f)，则 A是唯一确定的，即

A = lim
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y) dy.

由此可以看出，x是否属于 Leb (f)与 f 在 x处的取值 f(x)无关！若 f = g，

a.e.，则 Leb (f) = Leb (g)，并且 Leb (f)为全测集。也就是说，Lebesgue集
是由 L1

loc(Rn)关于几乎处处相等决定的等价类所确定。因而，我们可以修改

原先的 f，从而有 f 的所谓精确表示

f̄(x) =

limr→0+
1

m(B(x,r))

∫
B(x,r)

f(y) dy, x ∈ Leb (f),

0, x ̸∈ Leb (f).
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很明显，若 f = g，a.e.，则 f̄ = ḡ。为方便，我们在考虑 x ∈ Leb (f)时总假
设 f(x) = f̄(x)。

定义 6.14. 设 E ⊂ Rn 可测。我们称 x ∈ E 为 E 的密度点若 x为特征函数

1E 的 Lebesgue点。更确切地说，x ∈ E 为 E 的密度点若

lim
r→0+

m(E ∩B(x, r))

m(B(x, r))
= 1.

下面的结论是 Lebesgue微分定理的直接推论。

定理 6.15. 设 E ⊂ Rn可测，则几乎所有的 x ∈ E均为 E的密度点。并且对
几乎所有的 x ∈ Ec，有

lim
r→0+

m(E ∩B(x, r))

m(B(x, r))
= 0.

另一与 Lebesgue点相关的概念是所谓近似极限和近似连续性。

定义 6.16. 设 f : Rn → R，称A为当 y → x时 f 的近似极限如果任给 ε > 0，

上水平集 {|f −A| > ε}的密度为 0，即

lim
r→0+

m({|f −A| > ε} ∩B(x, r))

m(B(x, r))
= 0.

记作 ap limy→x f(y) = A。f 称作在 x处近似连续若 ap limy→x f(y) = f(x)。

定理 6.17. 若 f ∈ L1
loc(Rn)，则 f 几乎处处近似连续。特别，每一 f 的 Lebesgue

点均为 f 的近似连续点。

证明. 任给 ε > 0，

m({|f − f(x)| > ε} ∩B(x, r))

m(B(x, r))
⩽ 1

ε
· 1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f − f(x)| dm.

因此，对 f 任意 Lebesgue点 x，我们有 ap limy→x f(y) = f(x)。

思考题：设 f为Rn上的函数。证明 f在 x处近似连续当且仅当存在F ⊂ Rn，

F 在 x处密度为 0，使得

lim
y→x,y ̸∈F

f(y) = f(x).

思考题

1. 设 f ∈ L1([a, b])满足

lim
h→0

1

h

∫ b

a

|f(t+ h)− f(t)| dt = 0.

证明 f 几乎处处为常数。
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6.1.5 磨光子

设 U ⊂ Rn为开集。对 ε > 0，记 Uε = {x ∈: d∂U (x) < ε}。若 U = Rn，

则 ∂Rn = ∅，我们约定 d∅ ≡ +∞，从而 Rn
ε = Rn。定义函数 η ∈ C∞

c (Rn)

如下：

η(x) =

C · e
1

a−|x|2 , |x| < 1,

0, |x| ⩾ 1,

其中常数 C > 0选取使得
∫
Rn η(x) dx = 1。注意，supp (η) ⊂ B(0, 1)。对

ε > 0定义

ηε(x) =
1

εn
η
(x
ε

)
, x ∈ Rn.

通常 {ηε}称作标准磨光子。
若 f ∈ L1

loc(Rn)，对任意 ε > 0，定义

f ε(x) = (ηε ∗ f)(x) =
∫
Rn

ηε(x− y)f(y) dy, x ∈ Rn. (6.1)

如前面讨论，函数族 {f ε}是用来逼近函数 f 的一个十分有效的手段。我们

在这里，将会揭示更多相关的信息。

定理 6.18. 假设 f ∈ L1
loc(Rn)，{f ε}如(6.1)给出。

(1) 任给 ε > 0，f ε ∈ C∞(Uε)。

(2) 若 f ∈ C(U)，则任给紧子集K ⊂ U，当 ε→ 0+时 f ε在K 上一致收敛
于 f。

(3) 设 1 ⩽ p <∞，f ∈ Lp
loc(Rn)，则 f ε在 Lp

loc(Rn)中收敛于 f。

(4) 若 x为 f 的 Lebesgue点，则 limε→0+ f
ε(x) = f(x)。特别，当 ε→ 0+时

f ε几乎处处收敛于 f。

证明. 任给 x ∈ Uε 并记 {ei}ni=1 为 Rn 的自然基底。任给 i = 1, . . . , n，对充

分小的 |h|使得 x+ hei ∈ Uε，有

f ε(x+ hei)− f(x)

h
=

1

εn

∫
U

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y

ε

)]
f(y) dy

=
1

εn

∫
V

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y

ε

)]
f(y) dy,

其中 V ⊂ U 为 x的某紧邻域。因为

lim
h→0

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y

ε

)]
=

1

ε

∂η

∂xi

(
x− y

ε

)
= εn

∂ηε
∂xi

(x− y)
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并且由微分中值定理，

1

h

∣∣∣∣η(x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y

ε

)∣∣∣∣ · |f(y)| ⩽ 1

ε
∥Dη∥∞|f | ∈ L1(V ),

故由控制收敛定理，

∂f ε(x)

∂xi
= lim

h→∞

f ε(x+ hei)− f(x)

h
=

∫
U

∂ηε
∂xi

(x− y)f(y) dy = f ∗ ∂ηε
∂xi

(x).

类似，f ε各阶偏导数均存在并且连续。故 f ε ∈ C∞(Uε)。这就证明了 (1)。
因为 supp (η) ⊂ B(0, 1)，故任给紧集K ⊂ U 及 x ∈ K，有

f ε(x) =
1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
x− y

ε

)
f(y) dy =

∫
B(0,1)

η(z)f(x− εz) dz.

故

|f ε(x)− f(x)| ⩽
∫
B(0,1)

η(z)|f(x− εz)− f(x)| dz

记 Kε = ∪{B(x, ε) : x ∈ K}，则 Kε ⊃ K 为紧集，且由积分的平均连续性，

f ε在Kε上一致收敛于 f。这就证明了 (2)。
(3)的证明与定理5.22完全相同。
最后我们来证明 (4)。设 x为 f 的 Lebesgue点。由

|f ε(x)− f(x)| ⩽ 1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
y − x

ε

)
|f(y)− f(x)| dy

⩽ωn∥η∥ε
1

m(B(x, ε))

∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)| dy,

其中 ωn为Rn中单位球体积。(4)的结论由 Lebesgue微分定理直接得到。

6.1.6 更多关于覆盖定理

定理 6.19 (Vitali覆盖定理 II). 设F 为Rn中（非退化）闭球族，且 sup{r(B) :

B ∈ F} <∞。则存在F 中两两不交的可数族 G，使得∪
B∈F

B ⊂
∪
B∈G

5B.

证明. 设 d = sup{r(B) : B ∈ F}。定义

Fj =

{
B ∈ F :

d

2j
< r(B) ⩽ d

2j−1

}
, j ∈ N.

定义 Gj ⊂ Fj 如下：
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1) 选取G1为F1中任意极大两两不交的子集族。也就是说，任给B ∈ F1\G1

必与 G1中某球相交。

2) 假设 G1,G2, . . . ,Gk−1已选好。选取 Gk 为{
B ∈ Fk : B ∩B′ = ∅对任给 B′ ∈

k−1∪
j=1

Gj

}
.

的极大两两不交的子集族。

最后定义 G =
∪∞

j=1 Gj。则 G 为两两不交的闭球族，G ⊂ F。因为每一 Gj

均可数，故 G 可数。

任给 B ∈ F，存在 j 使得 B ∈ Fj。则由 Gj 的极大性，存在闭球

B′ ∈
∪j

k=1 G k且 B ∩B′ ̸= ∅。但

r(B′) ⩾ d

2j
, r(B) ⩽ d

2j−1
.

故 r(B) ⩽ 2r(B′)。故 B ⊂ 5B′。证毕。

定义 6.20. 设 E ⊂ Rn，闭球族F 称作 E 的一个细覆盖若F 为 E 的覆盖，

且对任意 x ∈ E，

inf{r(B) : x ∈ B,B ∈ F} = 0.

推论 6.21. 设 F 为 E ⊂ Rn 的由闭球组成的细覆盖，且 sup{r(B) : B ∈
F} < ∞。则存在 F 中两两不交的闭球构成的可数子族 G，使得任给
{B1, B2, . . . , Bm} ⊂ G，有

E \
m∪

k=1

Bk ⊂
∪

B∈G\{B1,...,Bm}

5B.

证明. 设 G 由 Vitali覆盖定理决定的可数闭球族。任给 {B1, B2, . . . , Bm} ⊂
G，若 E ⊂

∪m
k=1Bk，已证。否则，任给 x ∈ E \

∪m
k=1Bk，由于F 为细覆

盖，
∪m

k=1Bk 为闭集，故存在 B ∈ F 使得 B ∩Bk = ∅（k = 1, . . . ,m）。由

覆盖定理的证明，存在 B′ ∈ G，B ∩B′ ̸= ∅，B ⊂ 5B′。证毕。

定理 6.22. 设 F 为 E ⊂ Rn 的由闭球组成的细覆盖，且 sup{r(B) : B ∈
F} <∞。则存在两两不交的闭球构成的可数子族 {Bk} ⊂ F，使得

m∗

(
E \

∞∪
k=1

Bk

)
= 0. (6.2)
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证明. 设 {Bk}为推论6.21中决定的 G，则

E \
j∪

k=1

Bk ⊂
∪

k⩾j+1

5Bk.

若 E 有界，则 F =
∪

k⩾1Bk 有界，且

m∗

(
E \

j∪
k=1

Bk

)
⩽
∑

k⩾j+1

5nm(Bk) ⩽ 5nm∗(F ) <∞.

因为 limj→∞
∑

k⩾j+1 5
nm(Bk) = 0，故任给 ε > 0，存在 N ∈ N 使得若

j > N，

m∗

(
E \

∞∪
k=1

Bk

)
⩽ m∗

(
E \

j∪
k=1

Bk

)
< ε.

由 ε > 0 的任意性，故(6.2)成立。若 E 无界，将上面的讨论运用于 E ∩
(B(0, j) \B(0, j − 1))，并利用m∗的次可加性。

如果要研究 Rn上一般的 Radon测度的微分性质，需要下面的

定理 6.23 (Besicovitch 覆盖定理). 设 F 为 Rn 中（非退化）闭球族，且
sup{r(B) : B ∈ F} < ∞。E ⊂ Rn 为 F 覆盖，且任给 x ∈ E 存在 F

中以 x为中心的闭球。则存在N = N(n)，即有限族 G1, . . . ,GN ⊂ F。每一
Gj 均为两两不交的闭球构成的可数族，并且

E ⊂
N∪
j=1

∪
B∈Gj

B.

证明. 参见 [10]。

为了解释如何使用 Besicovitch覆盖定理，我们来看定理6.22一个推广。

定理 6.24. 假设 µ为 Rn上的 Radon测度。F 为 Rn中（非退化）闭球族，且
sup{r(B) : B ∈ F} <∞，A为F 中闭球的中心组成的集合。若 µ∗(A) <∞
（这里 µ∗为 µ决定的外测度）且F 为 A的细覆盖。则任给开集 U ⊂ Rn，存
在F 的两两不交可数闭球构成的子集族 {Bk}，使得

∪
k⩾1Bk ⊂ U，且

µ∗

(
(A ∩ U) \

∪
k⩾1

Bk

)
= 0.

证明. 设 N(n)由 Besicovitch覆盖定理决定。固定 1 − 1
N(n)

< θ < 1。我们

首先断言：存在有限的 {B1, . . . , BM1
} ⊂ F，每一 Bk 均包含于 U，使得

µ∗

(
(A ∩ U) \

M1∪
k=1

Bk

)
⩽ θµ∗(A ∩ U). (6.3)
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设F1 = {B ∈ F : r(B) < 1, B ⊂ U}。由 Besicovitch覆盖定理，存在F1

中有限的族 G1, . . . , GN(n)，每一 Gk 均由两两不交的可数闭球构成，使得

A ∩ U ⊂
N(n)∪
k=1

∪
B∈Gk

B.

因此

µ∗(A ∩ U) ⩽
N(n)∑
k=1

µ∗

(
A ∩ U ∩

∪
B∈Gk

B

)
.

由鸽笼原理，存在 1 ⩽ j ⩽ N(n)，使得

µ∗

A ∩ U ∩
∪

B∈Gj

B

 ⩾ 1

N(n)
µ∗(A ∩ U).

由外测度的极限性质（见思考题），则存在 {B1, . . . , BM1
} ⊂ Gj，使得

µ∗

(
A ∩ U ∩

M1∪
k=1

Bk

)
⩾ (1− θ)µ∗(A ∩ U).

因为
∪M1

k=1Bk 可测，则由 Carathéodory判据

µ∗(A ∩ U) = µ∗(A ∩ U ∩
M1∪
k=1

Bk) + µ∗(A ∩ U ∩ (

M1∪
k=1

Bk)
c)

比较上面两个式子，这就证明了(6.3)和前面的断言。
下面我们采用归纳法。设 U2 = U \

∪M1

k=1Bk，F2 = {B ∈ F : r(B) <

1, B ⊂ U2}。由前面的断言，存在有限个球 BM1+1, . . . , BM2
∈ F2，使得

µ∗

(
(A ∩ U) \

M2∪
k=1

Bk

)
=µ∗

(
(A ∩ U2) \

M2∪
k=M1+1

Bk

)
⩽ θµ∗(A ∩ U2)

⩽ θ2µ∗(A ∩ U).

继续这个过程，则存在F 中包含于 U 的可数比球列，使得

µ∗

(
(A ∩ U) \

Mj∪
k=1

Bk

)
⩽ θjµ∗(A ∩ U).

因为 µ∗(A) <∞，θ < 1。由 j 的任意性，定理得证。

思考题：设 µ为局部紧 Hausdorff空间X 上 Radon测度，µ∗为注4.18给出的
外测度。证明 µ∗满足单调递增集合列的极限性质：任给 X 中单调递增子集

列 {Ek}，E =
∪

k⩾1Ek，则 limk→∞ µ∗(Ek) = µ∗(E)。
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6.2 坐标变换公式

6.2.1 Sard引理

定义 6.25. 设 Φ : Rn → Rn。Φ称作在 x ∈ Rn 处可微若任给 ε > 0，存在

δ > 0，使得若 |y − x| ⩽ δ，则

|Φ(y)− Φ(x)− T (y − x)| ⩽ ε|y − x|,

其中 T : Rn → Rn 为一线性变换。我们记 T = Φ′(x)。J(x) = det(Φ′(x))称

作 Φ在 x处的 Jacobi行列式。

引理 6.26. 设 Φ : Rn → Rn在 x处可微。则任给 ε > 0，存在 δ > 0，使得对
0 < r ⩽ δ，

m∗(Φ(B(x, r))) ⩽ (J(x) + ε)m(B(x, r)).

证明. 由 Lebesgue测度的平移不变性，不妨设 x = 0，Φ(0) = 0。由 Φ在 0

处的可微性，则任给 ε1 > 0，存在 δ > 0使得若 |y| < δ，

|Φ(y)− T (y)| ⩽ ε1|y|.

我们分两种情况讨论，即 T = Φ′(x)是否可逆。

情形 I：T 不可逆。

此情形下 J(0) = 0。T (Rn)包含于 Rn−1的某 (n− 1)-维线性子空间M

中，并且存在 c > 0使得

|T (y)| ⩽ c|y|, y ∈ Rn.

故任给 y ∈ B(0, r)，T (y) ∈ B(x, cr)。因此，若 r < δ，Φ(B(0, r))包含于

M 中一半径为 cr的球（在 Rn中）的 ε1r-邻域中。从而

m∗(Φ(B(0, r))) ⩽ [2(cr + ε1r)]
n−1 · 2ε1r = 2n(c+ ε1)

n−1ε1r
n.

取 ε1充分小使得 2n(c+ ε1)
n−1ε1/ωn < ε（ωn为 Rn中单位球体积），得证。

情形 II：T 可逆。

此情形存在逆映射 T−1且存在 C > 0，使得

|T−1(z)| ⩽ C|z|, z ∈ Rn.

故

|T−1(Φ(y))− y| = |T−1(Φ(y)− T (y))| ⩽ Cε1|y|, |y| ⩽ δ.
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从而

|T−1(Φ(y))| ⩽ (1 + Cε1)|y|, |y| ⩽ δ.

这表明对 0 < r ⩽ δ，T−1(Φ(B(0, r))) ⊂ B(0, (1 + Cε1))。因此

m∗(T−1(Φ(B(0, r)))) ⩽ (1 + Cε1)
nm(B(0, r)).

再由 Lebesgue外测度在线性变换下的变换公式，

m∗(Φ(B(0, r))) = | det(T )|m∗(T−1(Φ(B(0, r))))

⩽ | det(T )|(1 + Cε1)
nm(B(0, r)).

取 ε1充分小使得 | det(T )|(1 + Cε1)
n ⩽ | det(T )|+ ε，得证。

引理 6.27. 设 Ω ⊂ Rn 为开集，Φ : Ω → Rn，E ⊂ Ω且 Φ在 E 中每一点可
微。假设存在常数 0 ⩽M <∞使得 |J(x)| ⩽M，x ∈ E，则

m∗(Φ(E)) ⩽M ·m∗(E).

证明. 首先假设 E有界，否则对 Ek = E ∩B(0, k)考虑，再利用外测度的次

可加性即可。

任给 ε > 0，存在开集G，E ⊂ G ⊂ Ω，使得m(G) < m∗(E) + ε。由引

理6.26，任给 ε > 0，存在 δ(x) > 0，使得若 0 < r ⩽ δ(x)，B(x, r) ⊂ G且

m∗(Φ(B(x, r))) ⩽ (M + ε)m(B(x, r)). (6.4)

设 F = {B(x, r) : x ∈ E, 0 < r < δ(x)/5}，则 F 为 E 的细覆盖。由推

论6.21，存在两两不交的可数闭球族 {Bj}使得，任给 k ∈ N，

E ⊂

(
k∪

j=1

Bj

)
∪

(
∞∪

j=k+1

5Bj

)

因此

m∗(Φ(E)) ⩽
k∑

j=1

m∗(Φ(Bj)) +
∞∑

j=k+1

m∗(Φ(5Bj)).

因为m(∂Bj) = 0，故(6.4)中的开球可用闭球替代。从而

m∗(Φ(E)) ⩽
k∑

j=1

(M + ε)m(Bj) +
∞∑

j=k+1

(M + ε)m(5Bj)

= (M + ε)
k∑

j=1

m(Bj) + 5n(M + ε)
∞∑

j=k+1

m(Bj).
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由于
∑

j⩾1m(Bj) ⩽ m(G) <∞，故当 k → ∞时得到

m∗(Φ(E)) ⩽ (M + ε)m(G) < (M + ε)(m∗(E) + ε).

由 ε的任意性，得证。

下面的结论是立刻可以得到的。

推论 6.28 (Sard引理). 设 Ω ⊂ Rn开，Φ : Ω → Rn。E ⊂ Ω，Φ在 E 中每一
点可微，且 J(x) ≡ 0。则 Φ(E)为零测集。

注 6.29. 引理6.28历史上称作 Sard引理。回忆假设 Φ : Rm → Rn可微，我们

称 x ∈ Rm为 Φ的临界点若 J(x) = 0。集合 {Φ(x) : x ∈ Rm为 Φ的临界点}
中元称作 Φ的临界值。若 Rn中元若非 Φ的临界值，则称之为 Φ的正则值。
Sard引理说：Φ : Rn → Rn的临界值为零测集。

更一般的结论是所谓的Morse-Sard定理（[14]）：设 Φ : Rm → Rn为 Cr

映射，若 r > max{0,m − n}，则 Φ的临界值为 Rn 中的零测集。Φ的正则
值为剩余集，从而稠密。

引理 6.30. 设 Φ = (Φ1, . . . ,Φn)，每一 Φi : Ω → R均可测。设 E ⊂ Ω可测
且 Φ在 E 中每一点可微。则 J 在 E 上可测。

证明. 我们可以定义 Φ|Ωc ≡ 0，从而将 Φ看成定义在 Rn上的可测映射。由

于 J(x) = det(Φ′(x))为 {∂Φi(x)
∂xj

}的代数组合，我们只需证明每一 ∂Φi

∂xj
均可

测。而对任给 x ∈ E，

∂Φi(x)

∂xj
= lim

h→0

Φi(x+ hej)− Φ(x)

h
.

因此 ∂Φi

∂xj
为可测函数的极限函数，从而可测。

下面的定理可以看成一种推广的 Sard引理。

定理 6.31. 设 Φ在 Ω上可测，E ⊂ Ω可测，且 Φ在 E 上可微。则

m∗(Φ(E)) ⩽
∫
E

|J(x)| dx.

证明. 首先假设m(E) <∞。任给 ε > 0，定义

Ek = {x ∈ E : (k − 1)ε ⩽ |J(x)| < kε}, k ∈ N.
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由引理6.27，m∗(Φ(Ek)) ⩽ kεm(Ek)。因此

m∗(Φ(E)) ⩽m∗

(
∞∪
k=1

Φ(Ek)

)
⩽

∞∑
k=1

m∗(Φ(Ek)) ⩽
∞∑
k=1

kεm(Ek)

=
∞∑
k=1

(k − 1)εm(Ek) + ε
∞∑
k=1

m(Ek) ⩽
∞∑
k=1

∫
Ek

|J(x)| dx+ εm(E)

⩽
∫
E

|J(x)| dx+ εm(E).

由于m(E) <∞，ε任意，故得证。
若 m(E) = ∞。选取可测集列 A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·，m(Ak) < ∞（k ∈ N），

且
∪∞

k=1Ak = E。由外测度的极限性质，

m∗(Φ(E)) = lim
k→∞

m∗(Φ(Ak)) ⩽ lim
k→∞

∫
Ak

|J(x)| dx =

∫
E

|J(x)| dx.

这就完成了证明。

推论 6.32. 在定理6.31相同条件下，若 E ⊂ Ω为零测集，则 Φ(E)为零测集。

推论 6.33. 在定理6.31相同条件下，若 E ⊂ Ω可测，则 Φ(E)可测。

证明. 由 Lebesgue测度的构造，存在单调递增的紧集列 {Kj}，Kj ⊂ E（j ∈
N），和零测集 N，使得

E =

(
∞∪
j=1

Kj

)
∪N.

因为 Φ在 E 上连续，故每一 Φ(Kj)均为紧集。由推论6.32，Φ(N)为零测

集。故

Φ(E) =

(
∞∪
j=1

Φ(Kj)

)
∪ Φ(N)

可测。

推论 6.34. 若 Φ在 Ω上可微，E ⊂ Ω可测，则 Φ(E)可测且

m(Φ(E)) ⩽
∫
E

|J(x)| dx.

6.2.2 C1微分同胚下的坐标变换公式

引理 6.35. 设 Ω ⊂ Rn 为开集且 Φ : Ω → Rn 可微，f ⩾ 0为 Rn 上的 Borel
可测函数。则 f ◦ Φ为 Borel可测，且∫

Φ(Ω)

f(y) dy ⩽
∫
Ω

f ◦ Φ(x) · |J(x)| dx.
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证明. 首先假设 f = 1B，B ⊂ Rn 为 Borel集，则 f ◦ Φ = 1Φ−1(B)。因为 Φ

连续，Φ−1(B)为 Borel集，因此 1B ◦ Φ为 Borel可测。
对 E = Φ−1(B)，则 Φ(E) = Φ(Ω) ∩B。故

m(Φ(Ω) ∩B) ⩽
∫
Φ−1(B)

|J(x)| dx

⇐⇒
∫
Rn

1Φ(Ω)∩B(y) dy ⩽
∫
Ω

1Φ−1(B)(x)|J(x)| dx

⇐⇒
∫
Φ(Ω)

1B(y) dy ⩽
∫
Ω

1B ◦ Φ(x)|J(x)| dx.

这表明定理对 f = 1B 成立。
若 f ⩾ 0为 Borel可测，则定理由单调收敛定理得到。

定义 6.36. 设 Ω1,Ω2 ⊂ Rn 为开集，Φ : Ω1 → Ω2 称作 C1 微分同胚若 Φ在

Ω1上可微，Φ为一双射，且 Φ的逆映射 Φ−1在 Ω2上可微。

定理 6.37. 假设 Ω1,Ω2 ⊂ Rn为开集，Φ : Ω1 → Ω2为一 C1微分同胚。若 f

为 Ω2上的可测函数，则 f ◦ Φ为 Ω1上的可测函数，且∫
Ω2

f(y) dy =

∫
Ω

f ◦ Φ(x) · |J(x)| dx.

若 f ⩾ 0，无需额外条件。一般，f ∈ L1(Ω2)当且仅当 f ◦ Φ · |J | ∈ L1(Ω1)。

证明. 假设 f ⩾ 0为 Borel可测。由引理6.35，∫
Ω2

f(y) dy ⩽
∫
Ω1

f ◦ Φ(x) · |J(x)| dx.

将 Φ−1运用引理6.35于任意非负 Borel可测函数 g，∫
Ω1

g(x) dx ⩽
∫
Ω2

g ◦ Φ−1(y) · |J̃(y)| dy,

其中 J̃ 为 Φ−1 的 Jacobi 行列式。对恒等式 Φ(Φ−1(y)) = y 两边求导，则

Φ′(Φ−1(y)) ◦ (Φ−1)′(y) = id（id为恒等映射）。故

J̃(y) = det((Φ−1)′(y)) =
1

det(Φ′(Φ−1(y)))
=

1

J(Φ−1(y))
.

取 g = f ◦ Φ · |J |，则

g ◦ Φ−1(y) · |J̃(y)| = f(y) · |J(Φ−1(y))| · |J̃(y)| = f(y).

故 ∫
Ω1

f ◦ Φ(x) · |J(x)| dx ⩽
∫
Ω2

f(y) dy.
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因此定理成立。

若 f 仅为 Lebesgue可测，则存在 Borel可测函数 f1，使得 f = f1，a.e.。
即存在零测集 N ⊂ Ω2，使得若 y ∈ N c，则 f(y) = f1(y)。因此

f ◦ Φ(x) = f1 ◦ Φ(x), x ∈ Φ−1(N c).

由推论6.32，Φ−1(N)为零测集。故 f ◦Φ = f1 ◦Φ，a.e.。故定理对所有非负
Lebesgue可测函数 f 成立。

最后对一般 f ∈ L1(Ω2)，f = f+−f−，对 f±运用上面的结论得证。
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7.1 单调函数

7.1.1 单调函数的可微性

为了研究单调函数的可微性，我们有必要引入 Dini 导数（[7]）。设
f : [a, b] → R，x ∈ [a, b]，定义

D±f(x) = lim inf
h→0±

f(x+ h)− f(x)

h
,

D±f(x) = lim sup
h→0±

f(x+ h)− f(x)

h
.

(7.1)

上面定义了 f在 x处的四个Dini导数D+f(x)，D−f(x)，D+f(x)和D−f(x)。

如果 f 在 x处可微，则这四个 Dini导数相等且等于 f ′(x)。

思考题：证明 f : [a, b] → R 在 x 处可微当且仅当 D+f(x) = D−f(x) =

D+f(x) = D−f(x) <∞。

为了方便我们定义

Df(x) = max{D+f(x), D−f(x)}

df(x) = max{D+f(x), D−f(x)}.
(7.2)

思考题：证明

Df(x) = lim sup
δ→0

{
f(z)− f(y)

z − y
: a ⩽ y ⩽ x ⩽ z ⩽ b, 0 < z − y < δ

}
,

df(x) = lim inf
δ→0

{
f(z)− f(y)

z − y
: a ⩽ y ⩽ x ⩽ z ⩽ b, 0 < z − y < δ

}
.

为了研究单调函数的可微性，我们从下面的例子开始。

例 7.1. 我们知道，(0, 1)中的二进有理数是指形如 (2k−1)/2n，k = 1, 2, . . . , 2n−1，
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的有理数。定义 (0, 1)上的函数

g(x) =
∑

0< 2k−1
2n ⩽x

2−2n.

容易验证 g 严格单调递增，且 0 < g < 1/2，g(0+) = 0，g(1−) = 1/2。下

面我们来计算 g的右导数。

任给 x ∈ (0, 1)，N ∈ N，存在 δ > 0使得 (x, x+δ)中无以 1, 2, 4, . . . , 2N

为分母的二进有理数。对 0 < h < δ，

g(x+ h)− g(x) =
∑

x< 2k−1
2n ⩽x+h

2−2n.

对固定的 n，上面的不等式满足

2n−1x+
1

2
< k ⩽ 2n−1x+ 2n−1h+

1

2
. (7.3)

设 a = 2n−1x+ 1
2
，b = 2n−1h，并记 N(a, b)为 (a, a+ b]中的整点个数，则

N(a, b) = ⌊a+ b⌋ − ⌊a⌋ = ⌊{a}+ {b}⌋+ ⌊b⌋.

这儿我们记 ⌊a⌋和 {a}分别表示实数 a的整数部分和小数部分。我们断言

存在常数 C1(a) > 0 使得 N(a, b) ⩽ C1(a)b。事实上，不妨设 {a} ̸= 0 且

{a}+ {b} ⩾ 1（否则易证 N(a, b) ⩽ b）。此时，

N(a, b) = ⌊b⌋+ 1 ⩽ ⌊b⌋+ {b}
1− {a}

⩽ b

1− {a}
.

故存在C2(x) > 0使得满足(7.3)的 k不超过C2(x)2
n−1h。因此，若 0 < h < δ，

g(x+ h)− g(x) ⩽
∑
n>N

C2(x) · 2n−1h · 2−2n = C2(x) · h · 2−N−1.

故若 h ∈ (0, δ)，

0 ⩽ g(x+ h)− g(x)

h
⩽ C2(x) · 2−N−1.

由 N 的任意性，g′(x+) = 0。 \\\\

思考题：证明若 x ∈ (0, 1)不为二进有理数，则 g′(x−) = 0，从而 g 几乎处

处可微，且 g′(x) = 0，a.e.。

定理 7.2. （Lebesgue）若 f : [a, b] → R单调，则 f 几乎处处可微。
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证明. 不妨设 f : [a, b] → R单调递增，我们将整个证明分成几步：

(I)由定义

Df(x) = lim sup
δ→0

{
f(z)− f(y)

z − y
: a ⩽ y ⩽ x ⩽ z ⩽ b, 0 < z − y < δ

}
,

df(x) = lim inf
δ→0

{
f(z)− f(y)

z − y
: a ⩽ y ⩽ x ⩽ z ⩽ b, 0 < z − y < δ

}
.

显然

0 ⩽ df(x) ⩽ Df(x) ⩽∞.

我们必须证明对几乎所有的 x ∈ [a, b]，

df(x) = Df(x) <∞ (7.4)

(II)显然
{x : Df(x) = ∞} =

∩
k⩾1

{x : Df(x) > k},

且

{x : df(x) < Df(x)} =
∪

s<t,s,t∈Q

{x : df(x) < s < t < Df(x)}.

为此，对固定的 k > 0及 0 < s < t <∞，设

E = {x : Df(x) > k},

F = {x : df(x) < s < t < Df(x)}.

我们将证明存在常数 C > 0使得

m∗(E) ⩽ C/k, m∗(F ) = 0.

(III)我们先来估计m∗(E)。任给 x ∈ E，存在小区间 [y, z]使得 x ∈ [y, z] ⊂
[a, b]，

f(z)− f(y)

z − y
> k.

为方便起见，记

[̃y, z] = (f(y), f(z)),

则m([̃y, z]) > km([y, z])。可以看出，{Ix}，Tx = [y, z]，构成了 E的一个细

覆盖。由定理6.22，存在两两互不相交的闭区间列 {Iα}，

m(Ĩα) > km(Iα), α = 1, 2, . . . ,
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且

E ⊂
∪
α⩾1

Iα. （除去一个零测集）

因此

m∗(E) ⩽
∑
α⩾1

m(Iα) <
1

k

∑
α⩾1

m(Ĩα).

因为 {Iα}两两互不相交，f 单调递增，故（开区间）{Ĩα}亦两两互不相交。
所以

m∗(E) ⩽ 1

k
m(∪α⩾1Ĩα) ⩽

1

k
m((f(a), f(b)))

⩽ 1

k
(f(b)− f(a)).

(IV)m∗(F )的估计要困难一些。首先，任给 ε > 0，存在开集 G ⊃ F 使得

m(G) < m∗(F ) + ε.

我们将运用两次 Vitali覆盖定理。

1. 任给 x ∈ F，存在闭区间 [y, z]，x ∈ [y, z] ⊂ G ∩ [a, b]，

f(z)− f(y)

z − y
< s.

与上面类似，存在两两互不相交的闭区间列 {Iα}，使得

F ⊂
∪
α⩾1

Iα. （除去一个零测集）

从而

m(∪α⩾1Ĩα) =
∑
α⩾1

m(Ĩα) <
∑
α⩾1

sm(Iα)

= sm(∪α⩾1Iα) ⩽ sm(G)

⩽ s(m∗(F ) + ε)

2. 注意到
F ⊂

∪
α⩾1

I◦α. （除去一个零测集）

任给 x ∈ F ∩ (∪α⩾1I
◦
α)，类似，存在闭区间 [y, z]使得 x ∈ [y, z]，

f(z)− f(y)

z − y
> t.
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与前面类似，存在两两互不相交的闭区间列 {Jbeta}，

F ∩ (
∪
α⩾1

I◦α) ⊂
∪
β⩾1

Jβ. （除去一个零测集）

注意到每一 Jβ 均含于某 Iα，则

m∗(F ) ⩽
∑
β⩾1

m(Jβ) <
1

t

∑
β⩾1

m(J̃β)

=
1

t
m(∪β⩾1J̃β) ⩽

1

t
m(∪α⩾1Ĩα)

⩽ 1

t
· s(m∗(F ) + ε).

由 ε的任意性，我们有

m∗(F ) ⩽ s

t
m∗(F ).

而 s/t < 1，这表明m∗(F ) = 0。

(V)m∗(F ) = 0表明 {x : df(x) < Df(x)}为零测集。而m∗(E) ⩽ C/k表明

{x : Df(x) = ∞}为零测集。因此(7.4)成立。

思考题：证明单调递增函数 f 在 x处可微当且仅当(7.4)成立。

定理 7.3. 设 N ⊂ R为零测集，则存在连续单调递增函数 f : R → R，使得
任给 x ∈ N，f ′(x) = ∞。

证明. 由于m∗(N) = 0，故对任给 k ∈ N，存在开集Gk ⊃ N，m(Gk) ⩽ 2−k。

设

fk(x) =

∫ x

−∞
χGk

(t) dt,

则 fk 连续单调递增，且 0 ⩽ fk(x) ⩽ 2−k。定义

f(x) =
∑
k⩾1

fk(x),

则 f 连续单调递增。

任给 x ∈ N，m ∈ N，x 包含于开集 ∩m
k=1Gk。故存在 δ > 0 使得

[x− δ, x+ δ] ⊂ ∩m
k=1Gk。当 x− δ ⩽ y ⩽ x ⩽ z ⩽ x+ δ，z − y > 0时，

f(z)− f(y)

z − y
=
∑
k⩾1

fk(z)− fk(y)

z − y
⩾

m∑
k=1

fk(z)− fk(y)

z − y

=
m∑

k=1

1

z − y

∫ z

y

χGk
(t) dt

=
m∑

k=1

z − y

z − y
= m.
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由m的任意性，f ′(x) = ∞。

定理 7.4. 设 f : [a, b] → R单调递增，则 f ′可积且∫ b

a

f ′(x) dx ⩽ f(b)− f(a). (7.5)

证明. 为方便起见，对 x > b，定义 f(x) = f(b)。由 Lebesgue定理7.2，f ′(x)

对几乎所有的 x ∈ [a, b]存在，故对几乎所有的 x，

f ′(x) = lim
k→∞

k(f(x+ 1/k)− f(x)).

因此有 ∫ b

a

k(f(x+ 1/k)− f(x)) dx

=k

∫ b+1/k

a+1/k

f(x) dx− k

∫ b

a

f(x) dx

=k

∫ b+1/k

b

f(x) dx− k

∫ a+1/k

a

f(x) dx

=f(b)− k

∫ a+1/k

a

f(x) dx

⩽f(b)− f(a).

(7.5)由 Fatou引理得到。

注 7.5. 若定理7.4中的 f 不连续，则(7.5)中的不等号严格成立。这是因为 f

在不连续点（跳跃点）上的变化不会被 f ′反映出来。即使 f 连续，比如 f 为

Lebesgue-Cantor函数，(7.5)中的不等号依然严格成立。什么时候不等号可以
换成等号（也就是微积分基本定理）成立的问题我们将在后面继续讨论。

思考题：证明对 Lebesgue-Cantor函数 f，若 x为 Cantor三分集 C 上的点，

f ′(x) = ∞。

7.1.2 单调函数的结构

我们接下来考虑单调函数的不连续点。

定义 7.6. 基本递增跳跃函数σ : R → R是指一个具有以下形式的函数：

σ(x) =


A, x < t;
B, x = t;
C, x > t.

由于 σ单调递增，故 A ⩽ B ⩽ C，我们假设 A < C。
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定义 7.7. 设 I ⊂ R为开区间，s : I → R称作递增跳跃函数若存在基本递增
跳跃函数 σ1, σ2, . . .，使得

s(x) =
∑
k⩾1

σk(x), x ∈ I.

设 f 为 I 上的单调递增函数，t ∈ I 为 f 的不连续点，则定义基本递增

跳跃函数

σ(x) =


f(t−), x < t;
f(t), x = t;
f(t+), x > t.

注意 f − σ为单调递增函数且在 t处连续。我们知道单调函数 f 的不连续点

至多可数，记作 t1, t2, . . .。任给 k ∈ N，设 σk 为由 tk 决定的基本递增跳跃

函数。

任意选取一个参考点 x0 ∈ I，任给 n ∈ N，定义

fn(x) = f(x)−
n∑

k=1

(σk(x)− σk(x0)), x ∈ I.

1) fn 为 I 上的单调递增函数。设 x < x′，若无 x ⩽ tk < x′，则对任意

k，σk(x) = σk(x
′)。因此 fn(x

′) − fn(x) = f(x′) − f(x) ⩾ 0。若存在唯一

的 x ⩽ tk0
< x′，则对 k ̸= k0，σk(x) = σk(x

′) = 0，故 fn(x
′) − fn(x) =

f(x′)− f(x)− (σk0
(x′)− σk0

(x)) = f(x′)− f(x)− (f(tk0
+)− f(tk0

−)) ⩾ 0。

若存在 x ⩽ tk1
< · · · < tkm

< x′，存在 tki
< xi < tki+1

（i = 1, . . . ,m− 1），

则 fn(xi+1) ⩾ fn(xi)。一般情形，易得。

2)级数 s(x) =
∑∞

k=1(σk(x)−σk(x0))，x ∈ I，收敛。若 x0 < x，则 fn(x0) ⩽
fn(x)，由 fn(x0) = f(x0)，我们有

f(x0) ⩽ f(x)−
n∑

k=1

(σk(x)− σk(x0)),

即
n∑

k=1

(σk(x)− σk(x0)) ⩽ f(x)− f(x0).

因为 σk(x)− σk(x0) ⩾ 0，故

0 ⩽ s(x) ⩽ f(x)− f(x0), x ∈ I, x0 < x.

类似可证明

0 ⩾ s(x) ⩾ f(x)− f(x0), x ∈ I, x0 > x.
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这表明 s收敛。

3) s为单调递增跳跃函数，ϕ = f − s为单调递增连续函数。s与 ϕ单调递增

是因为它们均为单调递增函数的极限函数（注意 ϕ(x) = limn→∞ fn(x)）。下

面证明 ϕ连续。任给 x ∈ I，y < x < z，y, z ∈ I，ϕ(y) ⩽ ϕ(z)，故

f(y)− s(y) ⩽ f(z)− s(z),

即

s(z)− s(y) ⩽ f(z)− f(y).

令 y ↗ x，z ↘ x，

s(x+)− s(x−) ⩽ f(x+)− f(x−). (7.6)

下面我们证明

s(z)− s(y) ⩾ f(x+)− f(x−). (7.7)

若 f 在 x处连续，(7.7)平凡。不然，对某m ∈ N，x = tm。因此 y < tm < z，

从而

s(z)− s(y) =
∑
k⩾1

(σk(z)− σk(y)) ⩾ σm(z)− σm(y) = f(x+)− f(x−).

这就证明了(7.7)。在(7.7)中令 y ↗ x，z ↘ x，则

s(x+)− s(x−) ⩾ f(x+)− f(x−).

结合(7.6)，则有 s(x+)− s(x−) = f(x+)− f(x−)，即 ϕ(x+) = ϕ(x−)，从

而 ϕ在 x处连续。

事实上我们证明了

定理 7.8. （单调函数结构定理 I）设 I ⊂ R为开区间，f : I → R单调递增，
设 s为 f 决定的递增跳跃函数，则

f(x) = ϕ(x) + s(x), x ∈ I, (7.8)

其中 ϕ为一连续单调递增函数。

思考题：证明定理7.8对 I 为紧区间亦成立。并且(7.8)中的分解在下面意义
下唯一：设 f = ϕ1+ s1，其中 ϕ1为连续单调递增函数，s1为递增跳跃函数，

则 ϕ− ϕ1与 s− s1均为常数。
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定理 7.9. （Fubini）设 I ⊂ R为一区间，任给 k ∈ N，fk : I → R为单调递
增函数，且对任给 x ∈ I，

s(x) =
∑
k⩾1

fk(x)

存在，则
s′(x) =

∑
k⩾1

f ′
k(x), a.e. x ∈ I.

证明. 假设 I = [a, b]，由于

s(x)− s(a) =
∑
k⩾1

(fk(x)− fk(a)),

故可假设任给 k ∈ N，fk(a) = 0。设

E = {x ∈ (a, b) : s′(x), f ′
k(x), k ∈ N, 均存在 }.

则由 Lebesgue定理7.2，[a, b] \ E 为零测集。
任给 x ∈ E，h > 0充分小，x+ h ∈ I，则

s(x+ h)− s(x)

h
=
∑
k⩾1

fk(x+ h)− fk(x)

h
.

由关于计数测度积分的 Fatou引理，

s′(x) ⩾
∑
k⩾1

f ′
k(x). (7.9)

定义部分和 sN (x) =
∑N

k=1 f
′
k(x)，由于 limN→∞ sN (b) = s(b)，故存在序列

Nj ↗ ∞使得
s(b)− sNj

(b) ⩽ 2−j .

由 s− sNj
的单调性，及 limN→∞ sN (a) = s(a)，

0 ⩽ s(x)− sNj
(x) ⩽ 2−j .

故级数
∑

j⩾1(s− sNj
)在 [a, b]上收敛。由(7.9)，

lim
j→∞

(s′(x)− s′Nj
(x)) = 0, a.e. x ∈ [a, b],

即

lim
j→∞

Nj∑
k=1

f ′
k(x) = s′(x), a.e. x ∈ [a, b].

因为 f ′
k ⩾ 0，故由 Urysohn判据，

lim
N→∞

N∑
k=1

f ′
k(x) = s′(x), a.e. x ∈ [a, b].
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推论 7.10. 若 s : [a, b] → R为递增跳跃函数，则 s′ = 0，a.e.。

证明. 设 s =
∑

k⩾1 σk，其中 σk 为基本递增跳跃函数，则除去跳跃点外，

σ′
k = 0。由 Fubini的定理7.9，

s′(x) =
∑
k⩾1

σ′
k(x) = 0, a.e. x ∈ I.

证毕。

例 7.11. 存在连续严格单调函数 g : R → (0.1)，但 g′ = 0，a.e.。
设 f 为 [0, 1]上的 Lebesgue-Cantor函数，将 f 扩张至整个 R：

f(x) = 0若 x < 0; f(x) = 1若 x > 1.

设 Q = {r1, r2, . . .}，定义

g(x) =
∑
k⩾1

2−kf(x− rk), x ∈ R.

显然 g连续，0 < g < 1，且由 Fubini的定理7.9，

g′(x) =
∑
k⩾1

2−kf ′(x− rk) = 0, a.e. x ∈ R.

最后任给 x < y，存在 rk ∈ Q使得 x < rk < y，则

f(x− rk) = 0 < f(y − rk),

故 g(x) < g(y)。这表明 g严格递增。 \\\\

7.2 有界变差函数

7.2.1 BV函数的基本性质

在本节，我们讨论函数 f : [a, b] → Rn，Rn赋予 Euclid度量 | · |。

定义 7.12. 设 f : [a, b] → Rn，考虑 [a, b]的任一分划P：

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xm = b

及关于此分划的变差

V (P) =
m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|.
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变差 V (P)关于 [a, b]上任意分划P 的上确界称作 f 在 [a, b]上的全变差，
记作 Vf (a, b)。若 Vf (a, b) < ∞，则称 f 为 [a, b]上的有界变差函数（或 BV
函数），记作 f ∈ BV (a, b)，或 f ∈ BV。若 f 为 [a, b]上的有界变差函数，

则称函数 Vf (a, ·)称作 f 在 [a, b]上的变差函数。

下面我们来讨论有界变差函数的基本性质。

定理 7.13. 函数 f ∈ BV ([a, b])具有以下性质：

BV1) 设 f : [a, b] → R单调，则 f ∈ BV ([a, b])，且 Vf (a, b) = |f(b)− f(a)|。

BV2) 设 f : [a, b] → Rn，f = (f1, f2, . . . , fn)，则 f ∈ BV ([a, b])当且仅当每
一 fk ∈ BV ([a, b])。

BV3) |f(b)− f(a)| ⩽ Vf (a, b)。

BV4) 若 f ∈ BV ([a, b])，则 f 有界。

BV5) 若 f ∈ C1([a, b])，则 f ∈ BV ([a, b])。

BV6) f 在 [a, b]上连续 ̸⇒ f ∈ BV ([a, b])。

BV7) 若 f, g ∈ BV ([a, b])，则 f + g ∈ BV ([a, b])。

BV8) 设 f : [a, b→ Rn]，g : [a, b] → R均有界变差，则 gf ∈ BV ([a, b])。若
|g| ⩾ C > 0，则 f/g ∈ BV ([a, b])。

BV9) 设 a < c < b，则 Vf (a, b) = Vf (a, c) + Vf (c, b)。

BV10) 函数 Vf (a, x)关于 x为 [a, b]上的单调递增函数，且 f 在 x处连续当
且仅当 Vf (a, ·)在 x处连续。

证明. BV1)是平凡的。BV2)这可由不等式

|yk| ⩽ |y| ⩽ |y1 + · · ·+ |yn|, y ∈ Rn, k = 1, 2, . . . , n

得到。事实上我们有

Vfk(a, b) ⩽ Vf (a, b) ⩽ Vf1(a, b) + · · ·+ Vfn(a, b).

BV3)的证明取特殊的分划 x0 = a < b = x1即可。设 a < x < b，由定义

|f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| ⩽ Vf (a, b).

故 |f(x)| ⩽ |f(a)|+Vf (a, b)。这就证明了 BV4)。由 BV2)，不妨设 f : [a, b] →
R，则由中值定理，|f ′| ⩽ C。因此

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽ C(xi − xi−1).
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由 BV函数的定义，对任一分划∑
|f(xi)− f(xi−1)| ⩽

∑
C(xi − xi−1) = C(b− a).

故 Vf (a, b) ⩽ C(b− a)。这就证明了 BV5)
对于 BV6)，我们有如下例子：定义在 [0, 1]上的函数

f(x) =

{
x sinx−1, 0 < x ⩽ 1;
0, x = 0.

设 xi = 1/((i+ 1/2)π)，f(xi) = (−1)i/((i+ 1/2)π)，则

|f(xi)− f(xi−1)| =
1

(i+ 1/2)π
+

1

(i− 1/2)π
⩾ 2

iπ
.

则对 {xi}决定的分划P，

V (P) =|f(xn)− f(0)|+ |f(xn−1)− f(xn)|+ · · ·+ |f(x0)− f(x1)|

+ |f(1)− f(x0)|

⩾
n∑

i=1

|f(xi−1)− f(xi)| >
n∑

i=1

2

iπ
.

因为
∑∞

i=1 2/(iπ) = ∞，故 f ̸∈ BV ([a, b])。

由 Rn中的范数 | · |的三角不等式，

Vf+g(a, b) ⩽ Vf (a, b) + Vg(a, b).

这就证明了 BV7)。
对 BV8)，我们仅证明第二个结论。由 BV4)，存在M > 0，|f | ⩽M，故∣∣∣∣f(xi)g(xi)

− f(xi−1)

g(xi−1)

∣∣∣∣ = |g(xi−1)f(xi)− g(xi)f(xi−1)|
|g(xi)g(xi−1)|

⩽ |f(xi)f(xi−1)|
|g(xi)|

+ |f(xi−1)|
|g(xi−1)− g(xi)|
|g(xi)g(xi−1)|

⩽ C−1|f(xi)− f(xi−1)|+MC−2|g(xi)− g(xi−1)|

故

Vf/g(a, b) ⩽ C−1Vf (a, b) +MC−2Vg(a, b).

下面证明 BV9)。对 [a, c]与 [c, b]的任一分划：

a = x0 < x1 < · · · < xm = c; c = y0 < y1 < · · · < yk = b,

得到 [a, b]的一个分划，故

m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+
k∑

j=1

|f(yj)− f(yj−1)| ⩽ Vf (a, b),
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从而

Vf (a, b) ⩾ Vf (a, c) + Vf (c, b).

另一方面，任给 [a, b]的一个分划P：

a = z0 < z1 < · · · < zl = b,

若 c为分划点，则P 自然分别给出了 [a, c]与 [c, b]上的一个分划；若 c不

为分化点，比如 zα−1 < c < zα，将 c添入P，同样分别决定了 [a, c]与 [c, b]

上的一个分划。因为

|f(zα)− f(zα−1)| ⩽ |f(c)− f(zα−1)|+ |f(zα)− f(c)|,

则有
l∑

i=1

|f(zi)− f(zi−1)| ⩽ Vf (a, c) + Vf (c, b).

这就得到了相反的不等式。

最后我们证明 BV10)。由 BV9)，Vf (a, ·)的单调性是显然的。由 BV3)
和 BV9)，则 Vf (a, ·)的连续性蕴含了 f 的连续性：

|f(y)− f(x)| ⩽ Vf (x, y) = Vf (a, y)− Vf (a, x), x < y,

|f(x)− f(y)| ⩽ Vf (y, x) = Vf (a, x)− Vf (a, y), x > y.

反之，若 f 在 x处连续，对 a ⩽ x < b，任给 ε > 0，存在 {xi}决定的分划
P，使得

m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| > Vf (x, b)− ε/2.

在 x = x0 < x1之间插入另外的分划点，故可假设 |f(x1)−f(x0)| < ε/2。因

此

Vf (x, b) <
m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+ ε/2

<
m∑
i=2

|f(xi)− f(xi−1)|+ ε

⩽ Vf (x1, b) + ε.

由 BV9)，则

Vf (a, b)− Vf (a, x) < Vf (a, b)− Vf (a, x1) + ε,

即

Vf (a, x1) < Vf (a, x) + ε.
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由于 Vf (a, ·)单调递增，故对 x ⩽ y ⩽ x1，

Vf (a, x) ⩽ Vf (a, y) ⩽ Vf (a, x) + ε.

这证明了 Vf (a, ·)在 x处右连续。类似可证明 Vf (a, ·)在 x处左连续。

7.2.2 BV函数的结构

定理 7.14 (BV函数结构定理). 设 f : [a, b] → R，则 f ∈ BV 当且仅当 f 可
表示成两个单调递增函数之差。

证明. 设 f ∈ BV，定义函数 g如下：

g(x) = Vf (a, x)− f(x), x ∈ [a, b].

下面证明 g单调递增。若 a ⩽ x < y ⩽ b，由 BV9)和 BV3)，

g(y)− g(x) = (Vf (a, y)− f(y))− (Vf (a, x)− f(x))

= Vf (x, y)− (f(y)− f(x))

⩾ |f(y)− f(x)| − (f(y)− f(x)) ⩾ 0.

反之，由 BV1)与 BV7)得到。

推论 7.15. 设 f : [a, b] → Rn 有界变差，则除去 [a, b]上的至多可数个点，f
连续。而且 f ′几乎处处存在，且 |f ′|可积。

证明. 由 BV2)，只需考虑 n = 1的情形，此时 f 为两个单调递增函数之差，

故由 Lebesgue定理7.2及定理7.4得证。

定理 7.16. 设 f : [a, b] → Rn有界变差，则

|f ′(x)| = V ′
f (a, x), a.e. x ∈ [a, b].

证明. 由 BV3)，若 f ′(x)与 V ′
f (a, x)存在，则 |f ′(x)| ⩽ V ′

f (a, x)。定义

A = {x : f ′(x), V ′
f (a, x)存在且 V ′

f (a, x) > |f ′(x)|}.

我们需证明 A为零测集。对任给 k ∈ N，定义

Ak = {x : f ′(x), V ′
f (a, x)存在且 V ′

f (a, x)− |f ′(x)| > 1/k},

则 A = ∪k⩾1Ak。任给 x ∈ Ak，存在 j ∈ N使得

inf
y⩽x⩽z

0<z−y⩽1/j

Vf (y, z)− |f(z)− f(y)|
z − y

>
1

k
.
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上式中用 s代替 1/j，t代替 1/k，则 s, t > 0，A包含于形如

E = {x : 若 y ⩽ x ⩽ z, 0 < z − y ⩽ s, 则 Vf (y, z)− |f(z)− f(y)|
z − y

⩾ t}

的集合的可列并。下面证明 E 为零测集。

任给 ε > 0，存在分划 a = x0 < x1 < · · · < xm = b，xi − xi−1 ⩽ s，使
得

V =
m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ⩾ Vf (a, b)− ε.

若对 i，E ∩ [xi−1, xi] ̸= ∅，则在 E 中的定义中取 y = xi−1, z = xi，则

t ⩽ Vf (xi−1, xi)− |f(xi)− f(xi−1)|
xi − xi−1

,

即

xi − xi−1 ⩽
1

t
(Vf (xi−1, xi)− |f(xi)− f(xi−1)|).

因此

m∗(E ∩ [xi−1, xi]) ⩽
1

t
(Vf (xi−1, xi)− |f(xi)− f(xi−1)|).

若 E ∩ [xi−1, xi] = ∅，上式自然成立。因此

m∗(E) ⩽
m∑
i=1

m∗(E ∩ [xi−1, xi])

=
1

t

m∑
i=1

(Vf (xi−1, xi)− |f(xi)− f(xi−1)|)

=
1

t
(Vf (a, b)− V )

⩽ 1

t
ε.

这就证明了m∗(E) = 0。

推论 7.17. 设 f : [a, b] → Rn有界变差，则∫ b

a

|f ′(x)| dx ⩽ Vf (a, b).

证明. 由定理7.16，

|f ′(x)| = V ′
f (a, x), a.e. x ∈ [a, b].

故 ∫ b

a

|f ′(x)| dx =

∫ b

a

V ′
f (a, x) dx.
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因为 Vf (a, ·)为单调递增函数，则由定理7.4，∫ b

a

V ′
f (a, x) dx ⩽ Vf (a, b)− Vf (a, a) = Vf (a, b).

证毕。

思考题：设

f(x) =

{
xα cosx−1, 0 < x ⩽ 1;
0, x = 0.

证明

1. 若 0 ⩽ α ⩽ 1，f ̸∈ BV。

2. 若 α > 1，f ∈ BV 且

(a) 1 < α < 2时，V ′
f (0, 0) = ∞；

(b) α = 2时，V ′
f (0, 0) = 2/π；

(c) 2 < α <∞时，V ′
f (0, 0) = 0。

7.3 绝对连续函数

设 f : [a, b] → R为单调递增函数，由定理7.8，

f = ϕ+ s,

其中 s为递增跳跃函数，ϕ为连续单调递增函数。我们知道 f ∈ L1，若设 F

为 f 的原函数，即

F (x) =

∫ x

a

f ′(t) dt,

由积分的绝对连续性，F 连续，且 F ′ = f ′ = ϕ′，a.e.。若记 g = ϕ− F，则

g连续，且 g′ = 0，a.e.，并且若 a ⩽ x < y ⩽ b，

g(x)− g(y) = ϕ(x)− ϕ(y) + F (y)− F (x)

= ϕ(x)− ϕ(y) +

∫ y

x

ϕ′(t) dt

⩽ ϕ(x)− ϕ(y) + ϕ(y)− ϕ(x) = 0,

故 g亦单调递增。

综上有
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定理 7.18 (单调函数结构定理 II). 设 f : [a, b] → R单调递增，则 f 可以表示
为

f(x) =

∫ x

a

f ′(t) dt+ g(x) + s(x), x ∈ [a, b], (7.10)

其中 g 为一连续单调递增函数，g′ = 0，a.e.，s为 f 决定的递增跳跃函数。
并且相差常数的情况下，上述分解是唯一的。

推论 7.19. 设 f : [a, b] → R单调递增，则∫ b

a

f ′(t) dt = f(b)− f(a) (7.11)

当且仅当
f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt, x ∈ [a, b]. (7.12)

证明. 由定理7.18，f 可表示为

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(a) dt+ h(x),

其中 h为单调递增函数，h(a) = 0。由(7.11)，

h(b) = f(b)− f(a)−
∫ b

a

f ′(t) dt = 0.

又 h(a) = 0，h单调递增，故任给 x ∈ [a, b]，h(x) = 0。这就证明了(7.12)。
反之显然。

定义 7.20. f : [a, b] → Rn 称作绝对连续函数若任给 ε > 0，存在 δ > 0使得

任给有限个两两互不相交的开区间 {(xi, yi)}mi=1，∪m
i=1(xi, yi) ⊂ [a, b]，

m(∪m
i=1(xi, yi)) =

m∑
i=1

m((xi, yi)) < δ,

则有
m∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| < ε.

若 f 绝对连续，记 f ∈ AC([a, b])，或 f ∈ AC。

定理 7.21. 下面是绝对连续函数的基本性质：

AC1) f ∈ AC([a, b])，则 f 连续且 f ∈ BV ([a, b])。

AC2) f : [a, b] → R绝对连续，N ⊂ [a, b]为零测集，则 f(N)亦为零测集。

AC3) f, g ∈ AC([a, b],R)，则 f + g, fg, |f |α(α ⩾ 1) ∈ AC([a, b],R)。若任给
x ∈ [a, b]，g(x) ̸= 0，则 f/g ∈ AC([a, b],R)。



128 第七章 R1上函数的微分

AC4) 设 h ∈ L1([a, b])，f(x) =
∫ x

a
h(t) dt，x ∈ [a, b]，则 f ∈ AC([a, b],R)。

证明. f 的（一致）连续性是显然的。任给 [a, b]的分划：a = t0 < t1 < · · · <
tN = b，且对任给 i，ti − ti−1 < δ，则有

Vf (ti−1, ti) ⩽ ε.

因此

Vf (a, b) =
N∑
i=1

Vf (ti−1, ti) ⩽ Nε ⩽∞.

这证明了 AC1)。
下面证明 AC2)。任给 ε > 0，δ 如绝对连续性的定义中，则存在开集

G ⊃ N，m(G) < δ。不妨设 G ⊂ (a, b)，故

N ⊂
∑
k⩾1

(ak, bk) ⊂ (a, b),

且
∑

k⩾1(bk − ak) = m(G) < δ。选取 ck, dk ∈ [ak, bk]分别为 f 在 [ak, bk]上

的最小和最大点，则

f([ak, bk]) ⊂ [f(ck), f(dk)].

由于
∑j

k=1 |dk − ck| ⩽
∑j

k=1(bk − ak) < δ，则

j∑
k=1

|f(dk)− f(ck)| < ε.

由 j 的任意性， ∑
k⩾1

|f(dk)− f(ck)| ⩽ ε.

因此

f(N) ⊂
∪
k⩾1

f((ak, bk)) ⊂
∪
k⩾1

[f(ck), f(dk)],

从而

m∗(f(N)) ⩽
∑
k⩾1

|f(dk)− f(ck)| ⩽ ε.

由 ε的任意性，m∗(f(N)) = 0，f(N)为零测集。

AC3)的证明是例行的，仅需注意若 α ⩾ 1，

||f(y)|α − |f(x)|α| ⩽ αMα−1|f(y)− f(x)|.

AC4)直接由积分的绝对连续性得到。
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引理 7.22. 设 f : [a, b] → R绝对连续，且 f ′ = 0，a..e.，则 f 为常数。

证明：设
A = {x ∈ (a, b) : f ′(x) = 0}.

由假设，[a, b] \ A为零测集，故由 AC2)，f([a, b] \ A)亦为零测集。另一方
面由 Sard定理6.31，f(A)亦为零测集。这表明 f([a, b])为零测集。因为 f 连

续，故 f([a, b])为一（可能退化的）区间，从而为单点集。 □

定理 7.23 (微积分基本定理). 设 f : [a, b] → R，f ∈ AC 当且仅当存在
h ∈ L1([a, b])使得

f(x) = f(a) +

∫ x

a

h(t) dt, x ∈ [a, b],

从而 h = f ′，a..e.。

证明. 由 AC3)和 AC4)，对

g(x) = f(x)−
∫ x

a

f ′(t) dt,

g ∈ AC，且由前面 Lebesgue微分定理的应用，g′ = 0，a..e.。则由引理7.22，
g为常值函数，即 g(x) = f(a)，x ∈ [a, b]，即

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt.

证毕。

推论 7.24. 设 f ∈ BV ([a, b])，则 f ∈ AC([a, b])当且仅当Vf (a, ·) ∈ AC([a, b])。

证明. f 作为向量值函数，f 的绝对连续性是指其每一分量函数是绝对连续
的。因此不妨假设 n = 1。

首先假设 Vf (a, ·) ∈ AC，对分划：a ⩽ x1 < y1 ⩽ x2 < y2 ⩽ · · · ⩽ xm <

ym ⩽ b，由 BV3)

|f(yi)− f(xi)| ⩽ Vf (a, yi)− Vf (a, xi).

故
m∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| ⩽
m∑
i=1

(Vf (a, yi)− Vf (a, xi)).

从而 f ∈ AC。

反之，若 f ∈ AC，f(x) = f(a) +
∫ x

a
f ′(t) dt。故

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽
∫ xi

xi−1

|f ′(t)| dt.

从而 Vf (a, x) =
∫ x

a
|f ′(t)| dt，Vf (a, ·) ∈ AC。
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推论 7.25. f : [a, b] → R有界变差，则 f ∈ AC 当且仅当

Vf (a, b) =

∫ b

a

|f ′(x)| dx. (7.13)

证明. 假设(7.13)成立，由于 |f ′(x)| = V ′
f (a, x)，a..e.，故

Vf (a, b) =

∫ b

a

V ′
f (a, x) dx,

从而 Vf (a, ·) ∈ AC，从而 f ∈ AC。反之是显而易见的。

定义 7.26. 函数 f : [a, b] → R称作奇异连续函数若 f 连续且 f ′ = 0，a..e.。
所谓跳跃函数是指两个递增跳跃函数之差，即

s(x) =
∑
k⩾1

σk(x)

绝对收敛，σk 为基本递增（或递减）跳跃函数。

综合前面的讨论，我们给出如下有界变差函数的结构定理。

定理 7.27. （BV函数结构定理）设 f : [a, b] → R有界变差，则 f 有如下表
示

f = F + g + s,

其中 F 为绝对连续函数，g奇异连续函数，s为跳跃函数，并且在相差一个
常数的意义下是唯一的。

定理 7.28. 设 f : [a, b] → R，则 f 绝对连续当且仅当下面的条件成立：

(1) f 连续；

(2) f ′几乎处处存在；

(3) f ′ ∈ L1([a, b])；

(4) f 映零测集为零测集。

证明. 假设 f 满足 (1)-(4)，任给 ε > 0，及分划 a ⩽ x1 < y1 ⩽ x2 < y2 ⩽
· · · ⩽ xm < ym = b，且

m∑
i=1

(yi − xi) < δ,

则由积分的绝对连续性，

m∑
i=1

∫
[xi,yi]

|f ′(x)| dx < ε.
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设 A = {x ∈ [a, b] : f ′(x)存在 }，则 [a, b] \ A为零测集，故 f([a, b] \ A)亦
为零测集，因此

m∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| ⩽
m∑
i=1

m(f([xi, yi]))

=
m∑
i=1

m(f([xi, yi] ∩A))

⩽
m∑
i=1

∫
[xi,yi]∩A

|f ′(x)| dx

=
m∑
i=1

∫
[xi,yi]

|f ′(x)| dx

< ε.

故 f 绝对连续。注意上面的不等式用到了 Sard定理6.31。

推论 7.29. 设 f : [a, b] → R为连续的有界变差函数，则 f 绝对连续当且仅当
f 映零测集到零测集。

推论 7.30. 设 f : [a, b] → R处处可微，f ′ ∈ L1([a, b])，则

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt.

证明. 定理7.28的条件 (1)-(3)成立，再由推论6.32，(4)成立。

注 7.31. 推论7.30的一个直接证明可参见 [19, Theorem 7.21]。

最后我们给出常用的关于绝对连续函数的变量代换公式和分部积分公

式，它们的证明留作习题。

定理 7.32 (变量代换公式). 设 f ∈ L1([u(a), u(b)])，u为 [a, b]上单调递增绝
对连续函数，则 f ◦ u · u′ ∈ L1([a, b])，且∫ u(b)

u(a)

f(y) dy =

∫ b

a

f(u(x))f ′(x) dx.

定理 7.33 (分部积分公式). 设 f, g : [a, b] → R绝对连续，则∫ b

a

fg′ dx = f(x)g(x)|ba −
∫ b

a

f ′g dx.
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7.4 习题

8 (本性有界变差函数). 在我们的有界变差函数的定义中，如果修改 f ∈
BV ([a, b])在一点处的函数值，Vf ([a, b])一般会改变。为此，我们定义

∥f∥BV = inf{Vg([a, b]) : g ∈ BV ([a, b])且 f = g, a.e.}.

我们称 ∥f∥BV <∞的函数为本性有界变差函数。

(1) 设 {fn} ⊂ BV ([a, b])，且存在常数 C > 0使得 supn∈N Vfn(a, b) ⩽ C。证
明若对某 f ∈ L1([a, b])，limn→∞ ∥fn − f∥1 = 0，则 f 与某有界变差函

数几乎处处相等。

(2) 设 f ∈ BV ([a, b])，g 为 R 上非负可测函数，且
∫
R g(x) dx = 1。证

明 f ∗ g ∈ BV (R) 且 Vf∗g(R) ⩽ Vf ([a, b])。这里我们当 x < a 时定义

f(x) = f(a)，当 x > b时定义 f(x) = f(b)，此时可以将 f 理解成 R上
的有界变差函数。

(3) 证明 [a, b]上的可测函数为本性有界变差如果

ess Vf ([a, b]) = sup{
m∑
i=0

|f(xi+1 − f(xi)|} <∞,

其中 a = x0 < x1 < · · · < xm < xm+1 = b，m ∈ N，每一 xi（i = 1, . . . ,m）

均为 f 的近似连续点。

9. 设 f ∈ L1([a, b])，当 x < a时 f(x) = f(a)，当 x > b时 f(x) = f(b)。

(1) 证明 f 几乎处处等于某 [a, b]上的有界变差函数当且仅当∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)| dx = O(h), h→ 0.

(2) 证明若 ∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)| dx = o(h), h→ 0,

则 f 几乎处处为常数。

10. 设 f 为 [0, 1]上的绝对连续函数，且对几乎所有的 x ∈ [0, 1]，f ′(x) > 0。

证明 f 严格单调且其反函数 f−1在 [f(0), f(1)]上绝对连续。
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8.1 集合与映射

8.2 准备工作

11. （Baire-Hahn逼近和插值定理）我们从一些稍微简单一些的结论出发。

(a) 设 (X, d)为度量空间，f : X → [−∞,+∞]下半连续、下有界且 f ̸≡ +∞。
对任意 n ∈ N，定义 fn(x) = infy∈X{f(y) + nd(x, y)}，x ∈ X。证明 fn

为 X 上的 Lipschitz函数且 Lip (f) ⩽ n，0 ⩽ f1 ⩽ f2 ⩽ · · · ⩽ f 且任给

x ∈ X，limn→∞ fn(x) = f(x)。

若进一步 X 为局部紧的，则 fn 定义中的 inf可以取到，并且对任意 fn

对应的极小元 yn，limn→∞ yn = x。

若去掉条件“f 下有界”，结论亦成立。

(b) 在 (a)中，如果定义 fn(x) = infy∈X{f(y)+nd2(x, y)}，相应结论亦成立。

上述结论称作 Baire定理。它可以表述为：若X为度量空间，f : X → R
为下半连续函数当且仅当 f 为一单调递增的连续函数 fn的逐点收敛的极限。
读者可参见 [2, Proposition 7.20]另一个基于 Urysohn引理的证明。

(c) 若 X = Rn（赋予标准度量），f : Rn → R 为凸函数，定义 fε(x) =

infy∈Rn{f(y)+ |x−y|2
2ε

}，x ∈ Rn，ε > 0。证明存在 ε0 > 0使得对 ε ∈ (0, ε0)，

fε为 C1的，并且导数 f ′
ε为 Lipschitz函数。并且当 ε↘ 0时，fε单调递

增逐点收敛于 f。

(d) 设 S 为任意集合，f : Rn × S → R且 f(·, s)对任意 s ∈ S 为凸函数，证

明 F (x) = sups∈S f(x, s)仍为凸函数。结合这一点以及上一习题，你能

否给出一个对于一般有界连续函数 f 利用光滑函数逼近的方法？

(c)中的逼近在凸分析里称作 Moreau-Yosida逼近，(d)中的逼近方法称
作 Lasry-Lions正则化。
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(e) 设 X 为度量空间，f 和 g分别为 X 上的下半连续函数和上半连续函数，

g ⩽ f（g < f）。证明存在X上的连续函数 h使得 g ⩽ h ⩽ f（g < h < f）。

(e)的结论称作 Hahn插值定理（[2, Proposition 7.21]）。若 X 为仿紧空

间，这个结论（C. H. Dowker）也是正确的。参见 [9,第 171页]。

证明.

8.3 抽象 Lebesgue积分

12. （等度可积）设 (X,M, µ)为一测度空间，F ⊂ L1(X,µ)称作等度可积

若任给 ε > 0，存在 δ > 0，使得

µ(A) < δ ⇒
∫
A

|f | dµ < ε, f ∈ F .

(a) 证明若序列 fn ∈ L1(X,µ)存在控制函数 g ∈ L1(X,µ)，即 |fn| ⩽ g, a.e.，
则 {fn} ⊂ L1(X,µ)为等度可积。

(b) 证明若 fn, f ∈ L1(X,µ)且 limn→∞ ∥fn − f∥1 = 0，则 {fn} ⊂ L1(X,µ)

为等度可积。

(c) 证明下面的 Vitali的定理：若 µ(X) <∞，{fn}等度可积，fn几乎处处
收敛于 f 且 f 几乎处处有限，则 f ∈ L1(X,µ)且 limn→∞ ∥fn− f∥1 = 0。

(d) 证明下面 Vitali定理的逆命题：若 µ(X) < ∞，{fn} ⊂ L1(X,µ)且对任

意可测集 E，limn→∞
∫
E
fn dµ存在，则 {fn}等度可积。

(e) 证明下面版本的Vitali定理：{fn} ⊂ L1(X,µ)，f ∈ L1(X,µ)，则 limn→∞ ∥fn−
f∥1 = 0等且仅当 (1) fn 依测度 µ收敛于 f；(2) {fn}等度可积；(3)任
给 ε > 0，存在可测集 A使得 µ(A) <∞且对任一 n，

∫
X\A |fn| dµ < ε。

证明. (e)假设 limn→∞ ∥fn − f∥1 = 0。则 (1)由 Chebyshev不等式直接得到。
任给 ε > 0，由 f ∈ L1 的积分绝对连续性，存在 δ > 0使得若 µ(A) < δ 则∫
A
|f | dµ < ε/2。同时存在N ∈ N使得若 n > N，∥fn − f∥1 < ε/2。因此对

n > N，∫
A

|fn| dµ ⩽
∫
A

|f | dµ+

∫
A

|fn − f | dµ ⩽
∫
A

|f | dµ+

∫
X

|fn − f | dµ

⩽ ε

2
+
ε

2
= ε.

因此 {fn}∞n=N+1 为等度可积。又 {fn}Nn=1 为等度可积，故 {fn} 等度可积。
这就证明了 (2)。
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对任给 g ∈ L1，ν(E) =
∫
E
|g| dµ定义了有限测度。对任意 k 设 Ak =

{|g| > 1/k}，A0 = {f = 0}。则 Y = X \ A0 =
∪
Ak，且 Ak ↗ Y。故任

给 ε > 0，存在 N ∈ N使得若 k ⩾ N 则 ν(Ak) > ν(X) − ε。取 A = AN，

B = X \AN。则 X = A ∪B，

µ(A) <∞ 且
∫
B

|g| dµ = ν(X)− ν(AN ) < ε.

现在，任给 ε > 0，存在N ∈ N使得若n > N，∥fn−f∥1 < ε/2。同时由上

面的讨论，存在A0, B0可测，X = A0∪B0，µ(A0) <∞且
∫
B0

|f | dµ < ε/2。

因此对任意 n > N，∫
B0

|fn| dµ ⩽
∫
B0

|f | dµ+ ∥fn − f∥1 < ε.

类似，对 n = 1, . . . , N，存在 An, Bn 可测，X = An ∪ Bn，µ(An) < ∞且∫
Bn

|f | dµ < ε。取A =
∪N

n=0An，B =
∩N

n=0Bn，则X = A∪B，µ(A) <∞
且对任意 n有

∫
B
|fn| dµ < ε。这就证明了 (3)。

反之，

13. 设 (X,M, µ)为 σ-有限测度空间，证明X 中两两不交的正测集族至多可

数。

证明. 设 F 为 X 的可测集族，两两不交且每一 E ∈ F 均有 µ(E) > 0。

首先假设 µ(X) < ∞。定义 Fn = {E ∈ F : m(E) > 1/n}，则我们有
F =

∪
n∈N Fn。因为 µ(X) 有限且 Fn 中元两两不交，故 card (Fn) 有限

（n ∈ N）。从而F 至多可数。σ-有限的情形容易由前面的结论推出。

14. 设 fn : [0, 1] → R为单调递增函数组成的序列，并且依测度 Lebesgue测
度m收敛于可测函数 f。证明若 x ∈ (0, 1)为 f 的连续点则 limn→∞ fn(x) =

f(x)。

证明. 反证法。假设 fn(x)不收敛于 f(x)，则存在 η > 0，nk → ∞，使得对所
有 nk，|fnk

(x)−f(x)| > η。因此，fnk
(x)−f(x) > η或 f(x)−fnk

(x) > η对无

穷多的 nk。如果需要，再选子子列，我们假设对所有 nk，fnk
(x)−f(x) > η。

因为 f 在 x处连续，则存在 δ > 0使得

|y − x| < δ =⇒ |f(y)− f(x)| < η

2
.

我们有

fnk
(y)− f(y) = (fnk

(y)− fnk
(x)) + (fnk

(x)− f(x)) + (f(x)− f(y)).
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任给 y ∈ (x, x+ δ)，则 fnk
(y)− fnk

(x) ⩾ 0，因此

fnk
(y)− f(y) > η − η

2
=
η

2
.

这表明 (x, x+ δ) ⊂ {|fnk
− f | > η

2
}。这与 fnk

依测度收敛于 f 产生矛盾！

另一种 f(x)− fnk
(x) > η的情形，注意

f(y)− fnk
(y) = (f(y)− f(x)) + (f(x)− fnk

(x)) + (fnk
(x)− fnk

(y)).

可以证明 (x− δ, x) ⊂ {|fnk
− f | > η

2
}。类似导出矛盾！

15. 设 A ⊂ Rl，B ⊂ Rm，则对 A×B ⊂ Rl × Rm有

m∗(A×B) = m∗(A)m∗(B)

证明. 任给开集 G ⊂ Rl+m 使得 G ⊃ A × B。任给 y ∈ B，Gy = {x ∈
Rl : (x, y) ∈ G} ⊃ A，故 m(Gy) ⩾ m∗(A)。函数 m(Gy) 可测，且可测集

{y ∈ Rm : m(Gy) ⩾ m∗(A)} ⊃ B。因此由 Fubini定理，

m(G) =

∫
Rm

m(Gy) dy ⩾
∫
{y∈Rm:m(Gy)⩾m∗(A)}

m(Gy) dy ⩾ m∗(A)m∗(B)

由 G的任意性，则m∗(A×B) ⩾ m∗(A)m∗(B)。

不妨设m∗(A),m∗(B) <∞。任给 ε > 0，存在开集 G ⊂ Rl，H ⊂ Rm，

使得

G ⊃ A, m(G) < m∗(A) + ε,

H ⊃ B, m(H) < m∗(B) + ε.

因此

m∗(A×B) ⩽m(G×H) = m(G)m(H) < (m∗(A) + ε) · (m∗(B) + ε)

=m∗(A)m∗(B) + ε(m∗(A) +m∗(B) + ε)

由 ε的任意性，m∗(A×B) ⩽ m∗(A)m∗(B)。

16 (Abel). 设 µ为 [0,+∞)上的 Borel测度，且存在 γ ⩾ 0，C ⩾ 0使得

lim
a→∞

a−γµ([0, a)) = C.

则

lim
t→0+

tγ
∫ ∞

0

e−tx dµ(x) = CΓ(γ + 1),

其中 Γ(a) =
∫∞
0
e−xxa−1 dx.
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17 (Tauber). 设 µ为 [0,+∞)上的 Borel测度。假设
∫∞
0
e−tx dµ(x) <∞对任

意 t > 0，并且存在 γ ⩾ 0，D ⩾ 0使得

lim
t→0+

tγ
∫ ∞

0

e−tx dµ(x) = D.

则

lim
a→∞

a−γµ([0, a)) =
D

Γ(γ + 1)
.

8.4 Lebesgue测度

函数 f : Rl × Rm → R称作 Carathéodry函数若

(1) 对任意 y ∈ Rm，f(·, y) : Rl → R为 Lebesgue可测。

(2) 对任意 x ∈ Rl，f(x, ·) : Rm → R连续。

18. (i) 任意 Carathéodry函数 f 作为 Rl+m上的函数可测。

证明. 设 {yi} ⊂ Rm 为一可数稠密子集。任给闭集 F ⊂ R，f(x, y) ∈ F 当

且仅当任给 k ∈ N，存在 yi使得 |y − yi| < 1/k且 dF (f(x, yi)) < 1/k。这意

味着

f−1(F ) =
∞∩
k=1

∞∪
i=1

[
{x ∈ Rl : dF (f(x, yi)) < 1/k} ×B(yi, 1/k)

]
因为每一 f(·, yi)均可测，dF 连续，故 dF (f(·, yi))可测，从而集合 {x ∈ Rl :

dF (f(x, yi)) < 1/k}为 Rl 中可测集。从而 f−1(F )可测。

19 (测度的支集). 设 µ为局部紧 Hausdorff空间 X 上的 Radon测度，集合

supp (µ) = {x ∈ X :任给开集 U，x ∈ U，有 µ(U) > 0}

称作 µ的支集。

(1) 证明 supp (µ)c 恰为 X 中最大的 µ-零测开集，即 supp (µ)c 为 X 中所有

零测开集之并。（为什么仍为零测集？）

(2) 证明 x ∈ supp (µ) 当且仅当对所有 f ∈ Cc(X, [0, 1])，f(x) > 0，有∫
X
f dµ > 0。

(3) 设 0 < λ < ∞，且 µ(X) = λ，则对 supp (µ) 的任意紧的真子集 K，

µ(K) < λ。

(4) 对 Rn上任意紧子集，构造概率测度 µ使得 supp (µ) = K。
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(5) 设 f ∈ Cc(Rn)非负，m为 Rn 上的 Lebesgue测度，µ(E) =
∫
E
f dm定

义了 Rn上的有限 Borel测度。证明 supp (f) = supp (µ)。

证明. 首先我们证明 U = supp (µ)c为开集。因为任给 x ∈ U，存在包含 x的

µ-零测开集 Ux，并且由定义 Ux ⊂ U。这就证明了 U 为开集。任给 µ-零测开
集 V，由定义，V ⊂ U，故 U 为所有 µ-零测开集之并。下面证明 µ(U) = 0。

任给紧集K ⊂ U 和 x ∈ K，存在开集 Ux ⊂ U，x ∈ Ux且 µ(Ux) = 0。{Ux}
构成了K的一个开覆盖，故存在有限的 Ux1

, . . . , UxN
，K ⊂

∪N
i=1 Uxi

。因此

µ(K) = 0。因此 µ(U) = 0。这就证明了 (1)。
设 x ∈ supp (µ)。任给 f ∈ Cc(X, [0, 1])，f(x) > 0，存在包含 x的开集

Ux，infy∈Ux
f(y) > 0。因此

∫
X
f dµ ⩾ infy∈Ux

f(y) · µ(Ux) > 0。反之，若

x ̸∈ supp (µ)，存在包含 x的 µ-零测开集 Vx。因此存在紧集Kx ⊂ Vx且包含

x。显然 µ(Kx) = 0。由 Urysohn引理，存在 f ∈ Cc(X, [0, 1])，Kx ≺ f ≺ Vx，

f(x) = 1 > 0，但
∫
X
f dµ =

∫
Vx
f dµ ⩽ µ(Vx) = 0。这就证明了 (2)。

设 K ⫋ supp (µ) 为紧集且 µ(K) = λ，因此 Kc 为 µ-零测开集。从而
Kc ⊂ supp (µ)c。因此K ⊃ supp (µ)。矛盾。这证明了 (3)。
下面来构造 (4)中的例子。Rn为可分空间，故K亦为可分。设 {xk}为K

的稠密子集，µxk
为 xk处的 Dirac测度。定义 µ =

∑∞
k=1

1
2k
µxk
。任给 x ∈ K

以及任给 x的邻域 Ux，存在 xk ∈ Ux，因此 µ(Ux) ⩾ µ({xk}) = 1/2k > 0。

因此 K ⊂ supp (µ)。若 x ̸∈ K，由 K 的紧性，存在 x 的邻域 Vx，使得

Vx ∩K = ∅。因此 µ(Vx) = 0，即 x ̸∈ supp (µ)。综上，K = supp (µ)。
设 x ∈ supp (f)。任给 x 的邻域 Ux，由 f 支集的定义及 f 的连续性，

存在 B(y, r) ⊂ Ux 使得 infz∈B(y,r) f(z) > 0，故 µ(Ux) ⩾ µ(B(y, r)) =∫
B(y,r)

f dy > 0。从而 x ∈ supp (µ)。反之，若 x ̸∈ supp (f)，则存在 x的邻域

Ux，Ux∩supp (f) = ∅。因此，f在Ux上恒等于 0，从而µ(Ux) =
∫
Ux
f dµ = 0。

这说明 x ̸∈ supp (µ)。这就证明了 (5)。

8.5 Lp空间

20 (上下确界卷积). 假设 f, g : Rn → (−∞,+∞]，定义 f 和 g的下确界卷积
f ▽ g : Rn → [−∞,+∞]为

(f ▽ g)(x) = inf{f(x1) + f(x2) : x1 + x2 = x}

= inf
y∈Rn

{f(y) + g(x− y)}.

在凸分析中，下确界卷积是一个重要的概念（参见 [15]）。

21. 设 0 < p < q < ∞，f ∈ Lp(Rn)。证明任给 ε > 0和 K > 0，存在函数

g ∈ Lp(Rn)使得 ∥f − g∥p < ε但 ∥g∥q ⩾ K。
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22. 设 (X,M, µ)为概率测度空间，1 < p <∞，q为 p的共轭指数，f ∈ Lp(X)

非负且
∫
X
f dµ > λ > 0。证明∫

X

(f − λ) dµ ⩽ µ({f > λ})1/q · ∥f∥p.

证明. 由 Hölder不等式，∫
X

f · 1{f>λ} dµ ⩽ µ({f > λ})1/q · ∥f∥p.

又 f · 1{f>λ} ⩾ f − λ，得证。

23. 设 (X,M, µ) 为概率测度空间，X 上的可测函数 f 满足 ∥f∥p = ∥f∥q
（0 < p < q <∞）。证明 |f | = ∥f∥p，µ−a.e.。得证。

证明. 不是一般性，假设 f ̸≡ 0，a.e.。由 Hölder 不等式，
∫
X
|f |p dµ ⩽(∫

X
|f |q dµ

)p/q
=
∫
X
|f |p dµ。由Hölder不等式等号成立的条件，(|f |/∥f∥p)p =

1，a.e.。

24. 设 (X,M, µ)为概率测度空间，f : X → R可测，ϕ, ψ为 R上的单调函
数。

(1) 证明 ϕ ◦ f 与 ψ ◦ f 均可测。

(2) 若 ϕ, ψ同时递增或递减，ϕ ◦ f, ψ ◦ f, f ∈ L1(µ)，则(∫
X

ϕ(f) dµ

)
·
(∫

X

ψ(f) dµ

)
⩽
∫
X

ϕ(f)ψ(f) dµ.

(3) 与前题同样条件下，

ψ

(∫
X

f dµ

)∫
X

ϕ(f) dµ+ ϕ

(∫
X

f dµ

)∫
X

ψ(f) dµ

⩽
∫
X

ϕ(f)ψ(f) dµ+ ϕ

(∫
X

f dµ

)
ψ

(∫
X

f dµ

)
.

(4) 若 ϕ, ψ具有相反的单调性，则上面的两个不等号均反号。

(5) 若 ∥f∥∞ < 1

证明. 首先注意到，单调函数 Borel可测，故 ϕ(f)和 ψ(f)均可测。这就证

明了 (1)
因为 ϕ, ψ同时递增或递减，故

(ψ(t)− ψ(s))(ϕ(t)− ϕ(s)) ⩾ 0, ∀s, t ∈ R. (8.1)
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在(8.1)中取 t = f(x)和 s = f(y)得，

(ψ(f(x))− ψ(f(y)))(ϕ(f(x))− ϕ(f(y))) ⩾ 0, ∀x, y ∈ R.

对 x积分得 ∫
R
ϕ(f)ψ(f) dµ+ ϕ(f(y))ψ(f(y))

− ψ(f(y))

∫
R
ϕ(f) dµ− ϕ(f(y))

∫
R
ψ(f) dµ ⩾ 0.

在对 y积分得

2

∫
R
ϕ(f)ψ(f) dµ− 2

(∫
R
ϕ(f) dµ

)
·
(∫

R
ψ(f) dµ

)
⩾ 0.

这就证明了 (2)。
在(8.1)中取 t = f(x)和 s =

∫
R f dµ，再对 x积分即证明了 (3)。

若 ϕ, ψ具有相反的单调性，则(8.1)的不等号变号，从而所有不等式取相
反不等号。这就证明了 (4)。

25. 设 (X,µ)为概率测度空间，存在 r > 0和非负可测函数 f ∈ Lr(X,µ)使

得 log(f) ∈ L1(X,µ)（我们约定 log(0) = −∞）。定义 [0, r]上的函数 F：

F (p) =

∫
X

fp dµ, p ∈ (0, r]; F (0) = 1.

证明 F 在 [0, r)上右可微并计算 F 的右导数。

证明. 回忆微积分的基本事实，任给 t > 0，设 ϕ(p) = (tp − 1)/p，p > 0。则

ϕ′(p) =
tp log(tp)− (tp − 1)

p2
=
z log(z)− z + 1

p2
,

其中 z = tp > 0。注意到，对函数 ψ(z) = z log(z) − z + 1，ψ(1) = 0，

ψ′′(z) > 0（z > 0）且 ψ′(1) = 0。故 ψ(z) ⩾ 0（z > 0）。因此函数 ϕ关于 p

是递增函数，并且 limp→0+ ϕ(p) = log(t)。由条件，|f |r 和 log(f)均几乎处
处有限，又当 p ⩽ r时，函数 (fp− 1)/p有上界为可积函数 (f r − 1)/r。因此

lim
p→0+

F (p)− F (0)

p
= lim

p→0+

∫
X

fp − 1

p
dµ =

∫
X

log(f) dµ.

一般，任给 p ∈ [0, r)，ε0 < r − p以及任意 0 < ε ⩽ ε0，
F (p+ ε)− F (p)

ε
=

∫
X

fp+ε − fp

ε
dµ =

∫
X

fp · f
ε − 1

ε
dµ.

注意上式右端被积函数有上界 fp · fε0−1
ε0

∈ L1（由 Hölder 不等式及条件
f ∈ Lr），故

lim
ε→0+

F (p+ ε)− F (p)

ε
=

∫
X

fp log(f) dµ.

这就证明了 F 在 [0, r)上右可微且右导数为
∫
X
fp log(f) dµ。
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8.6 微分

26. 设 f ∈ L1([a, b])满足

lim
h→0

1

h

∫ b

a

|f(t+ h)− f(t)| dt = 0.

证明 f 几乎处处为常数。

证明. 设 x, y为 f 的 Lebesgue点，a < x < y < b。则

lim
h→0

1

h

∫ y+h

x+h

|f(t+ h)− f(t)| dt = 0.

从而

lim
h→0

1

h

∫ y+h

x+h

(f(t+ h)− f(t)) dt = 0.

对充分小的 h，有等式

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt− 1

h

∫ y+h

y

f(t) dt =
1

h

∫ y

x

f(t) dt− 1

h

∫ y+h

x+h

f(t) dt

=
1

h

∫ y+h

x+h

(f(t+ h)− f(t)) dt.

令 h→ 0，则有 f(x) = f(y)。又几乎所有 [a, b]中点均为 Lebesgue点，故 f

几乎处处为常数。

27. 设 (X,M, µ)为有限测度空间。若 f 非负可测，则 f ∈ L1(µ)当且仅当

任给 ε > 0存在 δ > 0使得 µ(A) < δ =⇒
∫
A
f dµ < ε。

证明. 设 Ek = {f > n}（n ∈ N），En 单调递减。因为
∩

n∈NEn = ∅，故
limn→∞ µ(En) = 0。任给 ε > 0，存在 δ > 0，对充分大的N ∈ N，µ(EN ) < δ，

从而
∫
EN

f dµ < ε。因此∫
X

f dµ =

∫
EN

f dµ+

∫
Ec

N

f dµ ⩽ ε+N · µ(Ec
N ) <∞.

相反的反向由积分的绝对连续性得到。

28. 设A ⊂ Rn为 Lebesgue可测集，D ⊂ Rn为一稠密子集。若对所有 d ∈ D

有 d+A = A，证明m(A) = 0或m(Ac) = 0。

证明. 设 B 为 Rn 中的任意开球，定义函数 φ(x) = m(A ∩ (x + B))，则 φ

连续。注意到对任意 d ∈ D，

A ∩ (d+B) = (d+A) ∩ (d+B) = d+ (A ∩B),
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故 φ(d) = m(A ∩ B)。因为 D 在 Rn 中稠密，这表明 φ ≡ m(A ∩ B)。而

且，对任意开球 B′，r(B′) = r(B)，存在 x ∈ Rn 使得 x + B = B′。结合

Lebesgue微分定理，这表明

lim
r→∞

m(A ∩B(x, r))

m(B(x, r))

与 x无关并且极限只能取 0或 1，a.e.。第一种情形，m(A) = 0，另一种情

形，m(Ac) = 0。

29. 设 A ⊂ R为 Lebesgue可测集。d ∈ R称作 A的周期若 d+A = A。若 A

具有任意小的周期，证明m(A) = 0或m(Ac) = 0。

证明. 不失一般性，假设 A具有任意小的正周期，即 {dn}为 A的正周期周

期序列且 limn→∞ dn = 0。定义集合D = {mdn : n ∈ N,m ∈ Z}。由习题28，
只需证明 D 在 R 中稠密。事实上，任给 x ∈ R，存在 mn ∈ Z，an ∈ R，
|an| < dn使得 x = mndn + an。又 limn→∞ dn = 0，故 D在 R中稠密。

30. 设 f : Rn → R可测，任给 λ ∈ R定义 Eλ = {x ∈ Rn : f(x) = λ}，以及
函数 g : R → [0,+∞]为 g(λ) = m(Eλ)。证明 g可测并计算

∫
R g(λ) dλ。

证明. 注意到可测集列 {Eλ}是两两不交的。因此集合 {λ ∈ R : m(Eλ) > 0}
是可数的（参见习题13）。从而 g = 0，a.e.。因此

∫
R g(λ) dλ = 0。

31. 证明若 f ∈ L1
loc(Rn)，则 f 的 Lebesgue集为 Borel集。

证明. 设 A为 f 的 Lebesgue集。我们断言

A = B :=
∞∩
k=1

∪
q∈Qn

{
x ∈ Rn : lim sup

r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− q| dy < 1

k

}
.

事实上，任给 x ∈ A，存在 z ∈ R，使得

lim sup
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− z| dy = 0.

从而对任意 k ∈ N，存在 q ∈ Qn，使得 |z − q| < 1/k。从而

lim sup
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− q| dy < 1

k
, k ∈ N.

这就证明了 A ⊂ B。反之，若 x ∈ B，则任给 k ∈ N，存在 qk ∈ Qn，使得

lim sup
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− qk| dy <
1

k
.
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可以看出 {qk}为 Cauchy序列，这是因为由

|qk − qj | ⩽
1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− qk| dy +
1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− qj | dy,

有 |qk − qj | ⩽ 1/k + 1/j。设 z = limk→∞ qk，则

lim
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− z| dy = 0.

因此 B ⊂ A。对任意 r > 0，函数

x 7→
∫
B(x,r)

|f(y)− q| dy

连续。故 A是 Borel可测的。

32. 我们来讨论一下 Rn上某些子集的可测性。

(1) 证明 E ⊂ Rn可测若m(∂E) = 0。

(2) 假设 E 为 Rn 中（可能不可数）半径不超过 1的非退化闭球族之并，证

明 E 可测。

(3) 证明上一题的结论即便对于闭球的半径没有限制亦成立。

(4) 证明上述的集合 E 可能不是 Borel集。

(5) 如果在上面的问题中将闭球换成多面体，如何保证结论仍然成立？

8.7 R1上函数的微分

33. 设 f : [a, b] → R，A ⊂ [a, b]可测，E = {x ∈ A : f ′(x)存在}。

(1) 若 f 单调递增且绝对连续。证明 f(A)可测且∫
E

f ′(x)dx = m(f(E)) = m(f(A)).

(2) 若 A = [a, b]且 f 单调递增且绝对连续，证明 f(E)为零测集当且仅当

f ′(x) = 0对几乎所有的 x ∈ E。

证明. 首先假设 C ⊂ [a, b]为开集，则 C =
∪

k⩾1(ak, bk)，(ak, bk)两两不交。

则

m(f(C)) =m

(
f

(∪
k⩾1

(ak, bk)

))
=
∑
k⩾1

m(f((ak, bk)))

=
∑
k⩾1

(f(bk)− f(ak)) =
∑
k⩾1

∫ bk

ak

f ′(x) dx =

∫
C

f ′(x) dx.
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设 {Ak}与 {Bk}为开集列，A ⊂ Ak，f(A) ⊂ Bk（k ∈ N），且

lim
k→∞

m(Ak) = m(A), lim
k→∞

m(Bk) = m(f(A)).

因为m(f(A)) ⩽ m(f(f−1(Bk) ∩Ak)) ⩽ m(f(f−1(Bk))) ⩽ m(Bk)，故

m∗(f(A)) = lim
k→∞

m(f(f−1(Bk) ∩Ak))

= lim
k→∞

∫
f−1(Bk)∩Ak

f ′(x) dx （f−1(Bk) ∩Ak ∩ (a, b)为开集）

=

∫
A

f ′(x) dx =

∫
E

f ′(x) dx.

因为 A = E ∪N，N 为零测集，f 为 N -函数，故 f(A)可测且 m(f(A)) =

m(f(E))。这就证明了 (1)。



8.7 R1上函数的微分 145

34. 设 f 为 [a, b] 上的单调递增函数，A ⊂ [a, b] 为 Lebesgue 可测集，E =

{x ∈ A : f ′(x)存在}。证明∫
A

f ′(x)dx = m∗(f(E)) ⩽ m∗(f(A)),

并且若进一步 f 绝对连续，则上式等号成立。

证明. 首先假设 f 绝对连续，并且 C ⊂ [a, b]为开集，则 C =
∪

k⩾1(ak, bk)，

(ak, bk)两两不交。则

m(f(C)) =m

(
f

(∪
k⩾1

(ak, bk)

))
=
∑
k⩾1

m(f((ak, bk)))

=
∑
k⩾1

(f(bk)− f(ak)) =
∑
k⩾1

∫ bk

ak

f ′(x) dx =

∫
C

f ′(x) dx.

设 {Ak}与 {Bk}为开集列，A ⊂ Ak，f(A) ⊂ Bk（k ∈ N），且

lim
k→∞

m(Ak) = m(A), lim
k→∞

m(Bk) = m(f(A)).

因为m(f(A)) ⩽ m(f(f−1(Bk) ∩Ak)) ⩽ m(f(f−1(Bk))) ⩽ m(Bk)，故

m∗(f(A)) = lim
k→∞

m(f(f−1(Bk) ∩Ak))

= lim
k→∞

∫
f−1(Bk)∩Ak

f ′(x) dx （f−1(Bk) ∩Ak ∩ (a, b)为开集）

=

∫
A

f ′(x) dx.

又 A = E ∪N，N 为零测集，故 f 的绝对连续性表明m(f(A)) = m(f(E))。

这就证明了当 f 为绝对连续时，结论成立。

最后，f = g+ h，其中 g为单调递增的绝对连续函数，h为单调递增的

奇异函数。故

m∗(f(A)) ⩾ m(f(E)) ⩾ m(g(E)).

最后一个不等式是因为：任给 ε > 0，存在 U =
∪

k⩾1 Ik ⊃ f(E)，其中 {Ik}
为两两不交的开区间，使得m(U) < m∗(f(E)) + ε。注意到 {f−1(Ik)}为两
两不交的可测集（区间，单点或空集），m(g(f−1(Ik))) ⩽ m(Ik)，从而

m(g(E)) ⩽m
(
g

(∪
k⩾1

f−1(Ik)

))
⩽
∑
k⩾1

m(g(f−1(Ik)))

⩽
∑
k⩾1

m(Ik) = m(U) ⩽ m∗(f(E)) + ε.
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由 ε的任意性得到。

因此

m∗(f(A)) ⩾ m(g(E)) =

∫
E

g′(x) dx =

∫
A

f ′(x) dx.

再由 Sard定理，m(f(E)) ⩽
∫
E
f ′(x) dx =

∫
A
f ′(x) dx。证毕。



附录 A 不同观点看 Lebesgue测度

A.1 Carathéodory构造与 Lebesgue测度

本附录将解释，教材正文中的关于 Lebesgue测度的构造与一般的由外
测度出发的 Carathéodory构造之间的联系。

A.1.1 Carathéodory构造

定义 A.1. 设X 为一非空集合。µ∗ : P(X) → [0,+∞]称作X 上的外测度若

(1) µ∗(∅) = 0。

(2) 若 A ⊂ B，则 µ∗(A) ⩽ µ∗(B)。

(3) µ∗(
∪

k∈NAk) ⩽
∑

k∈N µ
∗(Ak)。

Carathéodory给出了外测度的一种十分一般的构造。

命题 A.2. 设 E 为 X 的子集类包含了 ∅和 X，映射 ρ : E → [0,+∞]满足
ρ(∅) = 0。则

µ∗(A) = inf {
∑
j∈N

ρ(Ej) : Ej ∈ E , A ⊂
∪
j∈N

Ej}, A ∈ P(X),

定义了 X 上的一个外测度。

证明. 对任意A ⊂ X，若对所有的 j取Ej = X，则A ⊂
∪

j∈NEj，从而 µ∗是

有意义的。若对所有的 j取Ej = ∅，则得到 µ∗(∅) = 0。外测度定义中的 (2)
由 µ∗的定义得到。事实上，若A ⊂ B，则覆盖B的 {Ej}的集合族比覆盖A

的 {Ej}的集合族小。最后我们来验证可列可加性。设 {Aj}j∈N ⊂ P(X)且

A =
∪

j∈NAj。不妨假设每一 µ∗(Aj) <∞，否则平凡。任给 ε > 0，对每一

j 存在 {Ek
j }k∈N ⊂ E 使得 Aj ⊂

∪
k∈NE

k
j 且

∑
k∈N ρ(E

k
j ) < µ∗(Aj) + 2−jε。

因此 A ⊂
∪

j,k∈NE
k
j 且

∑
j,k∈N ρ(E

k
j ) <

∑
j∈N µ

∗(Aj) + ε。因此 µ∗(A) <∑
j∈N µ

∗(Aj) + ε。由 ε的任意性，得证。

147
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下面的一步是关键的。

定义 A.3. 若 µ∗ 为一 X 上的外测度，集合 A ⊂ X 称作 µ∗-可测若满足下面
的 Carathéodory判据:

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac), E ∈ P(X).

由外测度的次可加性，验证 Carathéodory判据仅需验证

µ∗(E) ⩾ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac), ∀E ∈ P(X), µ∗(E) <∞.

定理 A.4 (Carathéodory). 若 µ∗ 为 X 上的外测度，则 µ∗-可测集组成集合类
M∗构成一个 σ-代数，并且 µ∗限制在M∗上为一完备的测度。

证明. 首先注意到，容易看出 A ∈ M∗ 可以推出 Ac ∈ M∗。这可以从

Carathéodory 判据直接看出。∅ ∈ M∗ 且 µ∗(∅) = 0 也是平凡的。因此

X ∈ M∗。余下的部分我们将证明可列可加性。

我们先证明有限可加性。假设 A,B ∈ M∗，E ⊂ X。则由 Carathéodory
判据

µ∗(E) =µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac)

=µ∗(E ∩A ∩B) + µ∗(E ∩A ∩Bc) + µ∗(E ∩Ac ∩B) + µ∗(E ∩Ac ∩Bc)

由等式 A ∪B = (A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (B ∩Ac)及次可加性

µ∗(E ∩A ∩B) + µ∗(E ∩A ∩Bc) + µ∗(E ∩Ac ∩B) ⩾ µ∗(E ∩ (A ∪B)).

故

µ∗(E) ⩾µ∗(E ∩Ac ∩Bc) + µ∗(E ∩ (A ∪B))

=µ∗(E ∩ (A ∪B)c) + µ∗(E ∩ (A ∪B))

因此 A ∪B ∈ M∗。若 A,B ∈ M∗且 A ∩B = ∅，则

µ∗(A ∪B) = µ∗((A ∪B) ∩A) + µ∗((A ∪B) ∩Ac) = µ∗(A) + µ∗(B).

这就证明了有限可加性。

欲证明M∗为一 σ-代数，只需证明可列可加性。假设 {Aj}为一列两两
不交的 µ∗-可测集。定义 Bn =

∪n
j=1Aj 和 B =

∪∞
j=1Aj。任给 E ⊂ X，

µ∗(E ∩Bn) =µ∗(E ∩Bn ∩An) + µ∗(E ∩Bn ∩Ac
n)

=µ∗(E ∩An) + µ∗(E ∩Bn−1).
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由简单的归纳法有 µ∗(E ∩Bn) =
∑n

j=1 µ
∗(E ∩Aj)。因此

µ∗(E) = µ∗(E ∩Bn) + µ∗(E ∩Bc
n) ⩾

n∑
j=1

µ∗(E ∩Aj) + µ∗(E ∩Bc).

令 n→ ∞我们有

µ∗(E) ⩾
∞∑
j=1

µ∗(E ∩Aj) + µ∗(E ∩Bc)

⩾µ∗

(
∞∪
j=1

(E ∩Aj)

)
+ µ∗(E ∩Bc)

=µ∗(E ∩B) + µ∗(E ∩Bc) = µ∗(E)

因此上式为等式，从而 B ∈ M∗且满足可列可加性。

最后我们验证 (X,M∗, µ∗)是完备测度空间。若µ∗(A) = 0，任给E ⊂ X，

µ∗(E) ⩽ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac) = µ∗(E ∩Ac) ⩽ µ∗(E).

因此 A ∈ M∗，从而完成了证明。

作为上述 Carathéodory定理的应用，我们来讨论一下如何将一个“测度”
从一个集合代数扩张的一个 σ-代数上。

定义 A.5. 假设A ⊂ P(X)为一集合代数。µ0 : A → [0,∞]称作预测度若

(1) µ0(∅) = 0。

(2) 若 {Aj}j∈N ⊂ A 两两不交且A =
∪

j∈NAj ∈ A，则µ0(A) =
∑

j∈N µ0(Aj)。

若A 为X上的集合代数，µ0为A 上的预测度，仿照前面 Carathéodory
构造，可以定义外测度

µ∗(E) = inf

{∑
j∈N

µ0(Aj) : Aj ∈ A , E ⊂
∪
j∈N

Aj

}
. (A.1)

引理 A.6. 若A 为X 上的集合代数，µ0为A 上的预测度，µ∗如(A.1)定义，
则 µ∗限制在A 上与 µ0相容，且A 中元均 µ∗-可测。

证明. 假设 E ∈ A。若 {Aj} ⊂ A 且 E ⊂
∪

j∈NAj，令 B1 = E ∩ A1，

Bn = E ∩ (An \
∪n−1

j=1 Aj)（n ⩾ 2）。则 {Bn}两两不交且 E =
∪

j∈NBj。故

µ0(E) =
∑
j∈N

µ0(Bj) ⩽
∑
j∈N

µ0(Aj).
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从而 µ0(E) ⩽ µ∗(E)。相反的不等号是平凡的。因为我们只要选取 A1 = E

以及 Aj = ∅（j ⩾ 2）。综上 µ0(E) = µ∗(E)。

假设 A ∈ A，E ⊂ X。任给 ε > 0，存在 {Bj} ⊂ A，E ⊂
∪

j∈NBj 使

得
∑

j∈N µ0(Bj) < µ∗(E) + ε。因为预测度 µ0满足有限可加性，故

µ∗(E) + ε >
∑
j∈N

µ0(Bj) =
∑
j∈N

µ0(Bj ∩A) +
∑
j∈N

µ0(Bj ∩Ac)

⩾µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac).

由 ε任意性，µ∗(E) ⩾ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac)。因此 A满足 Carathéodory
判据，从而 A为 µ∗-可测。证毕。

定理 A.7 (Carathéodory扩张定理). 设 µ0 为集合代数 A ⊂ P(X)上的预测
度，M为A 生成的 σ-代数。则存在测度 µ为 µ0从A 到M的扩张。确切
地说，若 µ∗为(A.1)所决定，则测度 µ为外测度 µ∗在M上的限制。

若 ν 为另一个M上的测度且为 µ0的扩张，则 ν ⩽ µ，并且等号对满足
µ(E) <∞的 E 成立。若 µ0为 σ-有限，则上述扩张唯一。

证明. 由引理A.6，所有 µ∗-可测集M∗ 构成的 σ-代数包含了 A，从而包含

了M。设 µ为 µ∗ 在M上的限制，由定理A.4，µ为M上的测度。再由引

理A.6，µ限制在A 上与 µ0相容。这证明了定理的第一部分。

现假设 ν为另一个M上的测度且为µ0的扩张。若E ∈ M，{Aj} ⊂ A 使

得E ⊂
∪

j∈NAj，则 ν(E) ⩽
∑

j∈N ν(Aj) =
∑

j∈N µ0(Aj)。因此 ν(E) ⩽ µ(E)。

特别，对任意 {Aj} ⊂ A，设 A =
∪

j∈NAj，则 A ∈ M，

ν(A) = lim
n→∞

ν(
n∪

j=1

Aj) = lim
n→∞

µ(
n∪

j=1

Aj) = µ(A).

若 µ(E) < ∞，任给 ε > 0，存在 {Aj} ⊂ A，E ⊂ A =
∪

j∈NAj 使得

µ(A) < µ(E) + ε。因此 µ(A \ E) < ε，

µ(E) ⩽ µ(A) = ν(A) = ν(E) + ν(A \ E) ⩽ ν(E) + µ(A \ E) ⩽ ν(E) + ε.

由 ε的任意性，并结合前面的不等式，ν(E) = µ(E)。

最后，因为 µ0为 σ-有限，则存在 {Aj} ⊂ A，µ0(Aj) <∞（j ∈ N）使
得 X =

∪
j∈NAj。不失一般性，我们可以假设 {Aj}两两不交。因此

µ(E) =
∑
j∈N

µ(E ∩Aj) =
∑
j∈N

ν(E ∩Aj) = ν(E).

这就证明了唯一性。
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注 A.8. 定理A.7的证明实际上蕴含了更多的信息。实际上 µ0 可以扩张到所

有 µ∗-可测集构成的 σ-代数M∗上。

定理 A.9. 设A ⊂ P(X)为一集合代数，µ0为A 上的预测度，µ∗为(A.1)决
定的外测度。记Aσ 为A 中集合可数并组成的集合族，Aσδ 为Aσ 中元的可
数交组成的集合族。

(1) 任给 E ⊂ X 和 ε > 0，存在 A ∈ Aσ，E ⊂ A，且 µ∗(A) ⩽ µ∗(E) + ε。

(2) 若 µ∗(E) < ∞，则 E 为 µ∗-可测当且仅当存在 B ∈ Aσδ 使得 E ⊂ B 且
µ∗(B \ E) = 0。

(3) 若 µ0为 σ-有限，结论(2)去掉 µ∗(E) <∞的条件亦成立。

证明. 设M∗ 为所有 µ∗-可测集构成的 σ-代数，由注A.8，设 µ为定理A.7决
定的 µ0到M∗上的扩张。

不失一般性假设µ∗(E) <∞。任给E ⊂ X和 ε > 0，存在A =
∪

j∈NAj ∈
Aσ（不失一般性，可假设 {Aj}两两不交），E ⊂ A使得

µ∗(E) + ε >
∑
j∈N

µ0(Aj) =
∑
j∈N

µ(Aj) = µ(A) = µ∗(A).

这就证明了 (1)。
下面证明 (2)。若存在 B ∈ Aσδ 使得 E ⊂ B 且 µ∗(B \ E) = 0，由定

理A.4，B \E ∈ M∗。因此 E = B ∪ (B \E) ∈ M∗。反之，我们假设 E ∈ M∗

且 µ∗(E) <∞。由 (1)，存在 Aj ∈ Aσ，E ⊂ Aj 使得

µ(Aj) = µ∗(Aj) < µ∗(E) +
1

j
, j ∈ N.

定义 B =
∩

j∈NAj，则 B ∈ Aσδ 且 E ⊂ B

µ∗(B \ E) = µ(B \ E) = µ(B)− µ(E) ⩽ µ(Aj)− µ∗(E) <
1

j
, j ∈ N.

由 j 的任意性，µ∗(B \ E) = 0。

最后，若 µ0 为 σ-有限。存在 {Aj} ∈ A，µ0(Aj) < ∞（不失一般性，
可假设 {Aj}两两不交）使得 X =

∪
j∈NAj。对每一 Ej = E ∩ Aj 运用 (2)

得到相应的 Bj，再令 B =
∪

j∈NBj 即可。

类似如前面 Lebesgue测度的构造，我们也可以引入内测度。

定义 A.10. 设 µ0 为集合代数 A ⊂ P(X) 上的预测度且 µ0(X) < ∞。µ∗

为(A.1)决定的外测度。定义集合 E ⊂ X 的内测度为

µ∗(E) = µ0(X)− µ∗(Ec).
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命题 A.11. 设 µ0 为集合代数 A ⊂ P(X) 上的预测度且 µ0(X) < ∞。µ∗

为(A.1)决定的外测度。则 µ∗ ⩽ µ∗，并且 E 为 µ∗-可测当且仅当 µ∗(E) =

µ∗(E)。

证明. 由内测度的定义及外测度的次可加性，µ∗ ⩽ µ∗。设M∗为所有 µ∗-可
测集构成的 σ-代数，由注A.8，设 µ为定理A.7决定的 µ0到M∗上的扩张。

若E为 µ∗-可测，存在A,B ∈ Aσδ，A ⊃ Ec，B ⊃ E使得 µ∗(A\Ec) =

µ∗(B \ E) = 0。因此

µ∗(E) ⩽µ∗(B) = µ(B) = µ(Ac) + µ(B \Ac)

⩽µ(Ac) + µ∗(B \ E) = µ(X)− µ∗(A)

⩽µ(X)− µ∗(Ec) = µ∗(E).

故 µ∗(E) = µ∗(E)。

反之，假设 µ∗(E) = µ∗(E)。由定理A.9 (1)，存在Aj , Bj ∈ Aσ，Aj ⊃ Ec，

Bj ⊃ E，使得

µ(Aj) < µ∗(Ec) +
1

2j
, µ(Bj) < µ∗(E) +

1

2j

因此

µ(Bj \ E) ⩽µ(Bj \Ac
j) = µ(Bj)− µ(Ac

j) = µ(Bj)− (µ(X)− µ(Aj))

⩽µ∗(E) +
1

2j
− µ(X) + µ∗(Ec) +

1

2j

⩽ 1

j
.

令 B =
∩

j∈NBj，则 µ(B \E) ⩽ 1
j
。由 j的任意性，µ(B \E) = 0。定理A.9

(2)表明 E 为 µ∗-可测。

下面我们来解释，定理A.4中的测度是定理A.7中的测度的完备化。

定理 A.12. 设 (X,M, µ) 为一测度空间。µ∗ 为(A.1)决定的外测度，M∗ 为
µ∗-可测集的 σ-代数，测度 µ̄ 为 µ∗ 在 M∗ 上的限制。若 µ 为 σ-有限，则
(X,M∗, µ̄)为 (X,M, µ)的完备化。

证明. 分别对 E 和 Ec运用定理A.9的 (3)。

A.1.2 Lebesgue测度与 Carathéodory构造

我们回忆前面我们在 Euclid空间 Rn上构造 Lebesgue测度m的过程。
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– 首先对每一特殊矩体 I =
∏n

i=1[ai, bi]，定义m(I) = vol (I) =
∏n

i=1(bi−ai)
使得我们构造的m(I)与几何体 I 的体积 vol(I)相容。这一点是十分自然
的。对于有限个特殊矩体之并构成的特殊多面体亦然。

– 因为任意开集 G ⊂ Rn 均可写成内部不交的可数个特殊矩体 Ik 之并，即

Rn =
∪

k∈N Ik，因此开集 G的“测度”m(G)已经可以理解为这些特殊矩

体的体积之并。从这个意义上，开集的测度也是与其几何意义下的体积相

容的。至于紧集 K，因为我们当然也可以理解 m(K)通过它关于某包含

它的有界开集 G ⊃ K 的补集 G \K（为开集）来理解。注意到，我们实
际上是用内测度m∗(K)来理解的。

– 在接下来一步，考虑 Rn 上的拓扑 τ，因为 τ 中元在（可数）并运算下封

闭，因此我们实际上是按照 Carathéodory构造定义了外测度 m∗。如果直

接利用定理A.4，我们就得到了利用 Carathéodory判据定义的 m∗-可测集
类M∗，以及m∗限制在M∗为一完备测度，即 Lebesgue测度。不过我们
接下来详细解释了这一过程。

– 在第五步，我们是沿用命题A.11的表述来定义一个 m∗-可测集类 L0，它

为一集合代数。这一步我们实际是说明了m为L0上的预测度。

– 最后一步，我们运用 Carathéodory扩张定理验证了m可以扩张到L 成为

Lebesgue测度。这个过程我们需要运用逼近性质定理A.9。注意这里我们
使用了条件“预测度m为 σ-有限”，因为m在紧集上有限且 Rn为 σ-紧。

利用 Carathéodory扩张定理，我们还可以看出，从包含 τ 的最小集合代

数A (τ)出发，我们可以将m扩张成A (τ)上的一个预测度，再扩张到Borel
集类B(Rn)上，使得 (Rn,B(Rn),m)为一 Borel测度空间。而 (Rn,L ,m)

为 (Rn,B(Rn),m)的完备化。



154 附录 A 不同观点看 LEBESGUE测度

A.2 Brunn-Minkowski不式及其应用

下面我们提供 Brunn-Minkowski不等式(4.4)另一个解析的证明。

定理 A.13 (Prékopa–Leindler不等式). 设 λ ∈ (0, 1)，f, g, h为 Rn上的非负可
积函数，且

h((1− λ)x+ λy) ⩾ f(x)1−λg(y)λ, ∀x, y ∈ Rn.

则 ∫
Rn

h dm ⩾
(∫

Rn

f dm

)1−λ

·
(∫

Rn

g dm

)λ

.

定理A.13的证明我们将放了后面的章节。下面我们利用Prékopa–Leindler
不等式来证明 Brunn-Minkowski不等式。

定理 A.14 (Brunn-Minkowski不等式 II). 假设 A,B ⊂ Rn，且 λA+ (1− λ)B

对 λ ∈ [0, 1]均可测（比如 A,B 均为紧集），则不等式(4.4)成立。

证明. 在 Prékopa–Leindler不等式中，取 f = 1A，g = 1B 和 h = 1(1−λ)A+λB

（λ ∈ (0, 1)）。我们断言

h((1− λ)x+ λy) ⩾ f(x)1−λg(y)λ, ∀x, y ∈ Rn.

事实上，若上式右端为 0，自然成立，否则 f(x)1−λg(y)λ = 1，这意味着 x ∈ A

且 y ∈ B，从而 (1− λ)x+ λy ∈ (1− λ)A+ λB，因此 h((1− λ)x+ λy) = 1。

现在 Prékopa–Leindler不等式表明

m((1− λ)A+ λB) ⩾ m(A)1−λm(B)λ.
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