
模形式和费马大定理

在数论里，费马大定理(或者费马猜想)是说：当n是大于或等于三的正

整数时，方程

FLT(n) : xn + yn = zn, xyz 6= 0

没有整数解。这与n = 1或2的情形完全不一样，因为那两种情况下，方程都

有无穷多的解。

费马大定理是由法国数学家费马(Pierre de Fermat)在1637年提出的，

这样一个看似简单的关于整数的问题困扰了数学界350多年，最终由英国数

学家Andrew Wiles证明。Wiles的证明在1994 年发布出来，于1995年正式发

表。Wiles的证明被评价为“惊人的进展”，其中汇集了无数数学家在椭圆曲

线、模曲线、Galois表示等方面的成果，也包含了许多突破性和创新性的工

作，为后来相关方向的发展和相关问题的解决打下了坚实的基础。

关于费马大定理的历史和发展历程，已经有许多的文献资料(参见[14,

40, 51]及其参考文献)，文献[14]的开始部分简略介绍了Fermat、Euler、

Germain、Kummer等的成果，并介绍了问题与Faltings、Mazur等研究的关

系。在这篇文章里，我们主要介绍Wiles关于模性猜想的证明框架，解释主

要结果的证明思路，并通过具体实例描述其应用价值。首先，我们介绍五

位数学家以及他们的在这个问题上的深刻观点，正是由于他们的洞察力和

贡献，最终导致了Wiles的证明(参见[14, 52])。

Gerhart Frey (1985) 首先提出方程FLT(n)解的存在性有可能与Shimura-

Taniyama-Weil提出的模性猜想相矛盾。

Jean-Pierre Serre (1985-6) 提出了一个深刻猜想，描述了模形式和

模p的Galois表示之间的关系，并指出猜想的一部分，即ε-猜想和模

性猜想一起可以导出费马大定理。
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Ken Ribet (1986) 证明了ε-猜想，从而要证明费马大定理，我们只需要

证明模性猜想。

Richard Taylor (1994) 和Wiles一起，证明了Wiles判别方法中的极小情

形。

Andrew Wiles (1994) 给出了关于半稳定椭圆曲线的模性的证明，从而

完成了费马大定理的证明。

Wiles的方法后来被数学家简化并推广，在了解了证明框架之后，本文

的章节4将详细解释相关数学家及其贡献。限于篇幅，本文写作是在假设读

者对椭圆曲线、模曲线、模形式、Galois表示等的定义和基本性质有一定了

解的基础上。相关预备知识可以参考文献[17, 27, 49, 50]，以及[12]的相关章

节。由于这是一篇综述文章，文章中某些结论会强于另外的结论，并且提

到的若干猜想随着理论的发展也成为了定理或者部分得到了证明。我们将

在相关部分给出注解，也希望这些非标准的风格不会给读者带来困扰。最

后n = 3, 4 时，费马大定理在Euler时代就已经被证明，并且要证明费马大

定理，我们可以假设n是一个素数。所以，若没有特别说明，在本文中我们

考虑FLT(p)，p ≥ 5 为素数。

在章节1中，我们将从Frey的想法出发，把费马大定理的证明一步步归

结为模性猜想的证明，并解释Wiles的证明思路。在这部分，我们将集中于

上面提到的五位数学家的思路，让读者对大概框架有一定的了解；在此过

程中，我们也将介绍费马大定理与Szpiro猜想、abc猜想、Serre模性猜想的

关系。在章节2中，我们将介绍Wiles的证明中用到的一个重要工具——伽

罗华表示的形变理论，并将模性猜想的证明归结为证明两个特殊环之间

的同构，即所谓的R = T定理。在章节3中，我们介绍被Diamond简化后

的Taylor-Wiles系统的构造，即所谓的patching过程，并构造一个Diamond-

Taylor-Wiles系统来证明R = T定理，从而完成(部分)模性猜想和费马大定

理的证明。

在章节4中，我们将介绍Wiles证明方法的若干发展和与模性猜想相关

的其它科研课题，包括BSD猜想，Kisin的patching，Fontaine-Mazur猜想，

Breuil-Mézard猜想等。
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正如上面提到的，Wiles的证明汇集了无数数学家的工作成果，在这样

一篇综述文章中不可能面面俱到，把所有背景和问题都解释清楚，在某些

重要问题上必有所取舍。本文的重点将放在介绍Wiles的证明思路上，作者

将尽最大的努力把证明中的基本方法，特别是那些在后来二十多年间被数

学家推广和改进的、对数论发展起到了推动作用的部分以简明的形式呈现

给大家。
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1 证明思路

1.1 一条“remarkable”的椭圆曲线

在这小节里，从方程的ap + bp + cp = 0的假设解出发，我们构造一条椭

圆曲线Eap,bp,cp。

1.1.1 曲线Eap,bp,cp的构造

对任意的两两互素的非零整数数组(A,B,C)，若A + B + C = 0，

Gerhart Frey [23]构造了一条椭圆曲线EA,B,C，其对应的Weierstrass方程为

EA,B,C : y2 = x(x−A)(x+B).

对我们而言，假设费马方程有非平凡整数解，即ap + bp + cp = 0，则

令(A,B,C) = (ap, bp, cp)，这样我们得到椭圆曲线Eap,bp,cp。不失一般性，

我们假设a ≡ −1 (mod 4)，2 | b。对于曲线Eap,bp,cp，直接计算容易得到下
面的结果。

引理1.1. 令p ≥ 5为素数，令a, b, c为两两互素的非零整数且满足：a ≡ −1

(mod 4)，2 | b，abc 6= 0。假设ap + bp + cp = 0，则椭圆曲线Eap,bp,cp是半稳

定的，并且其最小判别式和导子由下面的公式给出：

1. ∆ap,bp,cp = 2−8 · (abc)2p，

2. Nap,bp,cp =
∏
l|abc l.

1.1.2 Szpiro猜想

一般情况下，对于定义在Q上的椭圆曲线，其极小判别式和导子被相
同的素数整除，因而我们有理由怀疑极小判别式和导子之间有密切的联系。

Szpiro猜想给出了一种可能的关系(参见[58])。
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猜想1.2 (Szpiro). 对任意的ε > 0，存在一个正常数C > 0，使得对任意的定

义在Q上的椭圆曲线E，都有

|∆E | < C ·N6+ε
E .

这里，∆E和NE分别是E的极小判别式和导子。

通过引理1.1不难看出，如果假设Szpiro猜想成立，则对足够大的p，费

马大定理FLT(p)成立。

1.1.3 abc-猜想

这里我们简单介绍abc-猜想和费马大定理的关系。首先我们回顾一

下Oesterlé和Masser给出的abc-猜想的具体内容(参见[28])。

猜想1.3 (Oesterlé-Masser). 对任意给定的ε > 0，都存在一个常数κε，使得

对任意的两两互素的正整数a, b, c，若a+ b = c，则

c ≤ κε(
∏

p prime
p|abc

p)1+ε.

这个猜想和费马大定理有什么关系呢？假设我们有两两互素的正整

数x，y，z，满足xn + yn = zn。如果猜想1.3成立，容易得到对任意ε > 0，

zn ≤ κε(z3)1+ε.

令ε = 1/6，且n ≥ 4，得到

zn ≤ κ8
1/6.

于是我们证明了当n ≥ 4时，方程FLT(n)只有有限多正整数解。

更强形式的abc-猜想提出，猜想1.3对ε = κε = 1成立。这时，类似上面

的推导告诉我们n ≥ 6 时，FLT(n)没有正整数解。而当n = 3, 4, 5 时，十

九世纪初数学家就证明了费马大定理是成立的(参见[40])。
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1.2 一个“remarkable”的伽罗华表示

1.2.1 伽罗华表示的基本概念

记Q̄是有理数域Q在复数域C中的代数闭包，记GQ := Gal(Q̄/Q)并且

给GQ Krull拓扑。

定义1.4. 一个拓扑环A上的n-维的伽罗华表示是指一个连续同态

ρ : GQ → GLn(A).

在这篇文章里，拓扑环A将会是Mazur提出的所谓系数环。

定义1.5. 一个系数环是一个完备的、诺特的局部环，并且其剩余类域是特

征p的有限域。

定义1.6. 1. 若ρ是一个定义在A上的n-维伽罗华表示，ρ的行列式

det(ρ) : GQ → A×

是指ρ和det : GLn(A)→ A×的复合。

2. (` 6= p) 若ρ是一个定义在A上的n-维伽罗华表示，我们称ρ在素数`处

非分歧，如果I` ∈ Ker(ρ|GQ`
)。这里GQ`

和I` 分别是GQ在`处的分解

群和惯性群。

3. (` = p) 若ρ是一个定义在A上的n-维伽罗华表示，我们称ρ是平坦

的，如果对任意理想I ⊂ A，若A/I 是有限的，则ρ|GQp
: GQp →

GLn(A/I)是一个定义在Zp上的有限平坦群概型的一般纤维。

4. 若ρ是一个定义在A上的2-维伽罗华表示，我们称ρ是奇的，如果对复

共轭c，有det(ρ(c)) = −1。

5. 我们称表示ρ : GQ → GL2(A)在p处是正规的，如果在一组合适的基

下，有ρ|Ip =

(
χp ∗
0 1

)
。

6. 我们称表示ρ : GQ → GL2(A)在`处是半稳定的，若它满足
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• (` = p)时，ρ在p处是平坦的或者是正规的；

• (` 6= p)时，在一组合适的基下，有ρ|I` =

(
1 ∗
0 1

)
。

如果表示ρ : GQ → GL2(A)在每个`处都是半稳定的，我们便称ρ是半

稳定的。

1.2.2 椭圆曲线构造的伽罗华表示

伽罗华表示在数论和几何中自然出现，且这些伽罗华表示都有着良好

的性质。令X是定义在Q上的代数簇，则X的etale上同调群H∗et(X ⊗ Q̄,F)

就给出了伽罗华表示，且这个伽罗华表示在除了有限个素数外都是非分歧

的。特别地，当X是交换代数簇时，我们可以从其Tate模来构造伽罗华表

示。这时令

Tp(X) := lim←−nX[pn] ∼= Z2d
p .

这里d = dimX，GQ在Tp(X)上有自然作用。从而我们从X构造出一个p-进

的伽罗华表示

ρX,p : GQ → Aut(Tp(X)) ∼= GL2d(Zp).

令ρ̄X,p := ρX,p (mod p) : GQ → GL2d(Fp)，这个表示给出了伽罗华群GQ在

X[p] ∼= F2d
p

上的作用。更特别地，若X = E是一条椭圆曲线，这时d = 1，我们有下面

的结果(参见[45])。

定理1.7. 令E是定义在Q上的椭圆曲线，NE和∆E分别是E的导子和极小判

别式。令ρE,p是由E构造的p-进伽罗华表示，则

• det(ρE,p) = χp，这里χp : GQ → Z×p是p-进分圆特征；

• ρE,p在pNE外都是非分歧的。

特别地，ρE,p是奇的。如果进一步假设E是半稳定的，则ρE,p和ρ̄E,p都是半

稳定的，并且ρ̄E,p有如下性质
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• 若` 6= p，则ρ̄E,p在`处非分歧当且仅当p | ord`(∆E)；

• ρ̄E,p在p处平坦当且仅当p | ordp(∆E)。

1.2.3 伽罗华表示ρ̄ap,bp,cp

现在令E := Eap,bp,cp是我们在节1.1.1中构造的椭圆曲线，从而我们得

到伽罗华表示

ρ̄ap,bp,cp := ρ̄E,p : GQ → GL2(F).

Gerhart Frey [22, 23]和Jean-Pierre Serre [45]证明了这个表示有着非常特殊

的性质。

定理1.8. 令p ≥ 5是素数，a，b，c是非零整数且满足ap + bp + cp = 0。假

设a ≡ −1 (mod 4) 且2 | b，则

1. ρ̄ap,bp,cp绝对不可约，即ρ̄ap,bp,cp ⊗ F̄p不可约；

2. ρ̄ap,bp,cp是奇的；

3. ρ̄ap,bp,cp在2p外非分歧，在p处平坦；

4. ρ̄ap,bp,cp在2处半稳定，即

ρ̄ap,bp,cp |I2 ∼=

(
1 ∗
0 1

)
.

注1.9. 上世纪80年代，数学家怀疑满足条件(1)-(4)的伽罗华表示是不存在

的。Ribet的结果(参见[41]，定理1.21)告诉我们，满足条件(1)-(4)的伽罗华

表示必定不是模性的(定义1.16)；Khare-Winterberger证明了Serre模性猜想

后(参见[31, 32]，猜想1.22)，这类表示的不存在性得到证实。从这个方向来

说，我们给出了费马大定理的另一个证明。
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1.3 模性猜想

1.3.1 Eichler-Shimura的结果

令E为定义在Q上的椭圆曲线，E的L-函数定义为

L(E, s) =
∏
p-NE

1

1− app−s + p1−2s

∏
p|NE

1

1− app−s
.

这里

ap =



p+ 1− ]E(Fp) 若p - NE，

1 若E在p处为分裂乘法约化，

−1 若E在p处为非分裂乘法约化，

0 若E在p处为加法约化.

令Sk(Γ1(N), χ)表示权重为k、水平为Γ1(N)、特征为χ的尖形式组成的

空间。 (为方便起见，若f的水平为Γ1(N)，我们也称f的水平为N。 )令f ∈
Sk(Γ1(N), χ) 为一个特征形式，f(z) =

∑
n≥1 ane

2πinz 为f的q-级数展式。

f的L-函数定义为

L(f, s) =
∏
p-N

1

1− app−s + χ(p)pk−1−2s

∏
p|N

1

1− app−s
.

更进一步，若k = 2，f ∈ S2(Γ0(N))的q-级数系数全为有理数，Eichler-

Shimura构造了一条椭圆曲线Ef，使得Ef的L-函数和f的L- 函数“基本相

等”。具体地说，我们有下面的结果。

定理1.10 (Eichler-Shimura). 令f(z) =
∑

n≥1 ane
2πinz ∈ S2(Γ0(N))是一个

规范新形式且an ∈ Q。存在Ef为定义在Q上的椭圆曲线，满足

Lp(Ef , s) = Lp(f, s) 对p - N.

注1.11. 事实上，Eichler-Shimura的构造比上面的结果要更一般。具体地

说，若f ∈ S2(Γ1(N), χ)，Eichler-Shimura构造了一个Abel簇，它是模曲

线X1(N)的Jacobian的商簇，并且其维数是[Kf : Q]，这里Kf = Q(an(f) :

n ∈ Z)是f 的所有Fourier系数生成的域，是Q的一个有限扩张。特别地，
若f的系数都是有理数，构造出来的Abel簇是一维的，即为椭圆曲线。
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1.3.2 模性猜想：基本形式

粗略地说，定理1.10是指我们可以从一个新形式构造出一条椭圆曲线，

而模性猜想是说我们也可以从一条椭圆曲线构造出一个新形式。

定义1.12. 令E是一条定义在Q上的椭圆曲线。称E是模性的，若存在一个
权重为2，水平为Γ0(NE)的新形式fE，使得

Lp(fE , s) = Lp(E, s) 对p - N.

猜想1.13 (模性猜想). 定义在Q上的所有椭圆曲线都是模性的。

注1.14. 在数学文献中，模性猜想也称为Weil-Shimura-Taniyama猜想或

者Shimura-Taniyama猜想。

1.3.3 模性猜想：等价形式

由Eichler-Shimura的构造，从一个权重为2的新形式出发，我们可以构

造出一个交换代数簇，这个交换代数簇是GL2-型的。考虑此交换代数簇

的Tate模，我们便得到一个2 维的伽罗华表示。这个从新形式到伽罗华表示

的关系后来被数学家推广。具体地说，我们有下面的结果。

定理1.15 (Eichler, Shimura, Deligne, Deligne-Serre等). 令f =
∑

n>0 ane
2πinz ∈

Sk(Γ1(N), χ)是一个权重为k、水平为Γ1(N)、特征为χ的规范新形式。对任

意素数p，令K为Qp的一个有限扩张且K ⊃ Kf := Q(an : n > 0)。则存在

一个p-进的伽罗华表示

ρf,p : GQ → GL2(K)

满足

1. ρf,p是不可约的；

2. det(ρf,p) = χχk−1
p ，ρf,p是奇的；

3. ρf,p在pN外是非分歧的，并且当` - pN时，ρf,p(Frob`) 的特征多项式

为

X2 − a`X + `k−1χ(`).

11



令T(k,N) := Z[Tl, 〈d〉 : l - N, d|N ] ⊂ End(Sk(Γ1(N)))为Hecke代数。

注意到一个权重为k、水平为Γ1(N)的新形式f对应到T(N)的一个极大理

想mf，即映射T(k,N) → Kf (Tn 7→ an)的核。这诱导我们给出下面的定

义。

定义1.16. 一个定义在系数环A上的伽罗华表示ρ : GQ → GL2(A)称为模性

的，若存在正整数k，N，以及一个同态π : T(k,N)→ A，满足

• ρ在pN外非分歧；

• 对任意` - pN，有

Tr(ρ(Frob`)) = π(T`), det(ρ(Frob`)) = π(`)`k−1.

现在我们可以给出模性猜想的若干等价形式。

定理1.17. 令E是定义在Q上的椭圆曲线。下列条件等价：

1. E是模性的；

2. 对某些素数p，ρE,p是模性的；

3. 对所有素数p，ρE,p是模性的；

4. 存在非平凡定义在Q上的态射π : X0(NE)→ E；

5. E与某一个Ef同源，这里Ef是通过Eichler-Shimura方法构造出来的椭

圆曲线。

Wiles于1995年证明了如下结果。

定理1.18 (Wiles 1995). 定义在Q上的所有半稳定的椭圆曲线都是模性的。

5年后，Breuil、Conrad、Diamond、Taylor合作证明了完整地模性猜

想，从而模性猜想成为了定理。

定理1.19 (Breuil-Conrad-Diamond-Taylor 2001). 定义在Q上的所有椭圆曲
线都是模性的。

注1.20. 在节4.2.1中，我们将解释为什么这两个结果中间有6年的发展期。
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1.4 费马大定理的证明

1.4.1 Ribet的结果

在Mazur、Serre等研究的基础上，Ribet [41]证明了如下结果。

定理1.21. 令f是一个权重为2水平为Γ0(N`)的新形式，这里` - N。假设
模p表示ρ̄f绝对不可约，且满足下面两个条件中至少一个：

• ρ̄f在`处非分歧；

• ` = p且ρ̄f在p处平坦。

那么存在一个权重为2、水平为Γ0(N)的新形式g，满足ρ̄g ∼= ρ̄f。

这个结果是Serre模性猜想的一个特殊情况，最初被Serre称为ε-猜想。

这里我们也简单介绍一下Serre模性猜想。

猜想1.22 (Serre模性猜想：弱形式). 所有不可约的、奇的伽罗华表示

ρ̄ : GQ → GL2(F̄p)

都是模性的。

上面猜想1.22是Serre模性猜想的一部分。其另外一部分(强形式)通

过ρ̄的局部结构，预测了满足ρ̄f ∼= ρ̄的新形式f的所有可能的水平和权重。

Serre模性猜想已经被证明，参见文献[31, 32]。文献[30]中，Khare简单介绍

了猜想1.22的证明，以及猜想和Fontaine-Mazur猜想、预模性提升猜想等的

联系。

1.4.2 Wiles+Ribet⇒费马大定理

下面利用定理1.18和定理1.21，我们用反证法来证明费马大定理。假

设p ≥ 5，并假设有非零整数a，b，c满足ap + bp + cp = 0。不失一般性，我

们设a ≡ −1 (mod 4)且2 | b。令Eap,bp,cp是由方程y2 = x(x − ap)(x + bp)定

义的椭圆曲线，ρap,bp,cp是由Eap,bp,cp的Tate模给出的p- 进伽罗华表示。

由引理1.1，Eap,bp,cp是半稳定的且其导子为Nap,bp,cp =
∏
`|abc `。于是由

定理1.18，Eap,bp,cp是模性的。从而存在一个权重为2、水平为Γ0(Nap,bp,cp)的

13



新形式fap,bp,cp，使得ρap,bp,cp ∼= ρfap,bp,cp。由定理1.8，表示ρ̄ap,bp,cp是绝对

不可约的，并且在2p外非分歧，在p处平坦。不断使用定理1.21，我们

得到一个权重为2水平为Γ0(2)的新形式g，满足ρap,bp,cp ∼= ρgap,bp,cp。但

是dimS2(Γ0(2))等于模曲线X0(2)的亏格，而这个亏格是0。这个矛盾就

说明费马大定理成立。

2 表示的形变理论

伽罗华表示的形变理论由Mazur开始研究发展，是Wiles证明中最重

要的工具之一，在数论其它相关问题的研究上(如p-进Hodge理论、p-进局

部Langlands对应等)也有重要应用。在这一节里，我们介绍形变理论的基本

概念和性质，并将定理1.18的证明归结为证明两个环之间的同构。关于伽罗

华表示形变理论的更多内容，读者可参阅文献[27, 38]等。

为了方便读者，我们先确定一些在本节里使用的记号：

• O: 完备的离散赋值环，剩余类域的特征为p

• λ: O的素元

• k := O/λ

• CO: 完备的、诺特的、局部的、剩余类域为k的O-代数组成的范畴

• C◦O: 由artian对象组成的CO的子范畴

• Π: 满足p-有限条件的仿有限群

• p-有限条件: 对任意指数有限的开子群Π0 ⊂ Π，Homcont(Π0,Z/pZ)是

有限集

• ρ̄ : Π→ GLN (k): 群Π的连续表示

14



2.1 基本性质

2.1.1 形变函子

定义2.1. 令R ∈ CO。我们称两个同态

ρ1, ρ2 : Π→ GL2(R)

是严格等价的，如果存在M ∈ Γn(R)，使得ρ1 = M−1ρ2M。这里

Γn(R) := Ker(GLn(R)
π−→ GLn(k)),

π : R→ k是典范投射。

定义2.2. 令ρ̄ : Π→ GLn(k)是一个表示，R ∈ CO是一个系数环。ρ̄ 在R上的

一个形变是指一个提升ρ : Π→ GLn(R)的严格等价类。这里ρ满足ρ̄ = π◦ρ，
即我们有交换图

GLn(R)

π

��

Π

ρ
66

ρ̄
// GLn(k)

现在我们定义形变函子

Dρ̄,O : CO → Sets

R 7→ {ρ̄在R上的形变}

令F是定义在CO上的函子。任取(R,m) ∈ CO，我们都有

R = lim←−nR/m
n.

对任意n，典范映射R → R/mn诱导了映射F(R) → F(R/mn)，并且它们组

成一个反向系统。于是我们得到一个典范映射

F(R)→ lim←−nF(R/mn).

定义2.3. 定义在CO上的函子F称为是连续的，若对任意(R,m) ∈ CO，

F(R)→ lim←−nF(R/mn)

是一个同构。

引理2.4. Dρ̄,O是一个连续函子。
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2.1.2 可表性和纤维积

假设我们考虑的范畴中纤维积是存在的。令A,B,C是范畴中的三个对

象且有态射α : A→ C和β : B → C。考虑纤维积A×C B

A×C B
q−−−−→ B

p

y yβ
A

α−−−−→ C.

若F是定义在这个范畴上的函子，我们得到如下的交换图

F(A×C B)
F(q)−−−−→ F(B)

F(p)

y yF(β)

F(A)
F(α)−−−−→ F(C).

纤维积的泛性质告诉我们，存在唯一的一个映射

F(A×C B)→ F(A)×F(C) F(B),

使得下面的图表交换

F(A×C B)

F(p)

%%

((

F(q)

**
F(A)×F(C) F(B)

��

// F(B)

F(β)

��

F(A)
F(α)

// F(C)

(2.1)

定义2.5. 若对任意图表，映射

F(A×C B)→ F(A)×F(C) F(B)

是一个同构，则称函子F满足Mayer-Vietoris性质。

定义2.6. 令F是定义在C◦O上的函子，

• 称F是可表的，若存在R ∈ C◦O，使得

F(A) = Hom(R, A).
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• 称F是pro-可表的，若存在R ∈ CO，使得

F(A) = Hom(R, A).

可表的函子显然满足Mayer-Vietoris性质。另一方面，我们有下面的定

理(参见[29])。

定理2.7 (Grothendieck). 令F : C◦O → Sets是一个协变函子且F(k)是一个单

点集。那么F是pro-可表的当且仅当下面两个条件成立

1. F满足Mayer-Vietoris性质；

2. F(k[ε])是一个有限集，这里k[ε] = k[X]/X2为对偶数。

注2.8. 在C◦O中，纤维积总是存在的；在CO中，纤维积不一定存在。这是我
们考虑范畴C◦O的一个主要原因(参见[38, Section 14])。

注2.9. 定理2.7的证明并不难，但是应用起来并不方便，主要是验证Mayer-

Vietoris性质时需要考虑所有纤维积。在我们的学习中，一个更方便的判别

可表性的准则是下一节的Schlessinger判别法。

2.1.3 Schlessinger判别法

令F是一个协变函子

F : C◦O → Sets,

且F(k)是一个单点集。令R0, R1, R2 ∈ C◦O且有态射φ1 : R1 → R0，φ2 :

R2 → R0。令

R3 = R1 ×R0 R2 = {(r1, r2) ∈ R1 ×R2 | φ1(r1) = φ2(r2)}

是纤维积。如上节所述，我们有自然的映射

F(R3)→ F(R1)×F(R0) F(R2). (2.2)

定义2.10. 令R, S ∈ C◦O，映射φ : R → S称为是小的，若φ是满射，

Ker(φ)是主理想，且mR Ker(φ) = 0。这里mR是R的极大理想。
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现在我们可以列出Schlessiger判别条件：

H1 若R2 → R0是小映射，那么映射(2.2)是满射；

H2 若R0 = k，R2 = k[ε]，那么映射(2.2)是双射；

(如果H2成立，这时容易说明tF := F(k[ε])是一个k-线性空间，我们称

之为F的切空间。)

H3 线性空间tF是有限维的；

H4 若R1 = R2，φ1 = φ2都是小映射，那么映射(2.2)是双射。

我们有下面定理(参见[37, 44])。

定理2.11 (Schlessinger). 令F是一个协变函子F : C◦O → Sets，且F(k)是一

个单点集。若F满足条件H1-H4，那么F是pro-可表的。即存在R ∈ CO，使
得对任意A ∈ C◦O，都有F(A) = Hom(R,A)。

2.2 泛形变

2.2.1 泛形变的存在性

现在我们将Schlessinger判别法则运用到形变函子Dρ̄,O上。

定义2.12. 令ρ̄ : Π→ GLn(k)是一个模p的表示。

1. 定义

C(ρ̄) := HomΠ(kn, kn) = {P ∈Mn(k) : P ρ̄(g) = ρ̄(g)P ∀g ∈ Π}.

2. 令ρ : Π→ GLn(A)是ρ̄在A上的形变，定义

CA(ρ) := HomΠ(An, An) = {P ∈Mn(k) : Pρ(g) = ρ(g)P ∀g ∈ Π}.

我们有如下结果。

定理2.13 (Mazur, Ramakrishna). 令Π是一个仿有限群且满足p-有限条件，

ρ̄ : Π→ GLn(k)是一个表示。则
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1. 形变函子Dρ̄,O总是满足条件H1-H3。

2. 若进一步有C(ρ̄) = k，则形变函子Dρ̄,O也满足H4。从而存在R =

R(Π, k, ρ̄) ∈ CO和形变

ρu : Π→ GLn(R)

使得对任意系数环A和ρ̄在A上的形变ρ : Π→ GLn(A)，都存在唯一的

映射π : R → A使得ρ = π ◦ ρu。

我们称R为泛形变环，ρu为泛形变。我们有下面的结果，从某种意义上
说明了R的唯一性。

定理2.14. 令ρ̄ : Π → GLn(k)是一个连续表示，且满足C(ρ̄) = k。令ρ̄′ :

Π→ GLn(k)是另一个连续表示，且满足ρ̄′ = ρ̄⊗χ，这里χ : Π→ k×是一个

一维表示。那么存在一个典范同构

r(ρ̄, ρ̄′) : R(Π, k, ρ̄)→ R(Π, k, ρ̄′)

将ρ̄的泛形变映射为ρ̄′的泛形变。

例2.15. 这里我们考虑最简单的形变函子：n = 1的情形。这时

ρ̄ = χ̄ : Π→ k× = GL1(k)

是一个一维表示。令Γ = Πab,(p)为Π的p-完备化的交换化，令γ : Π→ Γ为典

范投射。令O[[Γ]]为Γ在O上的完备群环，即

O[[Γ]] = lim←−HO[Γ/H],

这里H遍历Γ的所有指数有限的正规开子群。我们有自然的映射

Γ→ O[[Γ]]

u 7→ [u].

注意到O× ∼= k× × (1 + mO)，χ̄可典范提升为χ0 : Π → O×。有了这些
准备工作，容易验证χ̄ : Π → k×的泛形变环是R(Π, k, χ̄) = O[[Γ]]，对应的

泛形变是

χu(x) = χ0(x)[γ(x)].
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2.2.2 泛形变环的性质

在这一节里，我们固定一个表示ρ̄ : Π→ GLn(k)满足C(ρ̄) = k，于是其

对应的形变函子D = Dρ̄,O是可表的。令R为泛形变环，ρu为泛形变。我们
首先考虑D的切空间tD := D(k[ε])，由可表性我们得到

tD = D(k[ε]) = HomO(R, k[ε]) = Homk(mR/(m
2
R, λ), k). (2.3)

更进一步分析，令ρ1 : Π → GLn(k[ε])是ρ̄在k[ε]上的一个形变，则有ρ1(g) =

(1 + bgε)ρ̄(g)。这里我们通过典范映射k ↪→ k[ε]将k视为k[ε]的子集，bg ∈
Mn(k)。换句话说，ρ1诱导了一个映射b : Π → Mn(k)。另一方面，我们知

道ρ1是一个同态，这个条件告诉我们g 7→ bg ∈ Z1(Π,Mn(k)) 是一个上环。

这里Π在Ad(ρ̄) := Mn(k)上的作用为共轭作用

g · b = ρ̄(g)bρ̄(g)−1.

不难验证，上面的对应关系给出了一个k-线性空间同构

tD ∼= H1(Π,Ad(ρ̄)).

标准的方法也告诉我们

H1(Π,Ad(ρ̄)) ∼= Ext1
k[[Π]](ρ̄, ρ̄).

我们有

tD = D(k[ε]) ∼= H1(Π,Ad(ρ̄)) ∼= Ext1
k[[Π]](ρ̄, ρ̄).

令d1 = dimH1(Π,Ad(ρ̄))，由方程(2.3)可知:

引理2.16. R是O[[X1, . . . , Xd1 ]]的商环。

换句话说，我们有短正合列

0→ I → O[[X1, . . . , Xd1 ]]→ R→ 0.

一个自然的问题是：I是不是平凡的？若I平凡，那么R即是一个级数环，结
构简单。但实际情况却比较复杂。
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定理2.17. 假设C(ρ̄) = k。令R = R(Π, k, ρ̄)是对应的泛形变环，令

d1 = dimH1(Π,Ad(ρ̄)), d2 = dimH2(Π,Ad(ρ̄)).

则有

Krull dim(R/λR) ≥ d1 − d2.

更进一步，如果d2 = 0，那么上面的不等式为等式，并且

R ∼= O[[X1, . . . , Xd1 ]].

若d2 = 0，我们也称相关的形变问题是无障碍的。另一方面，我们有如

下猜想。

猜想2.18 (维数猜想). 若ρ̄ : Π→ GLn(k)是绝对不可约的，那么

Krull dim(R/λR) = d1 − d2.

2.2.3 伽罗华表示

令K是一个次数为d的数域，S是K的有限个素理想组成的集合。我们

假设{v | p} ⊂ S且S∞ := {v | ∞} ⊂ S。令Π = GK,S是K的在S外非分歧的

极大扩张的伽罗华群。注意到到GK,S满足p-有限条件。令

ρ̄ : Π→ GLn(k)

是一个连续表示且C(ρ̄) = k。于是其对应的形变函子pro-可表，我们有泛

形变环R和泛形变ρu。由上节的结论，我们知道R可以由d1个元素生成。这

时的d1 = dimH1(GK,S ,Ad(ρ̄))是伽罗华上同调群的维数，我们有许多伽

罗华上同调群的定理来研究它。具体地说，利用Tate的整体欧拉示性数公

式(参见[59])，我们可以给出Krull dim(R/πR)的一个比较容易计算的下界。

若M是一个有限GK,S-模，且{v | ]M} ⊂ S，欧拉示性数公式是说

]H0(GK,S ,M) · ]H2(GK,S ,M)

]H1(GK,S ,M)
=

1

(]M)d

∏
v∈S∞

]H0(GKv ,M).
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在我们考虑的情形里，M = Ad(ρ̄)，从而]M是p的幂次。由假设条

件{v | p} ⊂ S，我们可以运用欧拉示性数公式得到

dimH0(GK,S ,M)− dimH1(GK,S ,M) + dimH2(GK,S ,M)

=
∑
v∈S∞

dimH0(GKv ,M)− ddimM.

令di = dimH i(GK,S ,M)，于是

d1 − d2 = d0 + dn2 −
∑
v∈S∞

dimH0(GKv ,M).

由条件C(ρ̄) = k知d0 = 1。我们于是证明了下面的结果。

命题2.19. 令K是Q的d次扩域，令ρ̄ : GK,S → GLn(k)是一个表示且满

足C(ρ̄) = k，令R是对应的泛形变环。则有

Krull dim(R/λR) ≥ d1 − d2 = 1 + nd2 −
∑
v∈S∞

dimH0(GKv ,M).

注意到上面不等式的右边相对来说容易计算：GKv的阶为1或者2，取决

于v是复的或是实的；H0对应到模的不变子集。下面我们计算两个具体例

子。

例2.20 (n = 1). 这时ρ̄是一个一维表示。由例2.15，我们知道

R = O[[G
ab,(p)
K,S ]].

从而

R/λR = k[[G
ab,(p)
K,S ]].

所以

Krull dim(R/λR) = rankZp Hom(GK,S ,Zp).

由命题我们马上得到

rankZp Hom(GK,S ,Zp) ≥ 1 + r2.

这个不等式从伽罗华理论亦不难得出。值得说明的一点是维数猜想是说上

面的不等式实为等式，而这个论断等价于Leopoldt猜想。
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例2.21 (K = Q, n = 2). 这时{p,∞} ⊂ S。假设p ≥ 3。这时对于复共轭c，

由于c2 = 1 (mod p)且2 - p，ρ̄(c)只有下面两种可能

ρ̄(c) ∼ ±

(
1 0

0 1

)
或ρ̄(c) ∼ ±

(
1 0

0 −1

)

第一种情形，det ρ̄(c) = 1，我们称之为偶的；第二种情形，det ρ̄(c) = −1，

我们称之为奇的。这时不难看出，在偶的情形下，d0 = 4；在奇的情形下，

d0 = 2。从而由命题2.19知

1. 若ρ̄是偶的，则Krull dim(R/λR) ≥ 1；

2. 若ρ̄是奇的，则Krull dim(R/λR) ≥ 3；

2.3 伽罗华表示的形变

现在我们将形变理论运用到伽罗华表示上来研究模性猜想。

2.3.1 形变条件

很多时候，我们需要的并不是表示ρ̄的所有形变，而是其中满足某些特

定条件的形变。哪些条件比较合适，可以得到形变函子的子函子？由函子

性，我们给出下面的定义。

定义2.22. 令ρ̄ : Π → GLn(k)是一个表示。一个关于表示ρ̄的形变条件是指

群Π在系数环上的n-维表示的一个性质P，满足

1. 表示ρ̄有性质P；

2. 给定一个形变ρ : Π → GLn(A)和系数环的一个映射α : A → A1。

若ρ有性质P，那么α ◦ ρ也有性质P；

3. 若在范畴C◦O中有纤维积

A×C B
q−−−−→ B

p

y yβ
A

α−−−−→ C.
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令ρ : Π → GLn(A ×C B)是ρ̄的一个形变。则ρ有性质P当且仅当p ◦
ρ和q ◦ ρ 都有性质P；

4. 给定一个形变ρ : Π → GLn(A)和系数环的一个单射α : A → A1。

若α ◦ ρ有性质P，那么ρ也有性质P.

容易验证，如果P是关于表示ρ̄的一个形变条件，那么

DP : C◦O → Sets

A 7→ {ρ̄在A上的满足条件P的形变}.

是形变函子Dρ̄,O的子函子。我们利用连续性可以把DP延拓到范畴CO上，定
义

DP(R) = lim←−mDP(R/mm
R ).

命题2.23. 记号如上。函子DP满足Schlessinger判别法则中的条件H1-H3。

若有C(ρ̄) = k，则DP也满足H4；从而DP可表，且其对应的泛形变环RP是
泛形变环R(ρ̄,Π, k)的一个商环。

接下来我们给出一些形变条件的例子。

例2.24 (具有给定行列式的形变). 令δ : Π → O×是一个连续同态。对任
意O-代数R，令δR是下面的复合映射

δR : Π
δ−→ O× → R×.

我们称ρ̄的一个形变ρ : Π→ GLn(R)有行列式δ，如果det ρ = δR。我们将性

质有行列式δ简记为det = δ，它有下面的性质。

1. 若ρ̄的行列式是δ，那么性质det = δ是一个形变条件。

2. 若p - n，则有

Ddet=δ(k[ε]) = H1(Π,Ad0(ρ̄)) ⊂ H1(Π,Ad(ρ̄)).

3. 若p | n，则有

Ddet=δ(k[ε]) = Im(H1(Π,Ad0(ρ̄))→ H1(Π,Ad(ρ̄))).
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例2.25 (范畴化形变). 令MO是由长度有限的、具有Π-作用的O-模组成的
范畴，令P是MO的满子范畴，并假设P在取子对象、商对象、有限直和下
都是封闭的。给定ρ̄，我们说ρ̄ 的一个形变ρ : Π → GLn(R)是P-型的，如果
对任意m，表示ρm : Π→ GLn(R/mm

R )都对应到P中的一个对象。
假设ρ̄是P-型的，那么性质表示是P-型是一个形变条件。这里一类非常

重要的例子来自p-进Hodge理论，而在Wiles的证明里，最重要的例子是要

求表示是平坦的(定义1.6)。

例2.26 (正规形变). 正规形变最初是Mazur在研究形变理论和Hida的正

规p-进模形式理论时提出来的。令R是一个系数环，I ⊂ Π是一个子群。

令ρ : Π→ GL2(R)是一个表示，并记M = R×R是给出ρ的自由R-模。我们
说ρ是I-正规的，如果M I ⊂M是一个秩为一的R-模且是M的一个直和项。
假设ρ̄是I-正规的，那么性质表示是I-正规的是一个形变条件。对于伽

罗华表示，参见定义1.6。

2.3.2 整体伽罗华表示的形变条件

回到我们最感兴趣的情形Π = GQ,S。令ρ̄ : GQ,S → GLn(k) 是一个表

示。一个整体伽罗华形变问题Q是指形变函子Dρ̄的一个子函子，对每一个

有限素数` ∈ S，局部表示ρ̄|GQ`
都给出一个形变条件Q`。

引理2.27. 对于表示ρ̄ : GQ,S → GLn(k)，一个整体伽罗华形变问题Q是一个
形变条件。

在可表的情况下，我们想要了解满足性质Q的所有的形变，只需要
了解其对应的泛形变环RQ；而要了解泛形变环RQ，第一步便是了解函
子DQ的切空间维数，因为这个维数告诉我们环RQ可以由多少个元素生成。
令H1

Q(GQ,S ,Ad(ρ̄)) ⊂ H1(GQ,S ,Ad(ρ̄))对应到函子DQ的切空间，我们有如

下结果。

定理2.28. 记号如上，我们有交换图

H1
Q(GQ,S ,Ad(ρ̄)) −−−−→ H1(GQ,S ,Ad(ρ̄))y y

⊕`∈SH1
Q`

(GQ`
,Ad(ρ̄)) −−−−→ ⊕`∈SH1(GQ`

,Ad(ρ̄)).
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这里水平箭头都是包含关系。更进一步，这个图是Cartesian的。

2.3.3 模性形变

假设f ∈ Sk(Γ1(N),Zp)，令ρ̄ := ρ̄f。任意一个特征形式f对应到一个同

态T(Γ1(N), k)→ Zp，模p之后得到同态

T(Γ1(N), k)→ Fp.

这个同态的核是Hecke代数的一个极大理想m。令T(ρ̄)是T(Γ1(N), k)在m处

的完备化。由伽罗华表示模性的定义，我们知道T(ρ̄)给出所有的ρ̄的从权

重k、水平Γ1(N)模形式得到的形变。从而我们有满射

R(ρ̄) � T(ρ̄).

如果这个满射是同构，即是说ρ̄的所有形变都是模性的，这与事实不符。另

一方面，我们可以从模性形变的性质出发，找出形变条件Q，并得到满射

RQ(ρ̄) � T(ρ̄).

Wiles的证明中一个很重要的工作是找到了精准的形变条件Q，使得上面的
满射是同构。我们在下面会详细介绍这个条件。

2.4 定理1.18的证明

回到定理1.18，我们要证明半稳定的椭圆曲线E/Q是模性的，由定
理1.17，即要证明对某个p，伽罗华表示ρE,p是模性的。注意到ρE,p 是ρ̄E,p的

满足若干条件的形变(定理1.7)，Wiles的思路即是证明满足这些条件的所有

的ρ̄E,p的形变都是模性的，从而ρE,p必定是模性的。

令ρ̄ : GQ → GL2(k)是一个伽罗华表示。假设ρ̄满足下列条件：

1. ρ̄|GL
是绝对不可约的，这里L = Q(

√
(−1)(p−1)/2p)；

2. det ρ̄ = χ̄p；

3. ρ̄是模性的；
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4. ρ̄是半稳定的。

令S = {` 6= p | ρ̄在`处分歧}，Σ是有限个素数组成的集合且Σ ∩ S = ∅。考
虑ρ̄的整体形变问题DΣ:

• det ρ = χp；

• ρ在S ∪ Σ外非分歧；

• ρ在Σ外是半稳定的；

• 若p 6∈ Σ且ρ̄在p处是平坦的，则ρ在p处是平坦的。

这个整体形变问题给我们一个泛形变环RDΣ
。方便起见，若X是一个由有限

个素数组成的集合，我们用同一个字母X表示集合中素数的乘积。令TΣ是

完备化的Hecke代数，且给出所有的由权重为2、水平为Γ0(SΣ) 的模形式构

造出来的形变。由定理1.15，我们有满射

RDΣ
→ TΣ.

Wiles证明了如下结果。

定理2.29. 满射RDΣ
→ TΣ是一个同构。

这样的结果称之为R = T定理。我们将在下一节介绍这个定理的证明，

下面我们从这个定理出发，完成定理1.18的证明。首先由定理2.29，我们有

下面的推论。

推论2.30. 令E是定义在Q上的椭圆曲线。假设对某一个p ≥ 3，ρ̄E,p是模性

的、绝对不可约的，那么E是模性的。

注2.31. 当E是半稳定的，Serre的一个结果[46, Prop. 21]告诉我们：对

所有p ≥ 3，ρ̄E,p要么是满的，要么是可约的；从而这时ρ̄E,p不可约等价

于ρ̄E,p绝对不可约。更进一步，若p = 3，ρ̄E,p绝对不可约等价于ρ̄|GQ(
√
−3)
绝

对不可约。所以p = 3时，推论2.30的条件可以放松为：ρ̄E,3是模性的、不可

约的。
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Langlands-Tunnell(参见[36, 57])对模3的伽罗华表示证明了如下的结

果。

定理2.32. 若ρ̄E,3是不可约的，那么ρ̄E,3是模性的。

注2.33. 上面的定理是Langlands-Tunnell结果的一个特殊情况，他们的主要

工具是迹公式和Base change的技巧，属于自守表示的范畴。我们简单解释

其内容：

1. 连续表示σ : GQ → GL2(C)的像必定是有限的，其在PGL2(C)中的像

只可能是R3中某个正多面体的对称群[47, Section 13]。从而若σ是不

可约的，那么其在PGL2(C)中的像只有如下几种可能：A5(十二面体)，

S4(八面体)，A4(四面体)，D2n(二面体)。Langlands-Tunnell证明了：

若σ 是奇的、不可约的，且在PGL2(C)中的像是可解的，那么σ是模

性的。在二面体情形时，σ的模性已由Hecke和Maass证明；Langlands

和Tunnell 证明了八面体群和四面体群的情形。

2. Langlands和Tunnell证明了从σ可以构造出GL2 /Q的一个自守表示。
而在σ(c) = −1时，从他们构造出的自守表示可以构造出一个新形

式f，使得σ ∼= ρf，从而σ是模性的。

3. 我们关注的表示是模3的表示，但是这样的表示可以通过下面的同态

提升为一个定义在C上的表示

Ψ : GL2(F3) ↪→ GL2(Z[
√
−2]) ⊂ GL2(C)(

−1 1

−1 0

)
7→

(
−1 1

−1 0

)
(

1 −1

1 1

)
7→

(
1 −1

−
√
−2 −1 +

√
−2

)

注意到PGL2(F3) ∼= S4是可解的，我们便得到了ρ̄E,3的模性。

现在还有一个问题：ρ̄E,3有可能是可约的。这时候没有办法运用上面的

结果。Wiles从Mazur的一个结果出发(参见[42])，利用所谓的3-5变换技巧解

决了这个困难。

28



定理2.34. 设E是一条定义在Q上的半稳定的椭圆曲线，那么ρ̄E,3和ρ̄E,5中至
少有一个是不可约的。

注2.35. 假设ρ̄E,3和ρ̄E,5都是可约的，那么E[15]有一个15阶子群C在伽罗

华作用下不变，于是(E,C)对应到模曲线X0(15)(Q)中的一个点。然而集

合X0(15)(Q)是一个有限集，其对应的椭圆曲线在5处都不是半稳定的。参

见[42, Lemma 9]。

定理2.36. 设E是一条定义在Q上的半稳定的椭圆曲线且ρ̄E,5是不可约，那
么存在另外一条半稳定的定义在Q上的椭圆曲线E′，满足：

1. ρ̄E′,3是不可约的；

2. ρ̄E′,5 ∼= ρ̄E,5.

注2.37. 在[42, Section 4]中，Rubin构造了一组椭圆曲线E′/Q满足定理2.36的

两个条件，所有曲线在5之外都是半稳定的。在这组曲线里取一条在5-进意

义下非常靠近E 的曲线，这条曲线即满足定理2.36中的所有条件。

当我们考虑ρ̄E,5的时候，需要了解ρ̄E,5|GQ(
√

5)
的性质，对此，我们有下

面的结果(参见[42, Proposition 7])。

命题2.38. 令E/Q是一条椭圆曲线，E在5处半稳定，且ρ̄E,5不可约，那

么ρ̄E,5|GQ(
√

5)
绝对不可约。

现在，利用上面的结果，我们可以证明定理1.18。

定定定理理理1.18的的的证证证明明明. 令E/Q是一条半稳定的椭圆曲线。若ρ̄E,3是不可约的，那
么由定理2.32可知E是模性的。若ρ̄E,3是可约的，那么ρ̄E,5是不可约的；存

在半稳定的椭圆曲线E′/Q满足定理2.36中的两个条件；将定理2.32运用

到ρ̄E′,3上，我们知道ρ̄E′,3是模性的，从而ρ̄E′,5 ∼= ρ̄E,5是模性的；最后将推

论2.30运用到ρ̄E,5上，得到E是模性的。
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3 R = T

在这一节里，我们通过构造所谓的Diamond-Taylor-Wiles系统来证明定

理2.29。这里我们不采用Wiles最初的证明，而是采用Faltings、Diamond、

Fujiwara等简化后证明(参见[16, 24])。两个方法的思路基本一致，只是细节

稍有区别。在了解了更多内容后，我们将在节4.2.3中解释它们的区别。

定理2.29的证明分为两个部分。第一个部分是Σ = ∅的情形，即所谓的
极小情形，这里我们的工具是定理3.1。第二个部分是一般情形，简单地说，

我们利用定理3.3，对Σ中的元素个数做归纳法。

3.1 自由性的判别方法

3.1.1 Patching

这里我们给出一个判别特定模的自由性的交换代数结果，这个结

果最开始由Wiles和Taylor-Wiles提出，然后由Faltings和Diamond简化(参

见[56, 60, 16, 24])。

给定正整数r。令A = k[[S1, . . . , Sr]]，B = k[[X1, . . . , Xr]]，令n是A的

极大理想。

定理3.1. 令R是一个k-代数，H是一个非零R-模且在k-上是有限维的。若对

任意的正整数n，都存在k-代数映射ϕn : A → B和ψn : B → R，B-模Hn，

B-线性映射πn : Hn → H，并且这些对象满足：

1. ψn是满射且ψnϕn(n) = 0；

2. πn诱导了一个同构Hn/nHn → H；

3. AnnAHn = nn且Hn是自由A/nn-模。

那么R是维数为零的完备交，且H是一个自由R-模。

证证证明明明. 令d = dimkH并取定H的一组基x1, . . . , xd。对每一个n ≥ 1和i =

1, . . . , d，选取xi,n ∈ Hn使得πn(xi,n) = xi。由Nakayama引理，x1,n, . . . , xd,n构
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成Hn的一组(A/nnA)-基。利用Hn
∼= (A/nnA)d，Hn的B-模结构给我们一

个A-代数同态

µn : B →Md(A/n
nA).

对每一个n ≥ 1和j = 1, . . . , r，选取µn(Xj) ∈ Md(A/n
nA) 的提升νn(Xj) ∈

Md(A)。注意到Br ×Rr ×Md(A)r是紧的，序列

(ϕn(S1), . . . , ϕn(Sr), ψn(X1), . . . , ψn(Xr), νn(X1), . . . , νn(Xr))

有一个收敛子列。选取一个极限点

(ϕ∞(S1), . . . , ϕ∞(Sr), ψ∞(X1), . . . , ψ∞(Xr), ν∞(X1), . . . , ν∞(Xr))

容易验证，ϕ∞、ψ∞、ν∞都可延拓为k-代数同态。另一方面，我们有交换

图

Md(A)

((

A

77

ϕ∞
//

((

B

OO

ψ∞
��

Md(k)

R

55

这里A → Md(A)和Md(A) → Md(k)为自然映射，A → R通过k分解，R →
Md(k)由R在H上的作用给出。上面的构造同时也给了我们一个A上的秩

为d的自由A-模，记为H∞。同时我们有

• ψ∞是满的

• ψ∞ϕ∞(n) = 0

• 作为B-模，有同构H∞/nH∞ ∼= H

注意到ϕ∞(S1), . . . , ϕ∞(Sr)是一个H∞-正则序列，所以

depthBH∞ = r.
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由Auslander-Buchsbaum-Serre定理(参见[7, Theorem 2.2.7])，H∞作为B-

模的投射维数是有限的。由Auslander-Buchsbaum公式(参见[7, Theorem

1.3.3])，我们有

depthBH∞ + proj dimBH∞ = depthB.

从而proj dimBH∞ = 0，即H∞是一个自由B-模。故H是一个自由(B/ϕ∞(n)B)-

模，且ψ∞诱导了同构

B/ϕ∞(n)B → R.

从而定理结论成立。

3.1.2 数值判别法

在这一节里，O是一个完备的离散赋值环，λ和k分别是O的素元和
剩余类域。选定一个系数环R ∈ CO以及一个O-同态π : R → O。令p =

Ker(π)和I = AnnR p。

定理3.2. 令T是一个局部的、诺特的O-代数，并且作为O-模，T是有限自
由的。令φ : R → T 是一个O-代数满射且Kerφ ⊂ p。令πT : T → O满
足πT ◦ φ = π，令pT = Ker(πT )，IT = AnnT pT。若πT (IT )非零，则下列条

件等价：

1. πT (IT ) ⊂ FittO(p/p2);

2. πT (IT ) = FittO(p/p2)；

3. R是一个完备交且φ是一个同构。

当T是Gorenstein时，这个结果最初由Wiles证明；一般情形由Lenstra证

明。Diamond从这个结果出发，给出了下面的数值判别法(参见[16])。

定理3.3. 令H是一个R-模，作为O-模是有限自由的，且Hp 6= {0}。令Ω =

H/(H[pT ]+H[IT ])，这里T = R/AnnRH。令d = rankOH[p]。若lengthO Ω <

∞，则下列条件等价：

1. rankOH ≤ d · rankO T，且lengthO Ω ≥ d · lengthO(p/p2)；
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2. rankOH = d · rankO T，且Ω ∼= (O/FittO(p/p2))d；

3. R是一个完备交，且H是一个秩为d的自由R-模。

证证证明明明. “2⇒1”是显然的。

“3⇒2”：由假设条件知R是有限自由O-代数。由于R是Gorenstein，O-
模R[p] = I的秩为一。另一方面，我们有R[I] = p，从而π(I) = FittO(p/p2)。

故条件2成立。

“1⇒3”：首先注意到作为O-模，H[pT ] = H[p]的秩为d。由于H/H[IT ]是

自由O-模且秩至多为d，从而作为O-模，Ω可以由d个元素生成。故H/H[IT ]

的秩为d。同时我们也有H[pT ] ∩H[IT ] = {0}且

FittO(p/p2) ⊃ AnnO(H/H[pT ]⊕H[IT ]) ⊃ πT (IT ).

由于p/p2长度有限，所以πT (IT )的长度有限。由定理3.2，φ是一个同构

且R是一个完备交，R是一个有限自由O-代数。
上面的讨论告诉我们rankOH ≤ d · rankO R且Ω ∼= (O/π(I))d。由

于HI ⊂ H[p]，O-模Ω是H/(H[I] + IH)的商模，从而可以由d 个元素生

成且被π(I)零化。故IH = H[p]是秩为d的自由O-模。
令R̄ = R⊗O k，m是R̄的极大理想，H̄ = H⊗O k。由于R̄是Gorenstein，

我们知道R̄[m] = IR̄是一维的k-空间。由于H/IH 是无扰的，IH̄是d-维

的k-向量空间。取x1, . . . , xd ∈ H̄使得IH̄ = ⊕iIxi，定义映射

α : R̄d → H̄

(r1, . . . , rd) 7→
∑

rixi.

令V = Ker(α)。由于V ∩ IR̄d = 0，故V [m] = 0，进而得到V = 0，α是单

射。由于α两边的对象的维数相等，故α是同构，从而H是R上秩为d的自由

模。

3.2 系统的构造

现在我们回到节2.4给出的ρ̄和形变问题，并为之构造一个Diamond-

Taylor-Wiles系统。
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3.2.1 辅助素数的存在性

令W = Ad0(ρ̄)，令

W ∗ = Hom(W,µp) ∼= W (1) ∼= Symm2(ρ̄).

局部形变条件给出了有限奇异结构

0→ L` → H1(G`,W )→ H1(G`,W )/L` → 0.

定义Selmer群

H1
DΣ

(Q,W ) = Ker(H1(GΣ∪S ,W )→
∏

v∈S∪Σ

H1(Gv,W )/Lv).

由形变理论，我们知道

H1
DΣ

(Q,W ) ∼= Hom(mRΣ
/(π,R2

Σ), k).

即作为O-代数，RΣ可以由r(Σ) = dimH1
DΣ

(Q,W )个元素生成。

定义对偶Selmer群

H1
D∗Σ

(Q,W ∗) = Ker(H1(GΣ∪S ,W
∗)→

∏
v∈S∪Σ

H1(Gv,W
∗)/L∗v).

尽管Selmer群和对偶Selmer群自身的大小很难计算，它们之间的关系并不复

杂。由Tate-Poitou正合列(参见[59])，我们有下面的定理。

定理3.4. 记号如上，我们有

]H1
DΣ

(Q,W )

]H1
D∗Σ

(Q,W ∗)
=

]H0(Q,W )

]H0(Q,W ∗)
∏
v|∞

]Lv
]H0(Gv,W )

.

在我们考虑的情形下，直接计算可以得到

r(Σ) = dimkH
1
DΣ

(Q,W ) = dimkH
1
D∗Σ

(Q,W ∗) + ]Σ.

Wiles的一个重要发现是我们可以选取特别的Σ，使得H1
D∗Σ

(Q,W ∗) = {0}，
从而很好地控制r(Σ)。具体地说，我们有下面的结果(参见[48, 60])。
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命题3.5. 存在一个正整数r，使得对任意正整数n，都存在一个素数组成的

集合Q，满足

1. Q中有r个元素且Q ∩ S = ∅；

2. 对任意q ∈ Q，有q ≡ 1 (mod pn)；

3. 对任意q ∈ Q，ρ̄(Frobq)的两个特征值不相等且都属于k；

4. H1
D∗Q

(Q,W ∗) = {0}，从而RQ作为O-代数，可以由r个元素生成。

证证证明明明. 注意到

H1
D∗Q

(Q,W ∗) = Ker(H1
D∗(Q,W

∗)→
∏
q∈Q

H1(Gq/Iq,W
∗)).

我们只要证明对任意的0 6= [ϕ] ∈ H1
D∗Q

(Q,W ∗)，都存在无穷多q 6∈ S，满足

1. q ≡ 1 (mod pn)；

2. ρ̄(Frobq)有两个不等的特征值；

3. resq([ϕ]) 6= 0.

然后我们可以一步步把H1
D∗Q

(Q,W ∗)的维数减少一，直到H1
D∗Q

(Q,W ∗) =

{0}。由Cebotarev密度定理，我们只要证明存在σ ∈ GQ满足

1. σ|Q(ζpn ) = 1;

2. ρ̄(σ)的特征值不等；

3. ϕσ 6∈ (σ − 1)W ∗.

事实上，若我们找到了这样一个σ，令q是一个素数满足σ|L =
(
L/Q
q

)
，这

里L是Q的一个有限扩张，且包含Q(ζpn)和ρ̄及ϕ的分裂域；q是L的一个素理

想且q | q。这个q便满足所需条件。
令F是Ker(ρ̄)对应的Q(ζpn)的扩张，K是Ker(Ad0 ρ̄)对应的Q(ζpn) 的扩

张，H = Gal(K/Q(ζpn))，H̃ = Gal(F/Q(ζpn)) ⊂ G̃ = Im(ρ̄)。又Ker(Im(ρ̄)→
Im(Ad0 ρ̄))对应到Im ρ̄中的数乘矩阵，我们有

H = H̃k×/k× ⊂ G = Im(Ad0 ρ̄) ⊂ PGL2(k).

35



由[48, Lemma 19]，H1(K/Q,W ∗) = 0。于是

0 6= ϕ|GK
∈ Hom(GK ,W

∗)Gal(K/Q).

由于ρ̄|GL
不可约，从而W ∗不可约。又由于ϕ(GK)是W ∗的不变子空间，从而

必有ϕ(GK) = W ∗。

假设对任意的σ ∈ GQ(ζpn )，ρ̄(σ)的两个特征值都相等，从而可以选定

一组基，使得ρ̄(GQ(ζpn ))包含在上三角矩阵中。这会与ρ̄ 的不可约假设条件

矛盾。所以我们选取σ0 ∈ GQ(ζpn )，使得ρ̄(σ0)的两个特征值不相等，记它们

为α，β。

作用在W上，σ0的特征值为α/β，1，β/α。由于σ0作用在单位根ζp上是

平凡的，作用在W ∗ 上，σ0的特征值也为α/β，1，β/α。从而(σ0 − 1)W ∗ 6=
W ∗，故ϕ(GK) 6⊂ (σ0 − 1)W ∗。

现在令τ ∈ GK并考虑σ = τσ0。注意到τ在W和W
∗上的作用都是平凡

的。由于ρ̄(τ)是数乘矩阵，ρ̄(σ)的两个特征值是不同的，且σ(ζpn) = ζpn。

现在

ϕσ = τϕσ0 + ϕτ = ϕσ0 + ψτ .

我们总是可以选取τ，使得ϕσ 6∈ (σ − 1)W ∗ = (σ0 − 1)W ∗，从而命题得证。

3.2.2 泛形变环RQ

选取素数的集合Q，满足

1. 对任意q ∈ Q，有q ≡ 1 (mod pn)；

2. 对任意q ∈ Q，ρ̄(Frobq)的两个不同的特征值αq和βq，且都属于k；

若q ∈ Q，令∆q是(Z/qZ)×的极大的阶为p的幂次的商群。记∆Q =
∏
q∈Q ∆q。

定义

ΓQ = {

(
a b

c d

)
∈ Γ0(NQ) | a−1d = 1 ∈ ∆Q}.

考虑模曲线X0(NQ)和X(ΓQ)及其上同调群H1
et(X0(NQ)⊗Q̄,Zp)和H1

et(X(ΓQ)⊗
Q̄,Zp)。令T(NQ,O)和T(ΓQ,O)分别是对应的Hecke代数。令mQ是由下面
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映射的核给出的Hecke代数的极大理想

T(NQ,Zp)或T(ΓQ,Zp)→ k

Tx 7→ Tr(ρ̄(Frobx)) (x - pNQ)

引理3.6. 记号如上，我们有

1. 若q ∈ Q，则ρuQ|Gq ∼ χα,q⊕χβ,q。这里χα,q (mod mRQ
)和χβ,q (mod mRQ

)是

非分歧特征，并且把Frobq分别映射到αq和βq。

2. 特征χα,q ◦ Art |Z×q : Z×q → R×Q 分解通过Z×q → (Zq/zZq)× → ∆q。从

而我们可以将RQ视为O[∆Q]-模。

3. 泛形变性质诱导出一个满射

RQ → T(ΓQ,O)mQ .

为方便起见，记H1(K) = H1
et(X(K)⊗ Q̄,Zp)。我们有下列结果。

引理3.7. 1. 对任意q ∈ Q，映射

η : H1(Γ0(NQ/q)mQ/q
→ H1(Γ0(NQ))mQ

f 7→ Aq1∗f −

(
1 0

0 q

)
∗

f

是一个同构。这里Aq ∈ T(NQ,Zp)是αq的提升。

2. H1(ΓQ)是一个自由的O[∆Q]-模。

3. (H1(ΓQ)∆Q
)m ∼= H1(Γ0(N))m，且这个同构与Hecke算子的作用相容。

3.3 定理2.29的证明

3.3.1 极小情形

对任意正整数m，取素数集Qn满足

1. ]Qn = dimH1(GF ,Ad0 ρ̄(1));
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2. 任意q ∈ Qn，有q ≡ 1 (mod pn)；

3. ρ̄(Frobq)的两个特征值不相等。

由Qn的选取，泛形变环RQn可以由r = dimH1(GF ,Ad0 ρ̄(1))个元素生成。

令Rn = RQn/λRQn，则Rn也可以由r个元素生成。由此我们定义映射θn :

B → Rn。另一方面，由引理3.6，我们知道Rn是一个k[∆Qn ]-代数，我们有

自然的映射k[∆Qn ] → Rn，并且由构造知k[∆Qn ]的极大理想的像是平凡的。

由∆Qn的定义，我们可以选取k-代数的满射A→ k[∆Qn ]。

定义ϕn : A→ B，使得下面的图表交换

A
ϕn−−−−→ By yθn

k[∆Qn ] −−−−→ Rn.

定义ψn : B → R是复合映射B θn−→ Rn → R。令Hn = H1
et(X(ΓQn) ⊗

Q̄, k)mQ，由上节的结果，这些对象满足定理3.1中的条件，所以得到

• R/λR = T(N, k)m

• H = H1
et(X0(N)⊗ Q̄, k)m是秩为2的自由R-模。

3.3.2 一般情形

令πΣ是复合映射RΣ → R∅ → T∅ → O，令HΣ = H1
et(X0(NΣ) ⊗

Q̄,O)mΣ，并通过φΣ : RΣ → TΣ视HΣ为RΣ-模。我们验证(RΣ, HΣ)满足

定理3.3中的第一个条件。首先注意到(HΣ)pΣ 6= 0，这里pΣ = Ker(πΣ)；并

且

rankOHΣ = d · rankTΣ.

这里d = rankOHΣ[pΣ] = 2。所以我们需要验证，对ΩΣ = HΣ/(HΣ[pTΣ
] +

HΣ[ITΣ
]),

lengthO ΩΣ ≥ 2 · lengthO pΣ/p
2
Σ.
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注意到由极小情形，上面的不等式对Σ = ∅是成立的。另一方面，我们可以
利用伽罗华上同调来描述pΣ/p

2
Σ，从而容易得到

lengthO pΣ/p
2
Σ ≤ lengthO p∅/p

2
∅ +

∑
q∈Σ

vλ((q − 1)(θ(Tq)
2 − (q + 1)2)).

于是我们只需要证明

lengthO ΩΣ ≥ lengthO Ω∅ + 2
∑
q∈Σ

vλ((q − 1)(θ(Tq)
2 − (q + 1)2)).

再简化，我们只需要证明

lengthO ΩΣ ≥ lengthO ΩΣ−q + 2vλ((q − 1)(θ(Tq)
2 − (q + 1)2)).

而这个是Ihara引理的推论(参见[60, 54])。从而我们完成了定理的证明。

4 意义和发展

4.1 模性猜想与相关猜想

4.1.1 BSD猜想

Birch和Swinnerton-Dyer猜想(下面简称BSD猜想)将椭圆曲线的L-函数

和它的许多算术不变量联系起来。为简单起见，我们假定椭圆曲线定义在有

理数域Q上。令E/Q是一条椭圆曲线，令ω是由E的一个极小Wieerstrass方

程给出的不变微分。定义

Ω∞ =

∫
E(R)
|ω|.

对每一个素数p，定义

Ωp = ]E(Qp)/E0(Qp).

这里E0(Qp) = {P ∈ E0(Qp) | P (mod p)是光滑的}。注意到若E在p处有好
的约化，那么Ωp = 1，从而

∏
p Ωp有意义。

猜想4.1 (BSD猜想). 令E/Q是一条椭圆曲线。则
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1. ords=1 L(E/Q, s) = rankE(Q)；

2. 令r = rankE(Q)，有

lim
s→1

L(E/Q, s)
(s− 1)r

= Ω∞
∏
p

Ωp
R(E/Q) · ]X(E/Q)

(]E(Q)tors)2
.

这里，R(E/Q)是E的regulator，X(E/Q)是指E的Tate-Shafarevich群。

BSD猜想是七个千禧年问题之一，其在数学上的重要性不言而喻，

在Clay Mathematics Institute的官方网页上可以查阅到更多信息。模性猜

想与BSD猜想也有紧密联系：在BSD猜想最开始提出来的时候，数学家并

不能证明对一般的椭圆曲线，L(E/Q, s) 可以延拓到整个复平面C上；到
目前为止，我们也不能证明X(E/Q)总是有限的。正如Tate在1974年提到：

“this remarkable conjecture relates the behavior of a function L at a point

where it is not at present known to be defined to the order of a group X

which is not known to be finite!”

Eichler-Shimura证明了若椭圆曲线E/Q是模性的，那么L(E/Q, s) =

L(f, s)，这里f是某个新形式，故是可以延拓的；从而模性猜想的证明告诉

我们L(E/Q, s)总是可以延拓的。所以BSD猜想第一个等式的左右两项都是

有意义的。文献[49, Section C16]对这个猜想作了更详细的介绍，并提供了

更完整地文献资料。

4.1.2 Sato-Tate猜想

Sato-Tate猜想是关于模形式系数分布的猜想。令f ∈ Sk(Γ0(N))是一个

权重为k、水平为Γ0(N)的(规范)新形式。设f的Fourier展式为

f(z) =

∞∑
n=1

ane
2πinz.

Ramanujan猜想指出：若p - N，则|ap| ≤ 2p(k−1)/2。这个猜想已经被完整证

明：k = 1时由Deligne-Serre证明；k = 2时由Eichler-Shimura证明；k ≥ 3

时由Deligne证明。
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p - N，由L(f, s)在p处的Euler乘积项，我们给出等式

1− app−s + pk−1p−2s = (1− αpp−s)(1− βpp−s).

于是

|ap| ≤ 2p(k−1)/2 ⇔ |αp| = |βp| = p(k−1)/2.

从而我们可以将αp和βp表示为αp = p(k−1)/2eiθp，βp = p(k−1)/2e−iθp。这

里θp ∈ [0, π]。

我们的问题是：θp在[0, π]区间是怎么分布的？换一种说法，令

rp =
αp + βp

p(k−1)/2
= 2 cos θp ∈ [−2, 2].

rp在区间[−2, 2]是怎么分布的？Sato-Tate猜想描述了这个分布。

猜想4.2 (Sato-Tate猜想). 记号如上，假设f没有复乘，即L(f, s)不是由虚

二次域的特征给出。那么rp在[−2, 2]上的分布遵循Sato-Tate测度

µst =
1

π

√
1− x2

4
dx.

即对任意区间[a, b] ⊂ [−2, 2]，

lim
x→∞

]{p ≤ x | rp ∈ [a, b]}
]{p ≤ x}

=

∫ b

a
µst.

Sato-Tate猜想最初是关于椭圆曲线E/Q的，但是模性猜想告诉我们，
定义在有理数域上的椭圆曲线对应到权重为2的新形式，所以我们在上面

直接给出了关于模形式的Sato-Tate猜想。这个猜想在一般全实域上也有

推广，在某些情况已经被证明。对于猜想的推广和被证明的情形，参见文

献[1, 2, 55]；对于猜想的一个更具体形式——Lang-Trotter猜想，参见[49,

Conjecture 4.8]。

4.1.3 Fontaine-Mazur猜想

定义4.3. 令ρ : GQ → GLn(Q̄l)是一个l-进的伽罗华表示。我们称ρ 是几何

的，若ρ满足
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• ρ在有限个素数外都是非分歧的；

• ρ|GQl
是预半稳定的(potentially semi-stable)。

猜想4.4 (Fontaine-Mazur猜想). 令ρ是一个不可约的、几何的表示，那么

存在一个光滑的、投射的代数簇X/Q，和整数i、j，使得ρ同构于Hj
et(X ⊗

Q̄, Q̄l(i))的一部分。

一维的Fontaine-Mazur猜想基本等价于类域论。二维Fontaine-Mazur

猜想的一部分等价于：若ρ 是单的、不可约的、几何的表示，那么ρ是模性

的。这个情形被Emerton、Kisin、Colmez等证明，参见文献[19, 34]。

4.2 模性猜想的发展和若干推广

最后我们对模性猜想的证明和1995年之后相关研究的发展做一些注解，

部分资料来自文献[8]。

4.2.1 Wiles的结果：半稳定条件

Wiles的结果定理1.18并没有证明完整的模性猜想，而是证明了半稳定

的椭圆曲线是模性的。为什么有半稳定这个条件？回到Wiles的证明：从一

个模性的表示ρ̄ 出发，考虑ρ̄的满足条件Q的所有形变，得到泛形变环RQ，
考虑所有的模性形变得到泛形变环T(ρ̄)。这里我们选取Qp使得所有的模性
形变满足条件Q，从而得到满射RQ → T(ρ̄)。最后证明这个满射是个同构。

在这个证明里，我们需要选取一个好的形变条件Q，节2.4中的条件满

足了这个要求：半稳定的椭圆曲线对应到半稳定的伽罗华表示。如果我

们要放松半稳定的条件，那么我们需要选择一个形变条件，这个形变条

件要足够强，从而我们得到泛形变环的维数合适；这个形变条件要足够

弱，至少要包含半稳定这个条件。在q 6= p的情形下，这个问题被Diamond

解决(参见[15])。Diamond的主要结果是说：若E/Q在3和5处都是半稳定的，

那么E是模性的。这个条件弱于定理1.18的条件，而这个条件的存在当然还

是因为我们需要运用3-5变换技巧。

在1990年代，要证明模性猜想，总绕不开3-5变换技巧。注意到半稳

定条件是指椭圆曲线有好的约化或者乘法约化。若E/Q在3处有非常坏
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的加法约化，(比如其导子被3的很高幂次整除，)这将在E[5]中体现出来，

其导子也会被3的很高幂次整除，从而对其它的A[5] ∼= E[5]，在3处也不

好控制。这时如上所说，我们需要一个好的形变条件，它足够弱，包含

了E[p]和Tp(E)在p处很坏的情形；它足够强，使得对应泛形变环的维数足

够小，从而Taylor-Wiles的方法可以用上。从这个角度来说，我们需要推广

平坦这个条件。但是在Wiles年代，p-进Hodge理论还不够完善，没有足够

成熟的工具供当时的数学家使用。

4.2.2 模性猜想的完整证明

在上一节我们提到，要证明完整地模性猜想，我们需要运用Langlands-

Tunnell的结果，从而必须考虑p = 3的情形。所以我们考虑的椭圆曲线必须

在3处有可以控制的约化情况。

我们将这一情形一般化。考虑不可约的、模p的局部伽罗华表示ρ̄ :

Gal(Q̄p/Q)→ GL2(k)，这个表示给了我们泛形变环Ru ∼= W (k)[[X1, . . . , Xd]]，

这个环太大导致我们不能使用Taylor-Wiles方法。于是我们考虑ρ̄的有限平

坦形变，得到泛形变环Rf，而这个环正好满足了Taylor-Wiles方法的条件。

形变条件的定义中，第一条便是ρ̄要满足这个条件，这样便要求E[3]或

者E[5]满足这个条件：E在3和5处不能“太坏”。在推广这个方法的过程中，

我们考虑预有限平坦这个条件：即表示ρ : Gal(Q̄p/Qp) → GL(R)在限制到

子群ρ|Gal(Q̄p/K)上是有限平坦的，这里K是Qp的一个有限扩张。这个时候，

我们需要对K上的有限平坦群概型有一个很好地分类结果来计算相应的形

变环的维数。而在K/Qp是野分歧时，这样的分类结果在1995年前后是不存

在的。

为了解决上面提到的困难，Conrad-Diamond-Taylor [13]提出了一个新

的想法。我们不去考虑由形变条件给出来的泛形变环，而是考虑有类似泛性

质的环：首先我们考虑形变ρ : Gal(Q̄p/Qp) → GL2(O)，这里O是Qp的有限

扩张的整数环。这样我们可以考虑ρ的p-进Hodge性质，如：Hodge-Tate，de

Rham，potentially semi-stable，crystalline等等。这些性质对一般的形变ρ :

Gal(Q̄p/Qp) → GL2(A)而言是没有意义的。更进一步，若ρ是potentially

semi-stable，那么其对应的Fontaine模Dpst(ρ)是一个两维的线性空间，在
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其上有一个Ip的作用，这样得到一个表示τ : Ip → GL2(Qp)，我们称之为

型(type)。所以我们可以固定一个型τ，考虑所有的potentially semi-stable、

型为τ的形变ρ : Gal(Q̄p/Qp)→ GL2(O)。

这样我们得到的并不是一个形变条件，从而也不会得到泛形变环。

但是我们会得到一个具有类似泛性质的环。考虑ρ̄的泛形变环R，考虑
所有映射s : R → O，O如上。从泛形变ρu : Gal(Q̄p/Qp) → GL2(R)复

合上s我们得到形变ρs : Gal(Q̄p/Qp) → GL2(O)。我们称Ker(s)是τ -型的，

若ρs是potentially semi-stable、 τ -型的。这里我们还可以加上其它条件：

如potentially Barsotti-Tate，或者det ρs = χ等等。

定义Rτ := R/∪s Ker(s)，这里s遍历所有τ -型的理想。从几何上看，在

泛形变空间Spec(R)中，我们考虑包含所有τ -型素理想的闭子概型。Rτ并不
是一个泛形变环，但是当我们考虑如上形变问题的时候，是一个很自然的

研究对象。

这里有一个问题，就是所有的τ -型点是否组成一个闭集？令S是所有τ -

型点组成的集合，S̄是其在形变空间中的闭包。 S̄ − S中的点同样给我们伽
罗华表示，这样的表示我们称之为弱τ -型的。在[43]中，Savitt证明了弱τ -型

和τ -型是等价的条件。

回到模性猜想的证明，利用环Rτ，经过计算Rτ的维数，Conrad-

Diamond-Taylor证明了如下结果(参见[13])。

定理4.5 (Conrad-Diamond-Taylor). 令E/Q是一条椭圆曲线，且在3处一个

顺分歧扩张后有半稳定约化，那么E是模性的。

在几乎同一时间，Christophe Breuil [3]对定义在任意p-进域上的有限平

坦群概型作出了完整地分类，这个结果和上面CDT的想法结合在一起，最

终导致了模性猜想的完整证明(定理1.19)。

4.2.3 Kisin的结果

首先我们简单讲讲patching这个过程的发展。在Wiles最开始的证明中，

所谓的patching的对象是形变环和Hecke代数，从而在其证明中，我们需

要先知道对应的模是有限自由的，并且需要知道泛形变环是Gorenstein(参

见[48, 60])。在这篇文章里，我们采用的是Diamond改进后的方法，patching的
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对象是模，而有限自由的结构作为一个副产品在证明R = T的过程中得到

了(参见定理3.1)。

在Kisin [33]之前，这已经是最佳的证明模性问题的方法。在上一节

我们也看到，在这个方法里，我们需要计算环Rτ，这个环很难控制，并
且在实际操作中并不会给出我们需要的维数。BCDT的证明能成立在于

我们只考虑3处的形变，这个时候所有相关的环都可以明确写出来。事实

上，正是由于这些计算，Breuil-Mézard [6]给出了一个猜想，描述了Rτ的
模p的Hilbert-Samuel重数和对应的表示论不变量之间的关系。

文章[33]虽然直到2009年才发表，但是2004年左右就已经发布了。Kisin的

新想法是说：与其对Zp-代数来考虑我们的问题，这时需要了解Rτ的性质，
不如直接考虑Rτ -代数。这时的patching过程中，我们不需要证明Rτ的切空
间是一维的，只需要知道Rτ是一个Krull维数为2的整环。更进一步，如果我

们知道所考虑的形变都在同一个分支上，我们可以只选取Spec(Rτ [1/p])的

一个不可约分支。

当然，若Spec(Rτ [1/p])是不可约的，Kisin的方法不会有任何问题。如

果Spec(Rτ [1/p])有多个不可约分支，在某些特殊情况下，Kisin采用了所谓

的“component-hopping”技巧。在[33]中，Kisin证明了如下的模性定理。

定理4.6. 令p ≥ 3是素数，ρ是Gal(Q̄/Q)的2维表示且在有限个素数外非

分歧。令ρ̄是ρ的约化，假设ρ̄是模性的， ρ̄|Gal(Q̄/L)是绝对不可约的(L =

Q(
√

(−1)(p−1)/2p))。若ρ是potentially Barsotti-Tate的，并且det ρ是分圆特

征和一个有限特征的乘积，那么ρ是模性的。

注意到这里我们并没有对ρ的型做任何要求，这正是这个定理强大的地

方。这个方法最终导致了Breuil-Mézard猜想的证明(参见[35, 26])。另一方

面，由于缺乏对形变环的足够了解，Kisin的patching方法不能得到R = T的

结果，而是得到R[1/p] = T [1/p]的结果。

4.2.4 全实域上的推广

到目前为止我们只考虑了关于Gal(Q̄/Q)的表示的模性提升。事实上，

数学家们早就意识到全实域上的模性定理在数论上也有重要意义，这时我

们可以采用基变换的技巧[36]而得到有理数域Q上的信息。早期Carayol的一
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个结果[10, Section 0.8]证明了一个定义在Q上的模性的椭圆曲线的导子等于
对应的新形式的水平。尽管这是关于Q的一个结论，但是证明中运用了全实
域上的Hilbert模形式。

我们简单介绍一下全实域上的Serre模性猜想。令F是一个全实域，

F 6= Q，ρ̄ : Gal(F̄ /F ) → GL2(F̄p)是一个二维的连续表示。我们称ρ̄是全奇
的，若对任意的复共轭c，都有det ρ̄(c) = −1。

猜想4.7. 若ρ̄ : Gal(F̄ /F ) → GL2(F̄p)是不可约的、全奇的、连续的表示，
那么ρ̄是模性的。即存在一个Hilbert模形式f，使得ρ̄ ∼= ρ̄f，这里ρ̄f是由f构

造的伽罗华表示。

由于这个猜想与猜想1.22类似，所以尽管这个猜想不是Serre提出来

的，也被称为Serre模性猜想。如果我们能证明这个猜想，那么就能得到全

实域上的椭圆曲线的模性。关于这个猜想的更多细节，以及这个猜想和

模p的Langlands对应的联系，可以参考文献[9, 25]；关于全实域上的椭圆曲

线的模性，就作者了解到的情况而言，比较完整的结果是[21]中，Freitas-Le

Hung-Siksek证明了实二次域上的椭圆曲线都是模性的。

定理4.8 (Freitas-Le Hung-Siksek 2015). 实二次域上的椭圆曲线都是模性

的。

Freitas-Le Hung-Siksek的证明运用到了很强的模性提升定理，同时

也推广了3-5变换技巧，我们概括一下这个证明的主要步骤。令F 6= Q是
一个全实域，E/F是一条椭圆曲线，ρ̄ := ρ̄E,p : Gal(F̄ /F ) → GL2(Fp)是
由E[p]给出的伽罗华表示。令L = F (ζp)。

Step 1 综合[33, 25, 5]的结果，Freitas-Le Hung-Siksek证明了：若ρ̄是模性

的，且ρ̄|Gal(F̄ /L)是绝对不可约的，那么E是模性的。

Step 2 令p = 3或者5，若ρ̄|Gal(F̄ /L)是绝对不可约的，那么E是模性的。

注意到模曲线X0(15)有无穷多的实二次点，考虑3-5变换不足以证明实

二次域上的模性猜想，对此我们需要更进一步。

Step 3 令p = 7，若ρ̄|Gal(F̄ /L)是绝对不可约的，那么E 是模性的。
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Step 4 找出所有的定义在实二次域上的，使得对p = 3, 5, 7，ρ̄|Gal(F̄ /L)

都绝对可约的椭圆曲线。这样的曲线对应到27条模曲线上某一点。

Freitas-Le Hung-Siksek一一证明了这些例外曲线的模性，从而完成了

整个证明。

若我们考虑椭圆曲线的预模性，则有如下的完整结果。

定理4.9. 令E是定义在全实域F上的椭圆曲线。存在全实域F ′/F，使

得E ×F F ′是模性的。特别地，我们知道L(E, s)可以亚纯延拓到整个复

平面上。

在Kisin的patching方法出现后，Taylor就意识到上面的结果是可证的，

不过当时Taylor将精力集中在Sato-Tate猜想上。尽管在2005年左右，证明

定理4.9的工具已被大家掌握，第一个发表的证明由Wintenberger在[39]的附

录中给出。定理4.9在高维的推广可参见文献[2]。
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