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摘要 线性约束的凸优化问题和鞍点问题的一阶最优性条件是一个单调变分不等式. 在变分不等式框

架下求解这些问题, 选取适当的矩阵 G, 采用 G- 模下的 PPA 算法, 会使迭代过程中的子问题求解变

得相当容易. 本文证明这类定制的 PPA 算法的误差界有 1/k 的收敛速率.
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1 引言

设 Ω ⊂ Rl 是闭凸集, 考虑如下的混合单调变分不等式: 求 u∗, 使得

u∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (u− u∗)TF (u∗) > 0, ∀ u ∈ Ω, (1.1)

其中 θ : Rl → R 是 (不必光滑) 凸函数, F : Rl → Rl 是单调算子. 记问题 (1.1) 为 VI(Ω, F, θ) 并假设

它的解集 (用 Ω∗ 表示) 是非空的. 科学计算中一些典型问题, 可以归结为求解上述变分不等式问题.

在线性等式 (或不等式) 约束的凸优化问题

min {f(x) |Ax = b (或Ax > b), x ∈ X} (1.2)

中, 设 f(x) 是凸函数, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, X 是 Rn 中的闭凸集. 引入线性约束的 Lagrange 乘子 λ,

求解 (1.2) 等价于求 u∗ = (x∗, λ∗), 使得

u∗ ∈ Ω, f(x)− f(x∗) + (u− u∗)TF (u∗) > 0, ∀ u ∈ Ω, (1.3a)

其中

u =

 x

λ

 , F (u) =

 −ATλ

Ax− b

 , Ω = X × Λ. (1.3b)
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对不同的线性等式 (或不等式) 约束条件,

Λ =

 Rm, 对等式约束 Ax = b,

Rm
+ , 对不等式约束 Ax > b.

(1.3c)

由 F (u) 的单调性, 变分不等式 (1.3) 是 (1.1) 的一种具体形式, 其中 θ(u) = f(x).

用全变差极小处理图像去模糊 [1], 经离散化以后, 问题的数学模型是一个 min-max 问题. 设

min
x∈X

max
y∈Y

{θ1(x)− yTAx− θ2(y)} (1.4)

中 X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm 是闭凸集, θ1 : Rn → R, θ2 : Rm → R 是凸函数, 矩阵 A ∈ Rm×n. 求解 (1.4) 等价

于求 u∗ = (x∗, y∗) 使得

u∗ ∈ Ω, (θ1(x)− θ1(x
∗)) + (θ2(y)− θ2(y

∗)) + (u− u∗)TF (u∗) > 0, ∀ u ∈ Ω, (1.5a)

其中

u =

 x

y

 , F (u) =

 −ATy

Ax

 , Ω = X × Y. (1.5b)

这里的 F (u)依然是一个单调算子,变分不等式 (1.5)是 (1.1)的一种具体形式,其中 θ(u) = θ1(x)+θ2(y).

假设 通篇假设对给定的凸函数 θ1(x) 和 θ2(y) 以及任意的 r > 0 和 a ∈ Rn, b ∈ Rm, 子问题

min

{
θ1(x) +

r

2
∥x− a∥2 |x ∈ X

}
和 min

{
θ2(y) +

r

2
∥y − b∥2 | y ∈ Y

}
的求解是简单的.

当以上假设满足时, 对于问题 (1.1)和 (1.4), 文献 [2]提出了一种 G-模下的外延 PPA算法. 适当

选取矩阵 G 时, 可使子问题的原始变量和对偶变量的求解分离实行, 从而大大简化子问题的计算. 文

献 [1] 中的算法, 可以看作一种具体的 G- 模下的 PPA 算法, 该算法在图像去噪问题中取得很好的计

算效果.近年来,优化算法的计算复杂性和收敛速率越来越为计算数学工作者所重视 [3–5]. 本文研究求

解 (1.1) 的 G- 模下外延 PPA 算法的计算复杂性, 证明了该算法有 O(1/k) 的收敛速率.

2 G- 模下的外延 PPA 算法

邻近点算法 (proximal point algorithm,简记为 PPA)是优化计算的一类基本方法. 它最早由 Mar-

tinet [6]在 1970年提出, Rockafellar对这类算法做了深入的研究 [7, 8]. 增广 Lagrange乘子法 (augmented

Lagrangian method) 是关于 Lagrange 乘子的 PPA 算法 [9]. 近年来, PPA 算法在理论和算法实现方面

都得到了学者们的进一步关注 [10–13]. 若用经典的欧氏模下的邻近点算法求解单调变分不等式 (1.1),

对给定的 uk ∈ Rl 和 r > 0, PPA 算法的第 k 次迭代中的子问题是

(PPA) u ∈ Ω, θ(u′)− θ(u) + (u′ − u)T{F (u) + r(u− uk)} > 0, ∀ u′ ∈ Ω. (2.1)

设 ũk 是 (2.1) 的解并将其作为下一个迭代点 uk+1, 迭代序列 {uk} 满足关系式

∥uk+1 − u∗∥2 6 ∥uk − u∗∥2 − ∥uk − ũk∥2, ∀ u∗ ∈ Ω∗.
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我们说, 对解集 Ω∗, 序列 {uk} 是在欧氏模下 Fejér 单调的.

因为 (2.1)的解通常没有显式表达式,经典的欧氏模下的邻近点算法往往不容易实现. 如果将 (2.1)

中的常数 r > 0 换成一个对称正定矩阵 G, 得到的就是 G- 模下的 PPA 算法. 这时, ũk 满足

(G-PPA) ũk ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (u− ũk)T{F (ũk) +G(ũk − uk)} > 0, ∀ u ∈ Ω. (2.2)

以 u∗ 替代上式中的 u, 得到

(ũk − u∗)TG(uk − ũk) > θ(ũk)− θ(u∗) + (ũk − u∗)TF (ũk). (2.3)

由于 F 是单调算子, 因此有

θ(ũk)− θ(u∗) + (ũk − u∗)TF (ũk) > θ(ũk)− θ(u∗) + (ũk − u∗)TF (u∗).

因为 ũk ∈ Ω 并且 u∗ 是 VI(Ω, F, θ) 的解, 上式的右端非负, 并由此 (2.3) 的右端非负. 因此,

(uk − u∗)TG(uk − ũk) > ∥uk − ũk∥2G, ∀ u∗ ∈ Ω∗. (2.4)

新的迭代点由

uk+1 = uk − γ(uk − ũk), γ ∈ (1, 2) (2.5)

生成. 利用 (2.4) 就有

∥uk+1 − u∗∥2G = ∥(uk − u∗)− γ(uk − ũk)∥2G
= ∥uk − u∗∥2G − 2γ(uk − u∗)TG(uk − ũk) + γ2∥uk − ũk∥2G
6 ∥uk − u∗∥2G − γ(2− γ)∥uk − ũk∥2G. (2.6)

我们把对给定的 uk, 由 (2.2) 生成的 ũk 称为 k- 步迭代中的预测点, 再由 (2.5) 产生新的迭代点

uk+1 的算法称为 G- 模下外延的 PPA 算法. 以上的分析证明了下面的定理.

定理 2.1 G- 模下外延的 PPA 算法产生的序列 {uk = (xk, λk)} 满足

∥uk+1 − u∗∥2G 6 ∥uk − u∗∥2G − γ(2− γ)∥uk − ũk∥2G, ∀ u∗ ∈ Ω∗. (2.7)

定理 2.1 说明, 对解集 Ω∗, 序列 {uk} 是在 G- 模下 Fejér 单调的. G- 模下外延的 PPA 算法是迭

代点到解集越来越近的收缩算法. 在 (2.2) 中, 如果 ũk = uk, 那么 uk 就是原问题的解. 因此,

我们把 ∥uk − ũk∥2G 看作在当前点 uk 处的一种误差度量. (2.8)

在迭代式 (2.5)中, γ 是松弛因子. 为了说明取 γ ∈ (1, 2)的作用, 我们考察与 γ 相关的 G-模下距离平

方的缩短量

ϑ(γ) = ∥uk − u∗∥2G − ∥uk+1 − u∗∥2G. (2.9)

利用 (2.6) 有

ϑ(γ) = ∥uk − u∗∥2G − ∥uk+1 − u∗∥2G > (2γ − γ2)∥uk − ũk∥2G.

我们得到 ϑ(γ) 的一个下界

q(γ) = (2γ − γ2)∥uk − ũk∥2G.
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图 1 取 γ ∈ [1,2) 的示意图

q(γ) 是 γ 的二次函数, 它在 γ∗ = 1 取得极大值. 注意到我们的本意是要在 G- 模下极大化 ϑ(γ) (见

(2.9)), 由于它含有未知的 u∗, 不得已才保守地去极大化它的下界函数 q(γ). 取 γ ∈ (1, 2) 的理由可见

图 1 中的示意.

3 定制的 PPA 方法

采用定制的 PPA 算法 (customized PPA), 可以将复杂的子问题分解化简求解. 所谓定制的 PPA

算法, 就是根据问题的需要, 选择适当的正定矩阵 G, 使产生预测点的过程 (2.2) 可以分解实行, 并且

子问题都是在本文的假设条件下容易求解的问题. 显然, 通过 (2.2) 求预测点是 G- 模下外延的 PPA

算法的关键步骤. 文献 [2] 中的例子说明这是可以办到的. 我们只需说明预测点 ũk 如何生成.

3.1 约束凸优化问题

对约束凸优化问题 (1.2),若采用欧氏模下的 PPA方法,对给定的 (xk, λk),变分不等式 (1.3)子问

题 (2.1) 的解 (x̃k, λ̃k) ∈ Ω 要求满足

f(x)− f(x̃k) +

 x− x̃k

λ− λ̃k

T 
 −ATλ̃k

Ax̃k − b

+ r

 x̃k − xk

λ̃k − λk

 > 0, ∀ (x, λ) ∈ Ω.

直接求得满足上式的 (x̃k, λ̃k) ∈ Ω, 一般是办不到的. 假如将上式中的 r 换成矩阵

G =

 rIn −AT

−A sIm

 , (3.1)

就相当于要求 (x̃k, λ̃k) ∈ Ω 使得对所有的 (x, λ) ∈ Ω 都有

f(x)− f(x̃k) +

 x− x̃k

λ− λ̃k

T 
 −ATλ̃k

Ax̃k − b

+

 r(x̃k − xk)−AT(λ̃k − λk)

−A(x̃k − xk) + s(λ̃k − λk)

 > 0. (3.2)

这是可以分解实现的. 对 (3.2) 中的 (x, λ), x 取固定的 x̃k, λ 取任意的 λ ∈ Λ, 则 (3.2) 式的对偶部分

就成了

λ̃k ∈ Λ, (λ− λ̃k)T((Axk − b) + s(λ̃k − λk)) > 0, ∀ λ ∈ Λ.
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注意到, 这样的 λ̃k 可以通过显式表达式

λ̃k = PΛ

[
λk − 1

s
(Axk − b)

]
直接给出. 再对 (3.2) 中的 (x, λ), λ 取固定的 λ̃k, x 取任意的 x ∈ X , 则 (3.2) 式的原始部分就成了

x̃k ∈ X , f(x)− f(x̃k) + (x− x̃k)T{−ATλ̃k + r(x̃k − xk)−AT(λ̃k − λk)} > 0, ∀ x ∈ X .

由于 λ̃k 已知, x̃k 可以通过求解极小化问题

min

{
f(x) +

r

2

∥∥∥∥x−
[
xk +

1

r
AT(2λ̃k − λk)

]∥∥∥∥2 ∣∣∣∣x ∈ X
}

(3.3)

得到. 根据假设条件, 这是一个容易求解的子问题. 换言之, 对给定的 uk = (xk, λk), 求得了满足 (3.2)

的 (x̃k, λ̃k), 它是 G- 模下 PPA 子问题

ũk ∈ Ω, f(x)− f(x̃k) + (u− ũk)T{F (ũk) +G(ũk − uk)} > 0, ∀u ∈ Ω (3.4)

的解, 其中对称矩阵 G 当

rs > ∥ATA∥

时是正定的. 在诸如矩阵完整化等问题中 [14], ∥ATA∥ 的估算是容易的. 要实现 (3.2), 具体做法是:

对给定的 uk = (xk, λk), 按等式约束问题和不等式约束问题分别用

λ̃k = λk − 1

s
(Axk − b), (3.5a)

和

λ̃k =

[
λk − 1

s
(Axk − b)

]
+

(3.5b)

给出预测点的对偶部分 λ̃k. 然后, 通过求解

min

{
f(x) +

r

2

∥∥∥∥x−
[
xk +

1

r
AT(2λ̃k − λk)

]∥∥∥∥2 ∣∣∣∣x ∈ X
}
, (3.6)

得到预测点的原始部分 x̃k.

我们也可以用另外的顺序产生预测点 ũk = (x̃k, λ̃k). 对给定的 (xk, λk),求 (x̃k, λ̃k) ∈ Ω,使得对所

有的 (x, λ) ∈ Ω 都有

f(x)− f(x̃k) +

 x− x̃k

λ− λ̃k

T 
 −ATλ̃k

Ax̃k − b

+

 r(x̃k − xk)+AT(λ̃k − λk)

A(x̃k − xk) + s(λ̃k − λk)

 > 0. (3.7)

它同样有 (3.4) 的形式, 只是其中对称矩阵 G 变成

G =

 rIn AT

A sIm

 .

同样, 当 rs > ∥ATA∥ 时, G 是正定的. 要实现 (3.7), 具体做法是:
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对给定的 uk = (xk, λk), 首先通过求解

min

{
f(x) +

r

2

∥∥∥∥x−
[
xk +

1

r
ATλk

]∥∥∥∥2 ∣∣∣∣x ∈ X
}
,

得到预测点的原始部分 x̃k. 然后, 根据问题是等式约束或不等式约束分别用

λ̃k = λk − 1

s
(A(2x̃k − xk)− b),

和

λ̃k =

[
λk − 1

s
(A(2x̃k − xk)− b)

]
+

给出预测点的对偶部分 λ̃k.

3.2 Min-max 问题

与 min-max问题 (1.4)等价的变分不等式 (1.5), 是 (1.1)的一种特殊情况, 因而可以用 G-模下的

PPA方法来求解. 事实上,文献 [1,15]提到的方法都可以看作用 G-模下的 PPA方法求解 (1.4). 对给

定的 uk = (xk, yk), 求 ũk = (x̃k, ỹk) ∈ Ω, 使得

θ(u)− θ(ũk) +

 x− x̃k

y − ỹk

T 
 −ATỹk

Ax̃k

+

 r(x̃k − xk)−AT(ỹk − yk)

−A(x̃k − xk) + s(ỹk − yk)

 > 0, ∀ u ∈ Ω. (3.8)

由于 θ(u) = θ1(x) + θ2(y), 实现 (3.8) 的具体做法是:

对给定的 (xk, yk), 通过求解 y 的子问题

ỹk = Argmin

{
θ2(y) + yTAxk +

s

2
∥y − yk∥2 | y ∈ Y

}
(3.9a)

得到 ỹk, 然后通过求解一个关于 x 的子问题

x̃k = Argmin

{
θ1(x) +

r

2

∥∥∥∥x−
[
xk +

1

r
AT(2ỹk − yk)

]∥∥∥∥2 ∣∣∣∣x ∈ X
}

(3.9b)

得到 x̃k.

当然, G- 模下 PPA 预测点 (x̃k, ỹk) ∈ X × Y 也可以通过先 x, 后 y 的顺序完成:

对给定的 (xk, yk), 通过求解 x 的子问题

x̃k = Argmin

{
θ1(x)− xTATyk +

r

2
∥x− xk∥2 |x ∈ X

}
(3.10a)

得到 x̃k, 然后通过求解一个关于 y 的子问题

ỹk = Argmin

{
θ2(y) +

s

2

∥∥∥∥y − [
yk − 1

s
A(2x̃k − xk)

]∥∥∥∥2 ∣∣∣∣ y ∈ Y
}

(3.10b)

得到 ỹk.

由 (3.10) 生成的 (x̃k, ỹk) ∈ X × Y, 对一切 求 (x, y) ∈ X × Y, 都有

θ(u)− θ(ũk) +

 x− x̃k

y − ỹk

T 
 −ATỹk

Ax̃k

+

 r(x̃k − xk) +AT(ỹk − yk)

A(x̃k − xk) + s(ỹk − yk)

 > 0, ∀ u ∈ Ω. (3.11)
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无论是 (3.8) 还是 (3.11), 都可以写成

ũk ∈ Ω, (u− ũk)T{F (ũk) +G(ũk − uk)} > 0, ∀ u ∈ Ω (3.12)

的形式, 所不同的只是它们的矩阵 G 分别是

G =

 rIn −AT

−A sIm

 和 G =

 rIn AT

A sIm

 .

它们都在当 rs > ∥ATA∥ 时正定.

4 收敛速率

定制的 G- 模下的 PPA 算法通过选择特定的正定矩阵 G, 大大简化了子问题的计算. 该算法在

图像处理中 [1, 15] 取得令人满意的结果, 最近也引起一批研究图像的学者的重视与推广 [16,17]. 一个好

的方法, 需要有好的理论结果. 我们利用 (2.8) 中定义的误差度量, 研究该算法的复杂性, 指出其具有

O(1/k) 的收敛速率.

引理 4.1 设 ũ 和 ṽ 分别是子问题 (2.2) 对给定的 u 和 v 的解. 我们有

(u− v)TG(ũ− ṽ) > ∥ũ− ṽ∥2G. (4.1)

证明 对给定的 u, ũ 是子问题 (2.2) 的解, 所以有

ũ ∈ Ω, θ(u′)− θ(ũ) + (u′ − ũ)T{F (ũ) +G(ũ− u)} > 0, ∀ u′ ∈ Ω.

由于 ṽ ∈ Ω, 用 ṽ 代上式的 u′, 就有

θ(ṽ)− θ(ũ) + (ṽ − ũ)T{F (ũ) +G(ũ− u)} > 0.

对上式交换 u 与 v 的位置,

θ(ũ)− θ(ṽ) + (ũ− ṽ)T{F (ṽ) +G(ṽ − v)} > 0.

将上面两个不等式相加, 就有

(ũ− ṽ)T{(F (ṽ)− F (ũ)) +G(ṽ − v) +G(u− ũ)} > 0.

经整理, 得

(u− v)TG(ũ− ṽ) > ∥ũ− ṽ∥2G + (ũ− ṽ)T(F (ũ)− F (ṽ)).

由于 F 是单调的, 从上式就得到引理的结论.

引理 4.1 的结论说明, G- 模下的 PPA 算法是非扩张的. 根据该结论, 可以证明以下引理.

引理 4.2 设 ũ 和 ṽ 分别是子问题 (2.2) 对给定的 u 和 v 的解. 我们有

(u− v)TG{(u− ũ)− (v − ṽ)} > ∥(u− ũ)− (v − ṽ)∥2G. (4.2)
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证明 首先, (4.1) 可以改写成

(ũ− ṽ)TG{(u− ũ)− (v − ṽ)} > 0.

上式两边都加上

{(u− ũ)− (v − ṽ)}TG{(u− ũ)− (v − ṽ)},

即得到引理的结论.

基于引理 4.2 的结论, 可以得到以下定理.

定理 4.1 设 {uk = (xk, λk)} 是 G- 模下外延的 PPA 算法产生的序列. G- 模下外延的 PPA 算

法产生的误差界函数 {∥uk − ũk∥G} 是单调下降的. 对所有的 k > 0, 有

∥uk+1 − ũk+1∥2G 6 ∥uk − ũk∥2G − 2− γ

γ
∥(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)∥2G. (4.3)

证明 在恒等式 ∥a∥2G−∥b∥2G = 2aTG(a−b)−∥a−b∥2G中分别令 a = (uk−ũk)和 b = (uk+1−ũk+1),

我们有

∥uk − ũk∥2G − ∥uk+1 − ũk+1∥2G
= 2(uk − ũk)TG{(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)} − ∥(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)∥2G. (4.4)

在 (4.2) 中令 u = uk 和 v = uk+1, 得到

(uk − uk+1)TG{(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)} > ∥(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)∥2G. (4.5)

将 (见 (2.5))

(uk − uk+1) = γ(uk − ũk)

代入 (4.5), 得到

(uk − ũk)TG{(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)} > 1

γ
∥(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)∥2G. (4.6)

将 (4.6) 代入 (4.4) 就直接得到

∥uk − ũk∥2G − ∥uk+1 − ũk+1∥2G >
(
2

γ
− 1

)
∥(uk − ũk)− (uk+1 − ũk+1)∥2.

定理的结论可以从上式直接得到.

定理 4.1 的结论说明 (2.8) 中定义的误差度量是单调下降的. 结合定理 2.1 中的结论, 我们有:

定理 4.2 设 {uk = (xk, λk)} 是 G- 模下外延的 PPA 算法产生的序列. 对任意的 k > 0, 经过 k

次迭代以后, 误差函数 ∥uk − ũk∥2G 满足

∥uk − ũk∥2G 6 1

γ(2− γ)(k + 1)
∥u0 − u∗∥2G, ∀ u∗ ∈ Ω∗. (4.7)

证明 首先, 由 (2.7) 式得

γ(2− γ)
∞∑
i=0

∥ui − ũi∥2G 6 ∥u0 − u∗∥2G, ∀ u∗ ∈ Ω∗. (4.8)
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再由定理 4.1, 序列 {∥ui − ũi∥2G} 是单调非递增的. 所以, 我们有

(k + 1)∥uk − ũk∥2G 6
k∑

i=0

∥ui − ũi∥2G. (4.9)

定理的结论 (4.7) 可以从 (4.8) 和 (4.9) 直接得到.

该定理说明了 (2.8) 中定义的误差度量有 O(1/k) 的收敛速率. 我们接着证明算法在遍历意义下

的收敛速率. 首先, 直接利用 [18] 中的定理 2.1 刻画 (1.1) 的解集.

定理 4.3 混合变分不等式 (1.1) 的解集是凸的并可以表示成

Ω∗ =
∩
u∈Ω

{ũ ∈ Ω : (θ(u)− θ(ũ)) + (u− ũ)TF (u) > 0}. (4.10)

定理 4.3 说明, 对给定的 ϵ > 0, 如果 ũ ∈ Ω 满足

θ(u)− θ(ũ) + (u− ũ)TF (u) > −ϵ, ∀u ∈ Ω,

它就是混合变分不等式 (1.1) 的 ϵ- 近似解. 换言之, 我们可以致力于寻找 ũ ∈ Ω, 使得

θ(ũ)− θ(u) + (ũ− u)TF (u) 6 ϵ, ∀u ∈ Ω. (4.11)

证明遍历意义下的收敛速率, 主要利用 (2.2) 和 (2.5). 由 (2.2) 和 F 的单调性, 我们有 ũk ∈ Ω 和

θ(u)− θ(ũk) + (u− ũk)TF (u) > (u− ũk)TG(uk − ũk), ∀ u ∈ Ω.

对上式右端利用 (2.5) 就有

θ(u)− θ(ũk) + (u− ũk)TF (u) > 1

γ
(u− ũk)TG(uk − uk+1), ∀ u ∈ Ω. (4.12)

再对 (u− ũk)TG(uk − uk+1) 利用恒等式

(a− b)TG(c− d) =
1

2
(∥a− d∥2G − ∥a− c∥2G) +

1

2
(∥c− b∥2G − ∥d− b∥2G),

并在其中令 a = u, b = ũk, c = uk 和 d = uk+1, 就从 (4.12) 式得到

θ(u)− θ(ũk) + (u− ũk)TF (u) +
1

2γ
(∥u− uk∥2G − ∥u− uk+1∥2G) >

1

2γ
(∥uk − ũk∥2G − ∥uk+1 − ũk∥2G).

再次利用 (2.5), 得到上式右端非负. 因此有下面的关键不等式:

θ(u)− θ(ũk) + (u− ũk)TF (u) +
1

2γ
(∥u− uk∥2G − ∥u− uk+1∥2G) > 0, ∀ u ∈ Ω. (4.13)

据此, 我们证明算法在遍历意义下的收敛速率.

定理 4.4 对任意的整数 t > 0, 定制的 PPA 会提供一个 ũt ∈ Ω 使得

(θ(ũt)− θ(u)) + (ũt − u)TF (u) 6 1

2γ(t+ 1)
∥u− u0∥2G, ∀ u ∈ Ω, (4.14)

其中

ũt =
1

t+ 1

t∑
k=0

ũk.
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证明 对不等式 (4.13) 从 k = 0 加到 k = t, 有

t∑
k=0

(θ(u)− θ(ũk)) +

(
(t+ 1)u−

t∑
k=0

ũk

)T

F (u) +
1

2γ
(∥u− u0∥2G − ∥ut+1 − u0∥2G) > 0, ∀ u ∈ Ω.

整理得 (
1

t+ 1

t∑
k=0

θ(ũk)− θ(u)

)
+

(
1

t+ 1

t∑
k=0

ũk − u

)T

F (u) 6 ∥u− u0∥2G
2γ(t+ 1)

, ∀ u ∈ Ω. (4.15)

根据 ũt 的表达式和 θ(u) 的凸性, 有

θ(ũk
t ) 6

1

t+ 1

t∑
k=0

θ(ũk).

因此从 (4.15) 得到

(θ(ũt)− θ(u)) + (ũt − u)TF (u) 6 ∥u− u0∥2G
2γ(t+ 1)

, ∀u ∈ Ω.

定理得证.

对任何给定的有界闭集 D ⊂ Ω, 我们定义

d = sup{∥u− u0∥2G |u ∈ D},

定制的 PPA 算法经过 t 次迭代, 就能得到一个 ũ ∈ Ω, 使得

sup
u∈D

{θ(ũ)− θ(u)) + (ũ− u)TF (u)} 6 d

2γ(t+ 1)
.

对照 (4.11) 式, 我们得到定制的 PPA 算法遍历意义下的 O(1/t) 收敛速率.
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