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·�r�5�åà`z¯K�Lagrange¼ê�Q:8(�¦C©Ø�ª

w∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (w − w∗)TF (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω (1.1)

�). �¦)ù�C©Ø�ª,·�®²�O
e¡�ýÿ-���Ú�µe.

[ýýýÿÿÿ] 1 kÚS�l�½�Ø%Cþ vkm©,¦�ýÿ: w̃k,¦�

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ (v − ṽk)TQ(vk − ṽk), ∀w ∈ Ω, (1.2)

¤á. Ù¥Ý
QT +Q´�½�. XJ (1.2)¥ vk = ṽk, w̃k��u (1.1)�w∗,Ò´¯K�).

v�±�wÓ,��±´w�Ü©©þ. ~X,3�O��{¥, u = (x, y), w = (x, y, λ), v = (y, λ).

[������]�âýÿ��� ṽk,�ÑØ%Cþ v�#S�: vk+1�úª�

vk+1 = vk −M(vk − ṽk). (1.3)

·�¡ (1.2)¥�Q�ýÿÝ
, (1.3)¥�M���Ý
.

ÂÂÂñññ555^̂̂��� é�½�ýÿÝ
Q,�¦�O���Ý
M÷vXe^�µ

�3�½Ý
 H � 0 ¦� HM = Q, ¿� G := QT +Q−MTHM � 0. (1.4)

XJ^� (1.4)÷v,�{Ò´Âñ�,Ööò¬31��� §3¥w�,'�Âñ5�y²´��N´�.
± ·�Ì�´r�{w�(½�¿©
¤)ýÿ (1.2)Ú�� (1.3),,���yÂñ^� (1.4)UÄ÷v.

¯¢þ,·���¦QT +Q, HÚG��þ´�½�,ù��u��¦§���½,�´��A��©l
à`z¯K��5�å¥�©l�©¬Ý
Ñ�÷��Ò�¦§��½.

Ò�á�C?nü¬�©l¯K�ADMM¥, H�½�¦�åÝ
B´�÷�,=BTB´�½�.

2 ���±±±^̂̂555���EEE���qqq���{{{������ddd���ÚÚÚ���µµµeee (�D�uyµeU^5mu�{)

k
ýÿ (1.2),'�´N��Ñ÷v^� (1.4)�Ý
M ,âU�¢1�� (1.3).

e¡·�í�Ñ���^� (1.4)�d��E��Ý
M��{:
ýÿ (1.2)Jø�Q÷vQT +Q � 0.
Âñ^� (1.4)�¦ÀÑ���Ý
M :
���333 H � 0, ¦� HM = Q;

¿¿¿��� G = QT +Q−MTHM � 0.

⇐⇒


D � 0, G � 0,

D +G = QT +Q,

MTHM = D,

HM = Q.

⇐⇒


D � 0, G � 0,

D +G = QT +Q,

QTM = D,

HM = Q.

⇐⇒


D � 0, G � 0,

D +G = QT +Q,

M = Q−TD,

H = QD−1QT .

(2.5)

·���¦�3��é¡�½Ý
H ,�yHM = QÚG � 0. þª���HÚM(¢÷v (1.4).

k
Ü��ýÿÝ
Q,±c´��{�nHÚM ,¦Ù÷v^� (1.4),4<wå5q�k: �.

y3��{: ��k
Ü��ýÿÝ
Q,Ò�±ÀJõ«õ��D,¦Ù÷v 0 ≺ D ≺ QT +Q.

,�dM=Q−TD��Ý
M?1 (1.3)��,Âñ5^�g,÷v. 
QT �¦_  ´N´��

�� vk+1 = vk −M(vk − ṽk)�±ÏL QT (vk+1 − vk) = D(ṽk − vk) ¢y, Q  ´¬n�Ý
.
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½½½nnnG æ^ýÿ-���{ (1.2)-(1.3)¦)C©Ø�ª (1.1), XJ^� (1.4)÷v, K�{)¤�S
� {vk}Ú {w̃k}äk5�

θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ 1
2

(
‖v − vk+1‖2H − ‖v − vk‖2H

)
+ 1

2‖v
k − ṽk‖2G, ∀w ∈ Ω (3.1)

Ú

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2G, ∀v∗ ∈ V∗. (3.2)

yyy²²² 3 (1.2)ª�mà,|^Q = HM (�(1.4)¥�c�ª),Bk

θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ (v − ṽk)THM(vk − ṽk).

duM(vk − ṽk) = (vk − vk+1) (���úª (1.3)),þª�±�¤

θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ (v − ṽk)TH(vk − vk+1). (3.3)

òð�ª
(a− b)TH(c− d) = 1

2{‖a− d‖
2
H − ‖a− c‖2H}+ 1

2{‖b− c‖
2
H − ‖b− d‖2H} (3.4)

^uØ�ª (3.3)�mà,¿�

a = v, b = ṽk, c = vk, Ú d = vk+1,

·���

(v − ṽk)TH(vk − vk+1) = 1
2

(
‖v − vk+1‖2H − ‖v − vk‖2H

)
+ 1

2

(
‖vk − ṽk‖2H − ‖vk+1 − ṽk‖2H

)
. (3.5)

é (3.5)mà1�Ü©,|^ HM = QÚ 2vTQv = vT (QT +Q)v, ·�k

‖vk − ṽk‖2H − ‖vk+1 − ṽk‖2H (|^ (1.3))
= ‖vk − ṽk‖2H − ‖(vk − ṽk)−M(vk − ṽk)‖2H
= (vk − ṽk)T (HM +MTH)(vk − ṽk)− (vk − ṽk)>M>HM(vk − ṽk)

= (vk − ṽk)T (Q+QT −MTHM)(vk − ṽk) (|^ (1.4)¥���ª)
= ‖vk − ṽk‖2G. (3.6)

± (3.6)�(J�\ (3.5),,�2�\ (3.3),Ò��(Ø (3.1). ò (3.1)¥�w��?¿�½�w∗,Òk

‖vk − v∗‖2H − ‖vk+1 − v∗‖2H ≥ ‖vk − ṽk‖2G + 2{θ(ũk)− θ(u∗) + (w̃k − w∗)TF (w̃k)}. (3.7)

�â (w̃k − w∗)TF (w̃k) = (w̃k − w∗)TF (w∗)Ú�`5^�,·�k

θ(ũk)− θ(u∗) + (w̃k − w∗)TF (w̃k) = θ(ũk)− θ(u∗) + (w̃k − w∗)TF (w∗) ≥ 0,

Ïdl (3.7)��
‖vk − v∗‖2H − ‖vk+1 − v∗‖2H ≥ ‖vk − ṽk‖2G.

ùÒ´½n�(Ø (3.2). 2

l(Ø (3.1)N´í��{H{¿Âe�Âñ�Ç. He & Yuan'uADMM�H{¿ÂeÂñ�ÇÒ´
ÄuØ�ª(3.1)y²�. �B. S. He and X. M. Yuan, SIAM J. Numerical Analysis, 2012, 50: 700-709.
·�¡ (3.2)¥�H��êÝ
, G��ÃÝ
. (Ø (3.2)´y²�{oNÂñ�'�Ø�ª�

ly²L§�±��,½nG�(Ø�Âñ^� (1.4)¥QT +Q, HÚGfz¤��½�E,¤á.

4 lll���yyy���{{{ÂÂÂñññ���µµµeee���gggddd���OOO���{{{���������������
½nG´ýÿ-���{(1.2)-(1.3)3^�(1.4)ey²�. ^�(2.5)Ú(1.4)�d,�±�â (2.5)�E�{.
�é{`, §1¥�^� (1.4)Ì�^5�y�{Âñ5. §2¥��d5y²��{�OJø
��.

�O�{���. éýÿ (1.2)¥÷v QT +Q � 0�ýÿÝ
Q,ÀD,¦�

0 ≺ D ≺ QT +Q, ,�� M = Q−TD ��¤�� (1.3).

ù�,ýÿ-���{ (1.2)-(1.3)�)�S� {vk}÷v½nG¥�(Ø,Ù¥

H = QD−1QT Ú G = QT +Q−D,
Ñ´�½Ý
. O�L§¥¿Ø�¦�Ñwª�H .

Ý
Q��´d��N´¦_�¬n�Ý
\þ��2Â��(½��)Ý
|¤.

���ÑM = Q−TD�¤�� (1.3)½ö¦) QT (vk+1 − vk) = D(ṽk − vk)Ñ¿Ø(J�

G – 2


