
H-¦¦¦)))���555���åååààà`̀̀zzz¯̄̄KKK���ýýýÿÿÿ-������...222ÂÂÂ���CCC:::���{{{

�D���#Â¼–II maths.nju.edu.cn/˜hebma Û])

1 ���555���ååå���ààà`̀̀zzz¯̄̄KKK999ÙÙÙCCC©©©ØØØ���ªªª���PPA���{{{

·�r�5�åà`z¯K�Lagrange¼ê�Q:8(�¦C©Ø�ª

w∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (w − w∗)TF (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω (1.1)

�). �¦)ù�C©Ø�ª, ·�kXe��C:�{ (PPA)

���CCC:::���{{{(PPA) 1 k-ÚS�l�½�Ø%Cþ vkm©, ¦�#�S�:wk+1, ¦�

wk+1∈ Ω, θ(u)− θ(uk+1) + (w − wk+1)TF (wk+1) ≥ (v − vk+1)TH(vk − vk+1), ∀w ∈ Ω, (1.2)

¤á. Ù¥H´é¡�½Ý
. �O��{¥u = (x, y), w = (x, y, λ), v = (y, λ). k��/¥ v = w.

ò (1.2)¥?¿�w ∈ Ω��w∗, Òêþ�� (vk+1 − v∗)TH(vk − vk+1) ≥ 0.

� a = (vk − v∗), b = (vk+1 − v∗), |^ bTH(a− b) ≥ 0 ⇒ ‖b‖2H ≤ ‖a‖2H − ‖a− b‖2H k

(PPA Âñ5�) ‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − vk+1‖2H , ∀v∗ ∈ V∗. (1.3)

2 ýýýÿÿÿ-���������{{{���ÚÚÚ���µµµeee999ÙÙÙÂÂÂñññ555

Ø
PPA, ·��k¦)C©Ø�ª (1.1)�ýÿ-����{Ú�µe.

[ýýýÿÿÿ]1 kÚS�l�½�Ø%Cþ vkm©, ¦�ýÿ: w̃k, ¦�

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ (v − ṽk)TQ(vk − ṽk), ∀w ∈ Ω (2.1)

¤á. Ù¥Ý
QT +Q�½.

[������]�âýÿ��� ṽk, �ÑØ%Cþ v�#S�: vk+1�úª�

vk+1 = vk −M(vk − ṽk). (2.2)

·�¡ (2.1)¥�Q�ýÿÝ
, (2.2)¥�M���Ý
.

ÂÂÂñññ555^̂̂��� é�½�ýÿÝ
Q, �¦�O���Ý
M÷vXe^�µ

�3�½Ý
 H � 0 ¦� HM = Q, ¿� G := QT +Q−MTHM � 0. (2.3)

35lÐØN´nÑ���{�¿Ø¤§�E�q�{6�á��½nG¥, ·�y²
Â 5�

(�{Âñ5�) ‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2G, ∀v∗ ∈ V∗. (2.4)

ýýýÿÿÿ-���������{{{ (2.1)-(2.2)ÚÚÚ���CCC:::���{{{ (1.2)���mmm���'''XXXµµµ e (2.1)¥�Ý
Qé¡, ÒPÙ�H,
¿PÙ¥� w̃k�wk+1, B�� (1.2). ù���u3 (2.2)¥�M = I, (2.3)¥�GÒ�uH. d
u ṽk = vk+1, G = H, ýÿ-���{�Âñ5� (2.4)Ò¤
�C:�{�Âñ5� (1.3).

3 ÚÚÚ���µµµeee¥¥¥���{{{ÂÂÂñññ555,,,���­­­���555������yyy²²²

÷vÂñ^� (2.3)�Ú�µe�{Ø=äkÂñ5� (2.4), S� {‖vk − vk+1‖H}�´üNØO�.

½½½nnnH ¦)C©Ø�ª (1.1), � {vk}, {w̃k} ´dýÿ-��µe (2.1)-(2.2))¤�. XJÂñ5^
� (2.3)÷v, Kk

‖vk+1 − vk+2‖2H ≤ ‖vk − vk+1‖2H − ‖(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)‖2G. (3.1)

�{ü/`, k
‖vk+1 − vk+2‖2H ≤ ‖vk − vk+1‖2H . (3.2)

H – 1



yyy²²² �â (2.1), ·�k

θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ (v − ṽk)TQ(vk − ṽk), ∀w ∈ Ω (3.3)

Ú
θ(u)− θ(ũk+1) + (w − w̃k+1)TF (w̃k+1) ≥ (v − ṽk+1)TQ(vk+1 − ṽk+1), ∀w ∈ Ω. (3.4)

òØ�ª (3.3)Ú (3.4)¥?¿�w ∈ Ω©O�� w̃k+1Ú w̃k, ��

θ(ũk+1)− θ(ũk) + (w̃k+1 − w̃k)TF (w̃k) ≥ (ṽk+1 − ṽk)TQ(vk − ṽk)

Ú
θ(ũk)− θ(ũk+1) + (w̃k − w̃k+1)TF (w̃k+1) ≥ (ṽk − ṽk+1)TQ(vk+1 − ṽk+1).

òþãü�Ø�ª�\¿|^ (w̃k − w̃k+1)T
(
F (w̃k)− F (w̃k+1)

)
= 0, Òk

(ṽk − ṽk+1)TQ{(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)} ≥ 0. (3.5)

3Ø�ª (3.5)ü>\þ {(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)}TQ{(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)}, ��

(vk − vk+1)TQ{(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)} ≥ 1
2‖(v

k − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)‖2(QT+Q).

|^ HM = QÚM(vk − ṽk) = (vk − vk+1) (�(2.2)), Òk

(vk − vk+1)TH{(vk − vk+1)− (vk+1 − vk+2)} ≥ 1
2‖(v

k − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)‖2(QT+Q). (3.6)

��, |^ð�ª ‖a‖2H − ‖b‖2H = 2aTH(a− b)− ‖a− b‖2H Ú (3.6), ·���

‖vk − vk+1‖2H − ‖vk+1 − vk+2‖2H
= 2(vk − vk+1)TH{(vk − vk+1)− (vk+1 − vk+2)} − ‖(vk − vk+1)− (vk+1 − vk+2)‖2H
≥ ‖(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)‖2(QT+Q) − ‖(v

k − vk+1)− (vk+1 − vk+2)‖2H . (3.7)

éþªmà����|^ (vk − vk+1) = M(vk − ṽk) (�(2.2)), k

‖(vk − vk+1)− (vk+1 − vk+2)‖2H = ‖M(vk − ṽk)−M(vk+1 − ṽk+1)‖2H , (3.8)

d (3.7), (3.8), ¿|^QT +Q−MTHM = G, Ò��

‖vk − vk+1‖2H − ‖vk+1 − vk+2‖2H ≥ ‖(vk − ṽk)− (vk+1 − ṽk+1)‖2G.

ùÒ´ (3.1), y²�.. 2

½nH´éýÿ-���Ú�µe�{y²�. PPA´Ú�µe�{�A~, ½nH�(ØÓ�¤á.

4 ���âââÂÂÂñññ^̂̂���������ddd555���������ýýýÿÿÿ-���������222ÂÂÂ���CCC:::���{{{

÷vÂñ^� (2.3)�Ú�µe�{äk¤�5� (2.4)Ú (3.2). XJÚ�µe¥�,��{U
¦
� (2.4)mà� ‖vk − ṽk‖2G �u ‖vk − vk+1‖2H , @Ò���¤��PPA�5� (1.3). ù´�±��� !

�ýÿ (2.1)¥�ýÿÝ
Q÷v QT +Q � 0, ·�o�±�

D � 0, G � 0 ¦� D +G = QT +Q. (4.1)

,�- MTHM = D, dÝ
�§|)�{
HM = Q,

MTHM = D.
⇐⇒

{
HM = Q,
QTM = D.

⇐⇒
{
H = QD−1QT ,
M = Q−TD.

(4.2)

��÷vÂñ^��M = Q−TDÚH = QD−1QT . ,��¢1�� (2.2), Âñ5� (2.4)E,¤á.

ýýýÿÿÿ-���������222ÂÂÂPPA. 3Q�é¡�ýÿ-���{¥, XJ3 (4.1)¥��éAÏ�DÚG, ¦�

D = G = 1
2 (QT +Q) (4.3)

duD = G, Â Ø�ª (2.4)Ò¤�

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2D, ∀v∗ ∈ V∗. (4.4)

Ï� D = MTHM (� (4.2)), |^M(vk − ṽk) = vk − vk+1 (� (2.2)), Ø�ª (4.4)Ò¤


‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − vk+1‖2H , ∀v∗ ∈ V∗. (4.5)

ù´� (1.3)/ª�Ó�Â Ø�ª, Ïd·�¡�A��{�ýÿ-���2ÂPPA.

2ÂPPA����±dQT (vk+1 − vk) = 1
2 (QT +Q)(ṽk − vk)�¤. S� {vk}ä�5� (3.2)Ú (4.5) !

H – 2


