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摘要 设 Λ、Λ′ 和 Λ′′ 均是 Artin 代数且 (modΛ′,modΛ,modΛ′′) 是一个黏合 (recollement). 本文给

出了由 modΛ′ 和 modΛ′′ 中的倾斜模粘合得到 modΛ 中的倾斜模的构造以及反过来的构造.

关键词 黏合 Artin 代数 倾斜模 粘合 挠对

MSC (2010) 主题分类 16G10, 18E40

1 引言

Abel 范畴和三角范畴的黏合由 Bĕılinson 等 [1] 引入, 它的想法是一个范畴由两个范畴 “粘合” 而

成. 一些学者研究了一些代数结构, 如三角范畴中的余挠对 [2] 和 Abel 范畴中的挠对 [3] 等, 在黏合中

的 “粘合” 问题. 特别地, Liu 等 [4] 给出了在三角范畴的黏合中半倾斜 (silting) 对象的 “粘合” 构造.

另一方面, 经典倾斜模由 Brenner 和 Butler [5] 以及 Happel 和 Ringel [6] 引入. 它与挠对有着密切的关

系, 例如, 一个倾斜模可诱导一个挠对; 反过来, 在一定条件下, 一个挠对可诱导一个倾斜模 [7].

受以上工作的启发, 我们将研究在模范畴的黏合中倾斜模的 “粘合” 问题. 对 Artin 代数 Λ,

我们用 modΛ 表示有限生成左 Λ- 模范畴. 本文的主要结果如下:

定理 1.1 设 Λ、Λ′ 和 Λ′′ 均是 Artin 代数,

modΛ′ i∗ // modΛ
i∗oo

i!oo
j∗ // modΛ′′
j!oo

j∗oo

是一个黏合且 T ′ 和 T ′′ 分别是 modΛ′ 和 modΛ′′ 中的倾斜模. 如果 i! 和 j! 都是正合的且 i∗i
!(T ) ⊆ T ,

则 T = i∗(T
′)⊕j!(T

′′)是倾斜 Λ-模且 (T ,F) = (Gen(T ),F(T )),其中 (T ,F)是 modΛ中相对于modΛ′

中的挠对 (Gen(T ′),F(T ′)) 和 modΛ′′ 中的挠对 (Gen(T ′′),F(T ′′)) 的粘合挠对.

Gen(−) 和 F(−) 的含义见第 3 节. 另外, 在一定条件下, 我们证明了如上定理的逆是成立的. 最

后, 我们给出例子对所得结果进行了说明.
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2 预备知识

首先回顾 Abel 范畴的黏合的定义.

定义 2.1 [8] 设 A、B 和 C 是 Abel 范畴. 如果如下加法函子的图:

A i∗ // B
i∗oo

i!oo
j∗ // C
j!oo

j∗oo

满足下列三个条件:

(1) (i∗, i∗)、(i∗, i!)、(j!, j∗) 和 (j∗, j∗) 都是伴随对;

(2) i∗、j! 和 j∗ 都是满忠实的 (fully faithful);

(3) Im i∗ = Ker j∗,

则称之为一个黏合 (recollement), 记为 (A,B, C).
对 Abel 范畴 A, 我们用 projA 和 injA 分别表示由 A 中的投射对象和内射对象构成的子范畴;

对 A 的子范畴 D, 我们用 addD 表示 A 中包含 D 的且直和项与有限直和都封闭的子范畴. 所有的子

范畴都是加法满子范畴且在同构意义下是封闭的.

下面是我们将用到的一些 Abel 范畴的黏合的性质 (参见文献 [3, 8–11]).

引理 2.2 设 (A,B, C) 是 Abel 范畴的一个黏合, 则有

(1) i∗j! = 0 = i!j∗.

(2) i∗ 和 j∗ 是正合函子, i∗ 和 j! 是右正合函子且 i! 和 j∗ 是左正合函子.

(3) 自然变换 i∗i∗ // 1A, 1A // i!i∗, 1C // j∗j! 和 j∗j∗ // 1C 都是自然同构; 进一步, i∗、i!

和 j∗ 都是稠密函子.

(4) 对任意 B ∈ B, 如果 i∗ 是正合函子, 则存在正合列

0 // j!j∗(B)
ϵB // B // i∗i∗(B) // 0;

如果 i! 是正合函子, 则存在正合列

0 // i∗i!(B) // B
ηB // j∗j∗(B) // 0.

(5) 如果 i∗ 是正合函子, 则 i!j! = 0; 如果 i! 是正合函子, 则 i∗j∗ = 0.

(6) 如果 B 有足够多的投射对象, 则函子 i∗ : B // A 保持投射对象; 进一步, A 有足够多的投
射对象且 projA = add(i∗(projB)); 对偶地,如果 B 有足够多的内射对象,则函子 i! : B // A 保持内
射对象; 进一步, A 有足够多的内射对象且 injA = add(i!(injB)).

(7) 如果 C 有足够多的投射对象, 则函子 j! : C // B 保持投射对象; 对偶地, 如果 C 有足够多的
内射对象, 则函子 j∗ : C // B 保持内射对象.

定义 2.3 [12] 如果 Abel 范畴 A 的子范畴对 (T ,F) 满足下列条件:

(1) HomA(T ,F) = 0, 即对任意 X ∈ T 和 Y ∈ F , 有 HomA(X,Y ) = 0;

(2) 对任意 A ∈ A, 存在 A 中的正合列 0 // X // A // Y // 0 使得 X ∈ T 且 Y ∈ F ,

则称 (T ,F) 为一个挠对.

设 D 是 Abel范畴 A的子范畴.如果对 A中的任意正合列 0 // A // B // C // 0, B ∈ D 当
且仅当 A,C ∈ D, 则称 D 是 A 的 Serre 子范畴.
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引理 2.4 设 (A,B, C) 是 Abel 范畴的一个黏合, 则有

(1) i∗(A) 是 B 的 Serre 子范畴.

(2) 如果 i∗ 是正合函子, 则 Ker i∗ = Im j!; 进一步, j!(C) 是 B 的 Serre 子范畴.

(3) 如果 i! 是正合函子, 则 Ker i! = Im j∗; 进一步, j∗(C) 是 B 的 Serre 子范畴.

证明 (1) 由文献 [11, 命题 2.8] 可得.

(2) 由引理 2.2(1) 可知, Im j! ⊆ Ker i∗. 反过来, 设 X ∈ Ker i∗. 因为 i∗ 是正合函子, 所以, 由引

理 2.2(4) 知, B 中有正合列

0 // j!j∗(X)
ϵX // X // i∗i∗(X) // 0,

因此, X ∼= j!j
∗(X) ∈ Im j!. 余下的证明是平凡的.

类似地可得 (3).

引理 2.5 设 (A,B, C) 是 Abel 范畴的一个黏合, 则有

(1) 如果 i∗ 是正合函子, 则 j! 也是正合函子;

(2) 如果 i! 是正合函子, 则 j∗ 也是正合函子.

证明 (1)设 0 // X // Y // Z // 0 是 C 中的任意正合列. 由引理 2.2(2)知, j! 是右正合函

子, 因此可得 B 中正合列

0 // C // j!(X) // j!(Y ) // j!(Z) // 0. (2.1)

由引理 2.2(2)和 2.2(3)知, j∗是正合函子且 j∗j! ∼= 1C ,因此用函子 j∗作用上面的正合列可得 j∗(C) = 0.

因为 Im i∗ = Ker j∗, 所以存在 C ′ ∈ A 使得 C ∼= i∗(C
′). 由已知和引理 2.2(1) 知, i∗ 是正合函子且

i∗j! = 0, 因此用函子 i∗ 作用正合列 (2.1) 可得 i∗(C) = 0. 从而, C ′ ∼= i∗i∗(C
′) ∼= i∗(C) = 0, 故 C = 0.

因此, j! 是正合函子.

对偶地可得 (2).

我们需要下面简单而有用的观察.

命题 2.6 设 (A,B, C) 是 Abel 范畴的一个黏合, 则有

(1) 如果 j∗ 是正合函子且 B 有足够多的投射对象, 则 j∗ 保持投射对象; 进一步, C 有足够多的投
射对象且 proj C = add(j∗(projB)).

(2) 如果 j! 是正合函子且 B 有足够多的内射对象, 则 j∗ 保持内射对象; 进一步, C 有足够多的内
射对象且 inj C = add(j∗(injB)).

证明 设 P 是 B 中任意投射对象且

0 // X // Y // Z // 0

是 C 中的任意正合列. 由已知, j∗ 是正合函子, 因此有如下行正合的交换图:

0 // HomC(j
∗(P ), X) //

∼=
��

HomC(j
∗(P ), Y ) //

∼=
��

HomC(j
∗(P ), Z)

∼=
��

0 // HomB(P, j∗(X)) // HomB(P, j∗(Y )) // HomB(P, j∗(Z)) // 0.

于是上行也是一个短正合列, 故 j∗(P ) 是 C 中的投射对象.
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设 C ∈ C. 因为 B 有足够多的投射对象, 所以存在 B 中的正合列

P // j∗(C) // 0,

其中 P 是 B中的投射对象.又因为 j∗是正合函子,所以可得 C中正合列 j∗(P ) // j∗j∗(C)(∼= C) // 0,

其中 j∗(P ) 是 C 中的投射对象. 故 C 有足够多的投射对象.

add j∗(projB) ⊆ proj C 是显然的. 反过来, 如果 C 是 C 中的投射对象, 则 C ∈ add j∗(P ), 从而,

proj C ⊆ add j∗(projB).
对偶地可得 (2).

命题 2.7 设 (A,B, C) 是 Abel 范畴的一个黏合, 则有

(1) 如果 i! 是正合函子且 A 和 B 均有足够多的投射对象, 则 i∗ 和 j∗ 均保持投射对象;

(2) 如果 i∗ 是正合函子且 A 和 B 均有足够多的内射对象, 则 i∗ 和 j∗ 均保持内射对象.

证明 设 i! (或 i∗)是正合函子,则由引理 2.5知, j∗ (或 j!)也是正合函子. 于是有命题 2.6知, j∗

保持投射对象 (或保持内射对象). 类似命题 2.6 的证明可得, i∗ 保持投射对象 (或保持内射对象).

3 模范畴的黏合中的倾斜模

设 (A,B, C) 是 Abel 范畴的一个黏合且 (T ′,F ′) 和 (T ′′,F ′′) 分别是 A 和 C 中的挠对. 由文献 [3,

定理 1] 知, (T ,F) 是 B 中的一个挠对, 其中

T := {B ∈ B | i∗(B) ∈ T ′, j∗(B) ∈ T ′′},

F := {B ∈ B | i!(B) ∈ F ′, j∗(B) ∈ F ′′}.

在这种情形下, 称 (T ,F) 是一个相对于 (T ′,F ′) 和 (T ′′,F ′′) 的粘合挠对.

下面先回顾经典倾斜模的定义.

定义 3.1 [5, 6] 设 Λ 是 Artin 代数且 T ∈ modΛ. 如果下列条件成立:

(1) T 的投射维数 pdΛ T 6 1;

(2) Ext1Λ(T, T ) = 0,

则称 T 为偏倾斜模. 设 T ∈ modΛ 是偏倾斜模. 如果下列等价条件之一成立:

(3) 存在 modΛ 中的正合列 0 // Λ // T0
// T1

// 0, 其中 T0, T1 ∈ addT ;

(3′) 对任意有限生成不可分解投射左 Λ- 模 P , 存在 modΛ 中的正合列

0 // P // T̃0
// T̃1

// 0,

其中 T̃0, T̃1 ∈ addT ;

(3′′) |T | = |Λ|, 其中 |T | 和 |Λ| 分别表示 T 中互不同构的不可分解直和项的个数和 modΛ 中互不

同构的单模的个数,

则称 T 为倾斜模.

设 Λ 是 Artin 代数且 T ∈ modΛ. 用 Gen(T ) 表示由 T 生成的模构成的 modΛ 的子范畴, 即

M ∈ Gen(T ) 当且仅当存在正整数 n 使得 Tn // M // 0 是 modΛ 的一个满同态. 对偶地可定义
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Cogen(T ). 用 radT 表示 T 的 Jacobson 根. 一个倾斜 Λ- 模 T 可诱导 modΛ 中的一个挠对 (T (T ),

F(T )), 其中

T (T ) := {X ∈ modΛ | Ext1Λ(T,X) = 0},

F(T ) := {X ∈ modΛ | HomΛ(T,X) = 0},

使得 T (T ) = Gen(T ) (参见文献 [7]).

从现在开始, 设 Λ′、Λ 和 Λ′′ 均是 Artin 代数且 (modΛ′,modΛ,modΛ′′) 是一个黏合

modΛ′ i∗ // modΛ
i∗oo

i!oo
j∗ // modΛ′′.
j!oo

j∗oo

下面的结果给出了单模在黏合中的形式, 它在本文中起着关键作用.

引理 3.2 设 S′ 和 S′′ 分别是 modΛ′ 和 modΛ′′ 中的单模. 如果 i! (或 i∗)是正合函子,则 i∗(S
′)

和 j∗(S
′′) (或 j!(S

′′)) 都是 modΛ 中的单模. 特别地, |Λ| = |Λ′|+ |Λ′′|.
证明 我们只证明 i! 是正合函子的情形, 类似可证 i∗ 是正合函子的情形.

设 M ∈ modΛ′. 因为 i∗ 是完全忠实的, 所以, HomΛ(i∗(M), i∗(M)) ∼= HomΛ′(M,M), 从而, M 是

不可分解的当且仅当 i∗(M) 是不可分解的. 类似地, 对任意 N ∈ modΛ′′, N 是不可分解的当且仅当

j∗(N) 是不可分解的. 考虑 modΛ 中的正合列

0 // rad i∗(S′) // i∗(S′) // i∗(S′)/ rad i∗(S
′) // 0.

由引理 2.4(1) 可知, i∗(modΛ′) 是 modΛ 的 Serre 子范畴, 所以存在 A1, A2 ∈ modΛ′, 使得 rad i∗(S
′)

∼= i∗(A1) 且 i∗(S
′)/ rad i∗(S

′) ∼= i∗(A2). 又因为 i∗ : modΛ′ // i∗(modΛ′) 是一个等价, 所以存在

modΛ′ 中的正合列

0 // A1
// S′ // A2

// 0.

注意到 A1 = S′ 或 A1 = 0, 从而, rad i∗(S
′) = i∗(S

′) 或 rad i∗(S
′) = 0. 若 rad i∗(S

′) = i∗(S
′), 则

i∗(S
′) = 0. 因为 i∗ 是完全忠实的, 所以 S′ = 0, 矛盾. 故 rad i∗(S

′) = 0, 于是, i∗(S
′) 是半单 Λ- 模. 再

由 S′ 是不可分解的可得 i∗(S
′) 是不可分解的, 因此, i∗(S

′) 是单 Λ- 模. 由假设知, i! 是正合函子. 于

是由引理 2.4(3) 知, j∗(modΛ′′) 是 modΛ 的 Serre 子范畴, 类似地可证, 对任意单 Λ′′- 模 S′′, j∗(S
′′)

是单 Λ- 模. 因为对任意单 Λ′- 模 S′ 和单 Λ′′- 模 S′′, i∗(S
′) � j∗(S

′′) (否则这些单模将为零), 所以,

|Λ′|+ |Λ′′| 6 |Λ|.
反过来, 设 S 是单 Λ- 模. 由假设和引理 2.2(4) 知, 存在 modΛ 中的正合列

0 // i∗i!(S) // S // j∗j∗(S) // 0.

于是, S ∼= i∗i
!(S) 或 S ∼= j∗j

∗(S). 如果 S ∼= i∗i
!(S), 则 i!(S) 是不可分解的. 考虑 modΛ′ 中的正合列

0 // rad i!(S) // i!(S) // i!(S)/ rad i!(S) // 0.

由引理 2.2(2) 知, i∗ 是正合函子. 用函子 i∗ 作用上面的正合列可得 modΛ 中一个正合列

0 // i∗(rad i!(S)) // i∗i!(S)(∼= S) // i∗(i!(S)/ rad i!(S)) // 0.

故 i∗(rad i
!(S)) = 0或 i∗(i

!(S)/ rad i!(S)) = 0. 因为 i∗是完全忠实的,故 rad i!(S) = 0或 i!(S)/ rad i!(S)

= 0. 故 i!(S) 是半单 Λ′- 模, 从而是单 Λ′- 模. 类似可证, 如果 S ∼= j∗j
∗(S), 则 j∗(S) 是单 Λ′′- 模. 因

此 |Λ| 6 |Λ′|+ |Λ′′|.
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下面是本文的主要结果.

定理 3.3 设 T ′ 和 T ′′ 分别是 modΛ′ 和 modΛ′′ 中的倾斜模. 如果 i! 和 j! 都是正合的且

i∗i
!(T ) ⊆ T , 则 T = i∗(T

′) ⊕ j!(T
′′) 是倾斜 Λ- 模且 (T ,F) = (Gen(T ),F(T )), 其中 (T ,F) 是 modΛ

中相对于 (Gen(T ′),F(T ′)) 和 (Gen(T ′′),F(T ′′)) 的粘合挠对.

证明 由文献 [3, 定理 1(2)] 知, (i∗(T ), i!(F)) = (Gen(T ′),F(T ′)) 是 modΛ′ 中的挠对, 从而,

HomΛ(i∗i
∗(T ),F) ∼= HomΛ′(i∗(T ), i!(F)) = 0,

故 i∗i
∗(T ) ⊆ ⊥F = T . 由引理 2.2(3) 知, i!i∗ ∼= 1modΛ′ , 所以, i∗(T ) ⊆ i!(T ). 再由假设 i∗i

!(T ) ⊆ T 和
引理 2.2(3) 可得 i!(T ) ⊆ i∗(T ). 因此 i∗(T ) = i!(T ).

由引理 2.2(3) 可知, Im i∗ = Ker j∗ 且 i∗i∗ ∼= 1modΛ′ , 所以, j∗(i∗(T
′)) = 0 且 i∗(i∗(T

′)) ∼= T ′

∈ Gen(T ′), 从而 i∗(T
′) ∈ T . 另一方面, 由引理 2.2(1) 和 2.2(3) 知, i∗j! = 0 且 j∗j! ∼= 1modΛ′′ , 所以,

j∗j!(T
′′) ∼= T ′′ ∈ Gen(T ′′) 且 i∗(j!(T

′′)) = 0, 从而 j!(T
′′) ∈ T . 令 T := i∗(T

′)⊕ j!(T
′′), 则 T ∈ T .

由引理 2.2(7)知, j!保持投射模. 又因为 j!是正合函子,所以,由 pdΛ′′ T ′′ 6 1可得 pdΛ j!(T
′′) 6 1.

又由假设 i! 是正合函子和命题 2.7(1) 知, i∗ 保持投射模. 由引理 2.2(2) 知, i∗ 是正合函子, 所以, 由

pdΛ′ T ′ 6 1 可得 pdΛ i∗(T
′) 6 1. 因此 pdΛ T 6 1.

我们有

Ext1Λ(T, T ) = Ext1Λ(i∗(T
′)⊕ j!(T

′′), i∗(T
′)⊕ j!(T

′′))

∼= Ext1Λ(i∗(T
′), i∗(T

′))⊕ Ext1Λ(i∗(T
′), j!(T

′′))

⊕ Ext1Λ(j!(T
′′), i∗(T

′))⊕ Ext1Λ(j!(T
′′), j!(T

′′)).

由文献 [9,注记 3.7]知, Ext1Λ(i∗(T
′), i∗(T

′)) ∼= Ext1Λ′(T ′, T ′) = 0. 因为 j∗j! ∼= 1modΛ′′ 且 Im i∗ = Ker j∗,

所以,

Ext1Λ(j!(T
′′), j!(T

′′)) ∼= Ext1Λ′′(T ′′, j∗j!(T
′′)) ∼= Ext1Λ′′(T ′′, T ′′) = 0,

Ext1Λ(j!(T
′′), i∗(T

′)) ∼= Ext1Λ′′(T ′′, j∗i∗(T
′)) = 0.

因为 j!(T
′′) ∈ T 且 i∗(T ) = i!(T ), 所以, i!j!(T

′′) ∈ i!(T ) = i∗(T ) ∈ Gen(T ′) = T (T ′), 从而,

Ext1Λ(i∗(T
′), j!(T

′′)) ∼= Ext1Λ′(T ′, i!j!(T
′′)) = 0.

因此 Ext1Λ(T, T ) = 0.

注意到对任意 M ∈ modΛ′ (或 N ∈ modΛ′′), M (或 N)是不可分解的当且仅当 i∗(M) (或 j!(N))

是不可分解的. 进一步, 因为 j!(T
′′) 和 i∗(T

′) 没有任何同构的直和项 (否则的话, 这个直和项将为零),

所以, 由引理 3.2 知,

|T | = |i∗(T ′)|+ |j!(T ′′)| = |T ′|+ |T ′′| = |Λ′|+ |Λ′′| = |Λ|.

故 T 是倾斜 Λ- 模.

由倾斜 Λ-模 T 诱导的 modΛ中的挠对是 (Gen(T ),F(T )). 设 Y ∈ F , 即 j∗(Y ) ∈ F(T ′′)且 i!(Y )

∈ F(T ′), 则

HomΛ(T, Y ) = HomΛ(i∗(T
′)⊕ j!(T

′′), Y )
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= HomΛ(i∗(T
′), Y )⊕HomΛ(j!(T

′′), Y )

∼= HomΛ′(T ′, i!(Y ))⊕HomΛ′′(T ′′, j∗(Y ))

= 0.

因此 Y ∈ F(T ), 从而 F ⊆ F(T ). 反过来, 设 Y ∈ F(T ), 即 HomΛ(i∗(T
′), Y ) ⊕ HomΛ(j!(T

′′), Y ) = 0,

则 HomΛ′(T ′, i!(Y )) ∼= HomΛ(i∗(T
′), Y ) = 0 且 HomΛ′′(T ′′, j∗(Y )) ∼= HomΛ(j!(T

′′), Y ) = 0. 所以, i!(Y )

∈ F(T ′) 且 j∗(Y ) ∈ F(T ′′), 因此 Y ∈ F , 从而 F(T ) ⊆ F . 故 F = F(T ) 且 T = Gen(T ).

推论 3.4 如果 i! 和 j! 均是正合函子, 则 addΛ ∼= add(i∗(Λ
′)⊕ j!(Λ

′′)).

下面的结果表明定理 3.3 的逆在一定条件下是成立的.

定理 3.5 设 T 是倾斜 Λ- 模且 (T ,F) := (Gen(T ),F(T )) 是由 T 诱导的挠对.

(1) 如果 i∗ 是正合函子, 则 i∗(T ) 是倾斜 Λ′- 模且 (i∗(T ), i!(F)) = (Gen(i∗(T )),F(T ′)).

(2)如果 j∗j
∗(T ) ⊆ T 并且 j∗是正合函子,则 j∗(T )是倾斜 Λ′′-模. 在这种情形下,若 j∗j

∗(F) ⊆ F ,

则 (j∗(T ), j∗(F)) = (Gen(j∗(T )),F(j∗(T ))).

(3) 如果 i∗ 和 j∗ 均是正合函子, j∗j
∗(T ) ⊆ T 且 i∗i

!(T ) ⊆ T , 则 addT = add(j!j
∗(T )⊕ i∗i

∗(T )).

证明 (1) 由引理 2.2(6) 可知, i∗ 保持投射模. 因为 i∗ 是正合函子, 所以, 由 pdΛ T 6 1 可得

pdΛ′ i∗(T ) 6 1. 显然 i∗i
∗(T ) ⊆ T , 于是 Ext1Λ′(i∗(T ), i∗(T )) ∼= Ext1Λ(T, i∗i

∗(T )) = 0, 故 i∗(T ) 是偏倾

斜 Λ′- 模. 由文献 [7, 引理 VI.2.3] 知, Gen(i∗(T )) ⊆ T (i∗(T )). 设 X ∈ T (i∗(T )). 因为 Ext1Λ(T, i∗(X))

∼= Ext1Λ′(i∗(T ), X) = 0, 所以, 由文献 [7, 定理 VI.2.5] 知, i∗(X) ∈ T (T ) = Gen(T ), 从而, X ∼= i∗i∗(X)

∈ Gen(i∗(T )), 故 T (i∗(T )) ⊆ Gen(i∗(T )). 再由文献 [7, 定理 VI.2.5] 知, i∗(T ) 是倾斜 Λ′- 模.

由文献 [3, 定理 2] 知, (i∗(T ), i!(F)) 是 modΛ′ 中的挠对. 因为 i∗(T ) ∈ i∗(T ) 且 i∗(T ) 关于商

模封闭, 所以, Gen(i∗(T )) ⊆ i∗(T ). 而 i∗(T ) ⊆ Gen(i∗(T )) 是显然的, 因此 Gen(i∗(T )) = i∗(T ) 且

F(i∗(T )) = i!(F).

(2)由假设和命题 2.6(1)知, j∗保持投射模. 由引理 2.2(2)知, j∗是正合函子,所以,由 pdΛ T 6 1可

得 pdΛ′′ j∗(T ) 6 1. 因为 j∗j
∗(T ) ⊆ T ,所以, Ext1Λ′′(j∗(T ), j∗(T )) ∼= Ext1Λ(T, j∗j

∗(T )) = 0. 由引理 2.2(7)

知, j! 保持投射模, 因此 j!(Λ
′′) 是投射 Λ- 模. 因为 T 是倾斜 Λ- 模, 所以存在 modΛ 中的正合列

0 // j!(Λ′′) // T0
// T1

// 0,

其中 T0, T1 ∈ addT . 而由引理 2.2(2)知, j∗是正合函子,所以用函子 j∗作用上面的正合列得到 modΛ′′

中的正合列

0 // Λ′′(∼= j∗j!(Λ
′′)) // j∗(T0) // j∗(T1) // 0,

其中 j∗(T0), j
∗(T1) ∈ add j∗(T ). 因此, j∗(T ) 是倾斜 Λ′′- 模.

若 j∗j
∗(F) ⊆ F ,则由文献 [3,定理 2]知, (j∗(T ), j∗(F))是 modΛ′′ 中的挠对. 因为 j∗(T ) ∈ j∗(T )

且 j∗(T )关于商模封闭,所以, Gen(j∗(T )) ⊆ j∗(T ). 而 j∗(T ) ⊆ Gen(j∗(T ))是显然的,因此, Gen(j∗(T ))

= j∗(T ) 且 F(j∗(T )) = j∗(F).

(3) 由 (1) 和 (2) 知, i∗(T ) 和 j∗(T ) 分别是 modΛ′ 和 modΛ′′ 中的倾斜模. 因为 i∗ 和 j! 都是完

全忠实函子, 所以, 由引理 3.2 知,

|i∗i∗(T )|+ |j!j∗(T )| = |i∗(T )|+ |j∗(T )| = |Λ′|+ |Λ′′| = |Λ|.
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因为 j∗j
∗(T ) ⊆ T 且 i∗i

!(T ) ⊆ T , 所以,

Ext1Λ(i∗i
∗(T )⊕ j!j

∗(T ), T ) ∼= Ext1Λ(i∗i
∗(T ), T )⊕ Ext1Λ(j!j

∗(T ), T )

∼= Ext1Λ(T, i∗i
!(T ))⊕ Ext1Λ(T, j∗j

∗(T ))

= 0.

注意到 T = Gen(T ) 且 T 包含所有内射 Λ- 模. 于是, 由文献 [7, 定理 VI.6.5] 知, j!j
∗(T )⊕ i∗i

∗(T ) 是

倾斜 Λ- 模且 addT = add(j!j
∗(T )⊕ i∗i

∗(T )).

4 例子

我们给出一个例子说明上节得到的结果.

设 Λ′ 和 Λ′′ 是 Artin 代数且 Λ′MΛ′′ 是 (Λ′,Λ′′)- 双模. 令

Λ :=

(
Λ′ M

0 Λ′′

)
是一个三角矩阵代数, 则 modΛ 中的任意模可唯一地写成一个三元组

(
X
Y

)
f
, 其中 X ∈ modΛ′, Y

∈ modΛ′′ 且 f ∈ HomΛ′(M ⊗Λ′′ Y,X) (参见文献 [13, 第 76 页]).

例 4.1 设 Λ′ 是由箭图 1 // 2 给出的有限维代数, 则 Λ :=
(
Λ′ Λ′

0 Λ′

)
是由如下箭图和关系给出

的有限维代数:

·
β

��6
66

66
6

·

γ
��4

44
44

4

α

DD





 ·,

·
δ

DD������

其中关系是 βα− δγ. Λ 的 Auslander-Rieten 箭图如下:(
P (1)
0

)
��@

@@
@@

@@
@

(
0

S(2)

)
��@

@@
@@

@@
@

(
S(1)
S(1)

)
  A

AA
AA

AA
A

(
S(2)
0

)
??~~~~~~~~

��@
@@

@@
@@

@

(
P (1)
S(2)

)
??~~~~~~~~

��@
@@

@@
@@

@
//
(
P (1)
P (1)

)
//
(
S(1)
P (1)

)
??~~~~~~~

��@
@@

@@
@@

@

(
0

S(1)

)
.

(
S(2)
S(2)

)
??~~~~~~~ (

S(1)
0

)
??~~~~~~~~ (

0
P (1)

)
>>}}}}}}}}

由文献 [9, 例子 2.12] 知,

modΛ′ i∗ // modΛ
i∗oo

i!oo
j∗ // modΛ′
j!oo

j∗oo

是一个黏合, 其中

i∗
((

X

Y

)
f

)
= Coker f, i∗(X) =

(
X

0

)
, i!

((
X

Y

)
f

)
= X,
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j!(Y ) =

(
Y

Y

)
1

, j∗
((

X

Y

)
f

)
= Y, j∗(Y ) =

(
0

Y

)
.

(1) 取 modΛ′ 中的倾斜模 T ′ = P (1) ⊕ S(2) 和 T ′′ = P (1) ⊕ S(1). 由它们诱导的 modΛ′ 中的挠

对分别是

(T ′,F ′) = (modΛ′, 0) 和 (T ′′,F ′′) = (add(P (1)⊕ S(1)), addS(2)).

由定理 3.3 可得 modΛ 中的倾斜模 T :=
(
P (1)
0

)
⊕
(
S(2)
0

)
⊕
(
P (1)
P (1)

)
⊕
(
S(1)
S(1)

)
, 由它诱导的 modΛ 中的挠对

恰好是由文献 [3, 定理 1] 得到的相对于 (T ′,F ′) 和 (T ′′,F ′′) 的粘合挠对

(T ,F) =

(
add

((
P (1)

0

)
⊕
(
S(2)

0

)
⊕
(
P (1)

P (1)

)
⊕
(
S(1)

0

)
⊕
(
S(1)

P (1)

)
⊕

(
S(1)

S(1)

)
⊕
(

0

P (1)

)
⊕

(
0

S(1)

))
, add

((
0

S(2)

)))
.

(2) 定理 3.3 中条件 “i∗i
!(T ) ⊆ T ” 是必要的. 例如, 取 modΛ′ 中的倾斜模 T ′ = P (1) ⊕ S(1) 和

T ′′ = P (1)⊕ S(2). 由它们诱导的 modΛ′ 中的挠对分别是

(T ′,F ′) = (add(P (1)⊕ S(1)), addS(2)) 和 (T ′′,F ′′) = (modΛ′, 0).

由文献 [3, 定理 1] 可得 modΛ 中相对于 (T ′,F ′) 和 (T ′′,F ′′) 的粘合挠对

(T ,F) =

(
add

((
P (1)

0

)
⊕

(
S(2)

S(2)

)
⊕
(
P (1)

S(2)

)
⊕

(
0

S(2)

)
⊕
(
P (1)

P (1)

)
⊕
(
S(1)

0

)
⊕

(
S(1)

P (1)

)
⊕
(
S(1)

S(1)

)
⊕
(

0

P (1)

)
⊕
(

0

S(1)

))
, add

((
S(2)

0

)))
.

但 T = i∗(T
′)⊕ j!(T

′′) =
(
P (1)
0

)
⊕
(
S(1)
0

)
⊕
(
P (1)
P (1)

)
⊕
(
S(2)
S(2)

)
不是倾斜 Λ- 模, 而显然有

i∗i
!(T ) = add

((
P (1)

0

)
⊕
(
S(2)

0

)
⊕
(
S(1)

0

))
* T .

(3) 取 modΛ 中的倾斜模 T =
(
P (1)
P (1)

)
⊕

(
S(1)
S(1)

)
⊕

(
S(1)
0

)
⊕

(
S(1)
P (1)

)
. 由它诱导的 modΛ 中的挠对是

(T ,F) =

(
add

((
P (1)

P (1)

)
⊕
(
S(1)

0

)
⊕
(
S(1)

P (1)

)
⊕
(
S(1)

S(1)

)
⊕
(

0

P (1)

)
⊕
(

0

S(1)

))
,

add

((
0

S(2)

)
⊕
(
S(2)

0

)
⊕
(
P (1)

0

)
⊕
(
S(2)

S(2)

)
⊕
(
P (1)

S(2)

)))
.

由定理 3.5(2) 知, j∗(T ) = P (1)⊕ S(1)⊕P (1) 是倾斜 Λ′- 模. 又因为 j∗j
∗(F) = add(

(
0

S(2)

)
) ⊆ F , 所以,

由定理 3.5(2) 知, 由 j∗(T ) 诱导的 modΛ′ 中的挠对是 (j∗(T ), j∗(F)) = (add(P (1)⊕ S(1)), addS(2)).
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