
第十六章 含参变量的积分

本章仍然讨论积分, 其中被积函数含有额外的参数, 我们要研究积分是如何依

赖于参数的. 这种积分的基本性质和无穷级数的性质十分类似, 它们也提供了构造

新函数的重要工具, 我们还将利用它们进一步研究 Fourier 积分.

§16.1 含参变量的积分

设 fpx, yq 是定义在矩形 ra, bs ˆ rc, ds 上的函数, 且对于每个固定的 y P rc, ds,

关于 x 的函数 fpx, yq 在 ra, bs 上 Riemann 可积, 则定义

Ipyq “

ż b

a

fpx, yqdx, y P rc, ds,

称为含参变量的积分, 其中 y 是参数, 它对应于数列或函数列中的变数 n.

当 fpx, yq 为 ra, bs ˆ rc, ds 中的连续函数时, 根据 §13.3 节中的讨论, 有

ż d

c

Ipyqdy “

ż d

c

ż b

a

fpx, yqdxdy “

ż b

a

ż d

c

fpx, yqdydx. (16.1)

引理 16.1.1. 设 fpx, yq 在 ra, bs ˆ rc, ds 中连续, 则 Ipyq 关于 y P rc, ds 连续.

证明. 有界闭集中的连续函数是一致连续的. 因此, 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当

y1, y2 P rc, ds 且 |y1 ´ y2| ă δ 时

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| ď ε, @ x P ra, bs.

此时

|Ipy1q ´ Ipy2q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

rfpx, y1q ´ fpx, y2qsdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fpx, y1q ´ fpx, y2q|dx ď pb´ aqε.

这说明 Ipyq 关于 y 连续. �

定理 16.1.2. 设 fpx, yq 和偏导数 fypx, yq 在 ra, bs ˆ rc, ds 中连续, 则 Ipyq 关

于 y 可导, 且

I 1pyq “

ż b

a

fypx, yqdx.

证明. 记

ψpyq “

ż b

a

fypx, yqdx, y P rc, ds.
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176 第十六章 含参变量的积分

根据题设和刚才的引理, ψpyq 关于 y 连续. 当 y1, y2 P rc, ds 时, 利用积分次序的可

交换性, 得
ż y2

y1

ψpyqdy “

ż y2

y1

ż b

a

fypx, yqdxdy “

ż b

a

ż y2

y1

fypx, yqdydx

“

ż b

a

rfypx, y2q ´ fpx, y1qsdx

“ Ipy2q ´ Ipy1q.

这说明 I 1pyq “ ψpyq. �

例 16.1.1. p˚q 设 f 为具有紧支集的光滑函数, g 连续. 定义函数 h 为

hpxq “

ż 8

´8

fpx´ yqgpyqdy,

则 h 为光滑函数, 且

hpnqpxq “

ż 8

´8

f pnqpx´ yqgpyqdy.

证明. 设 f 在区间 p´M,Mq 以外为零. 任取 a ą 0, 当 x P r´a, as 时, hpxq 可

以表示为

hpxq “

ż M`a

´M´a

fpx´ yqgpyqdy,

反复利用上述定理即知 hpxq 在 p´a, aq 中任意次可导, 且

hpnqpxq “

ż M`a

´M´a

f pnqpx´ yqgpyqdy “

ż 8

´8

f pnqpx´ yqgpyqdy,

由于 a ą 0 是任取的, 故 h 在 p´8,8q 中光滑. �
注. f 可以取为鼓包函数, 此时 h 可以看成函数 g 的光滑逼近.

例 16.1.2. 设 0 ă a ď b, 计算积分

I “

ż 1

0

xb ´ xa

lnx
dx.

解. 我们把 a 看成是常数, 而把 b 看成是参数, 积分记为 Ipbq, 则根据上述定

理, 有

I 1pbq “

ż 1

0

xbdx “
1

b` 1
,

这说明

Ipbq “ lnp1 ` bq ` C.

又因为 Ipaq “ 0, 故 C “ ´ lnp1 ` aq, 从而

I “ ln
1 ` b

1 ` a
.

这个积分也可以通过重积分化累次积分来计算. �
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例 16.1.3. 设 |λ| ă 1, 计算积分

I “

ż π

0

lnp1 ` λ cosxqdx.

解. 设 0 ă a ă 1, 当 λ P r´a, as 时, fpx, λq “ lnp1 ` λ cosxq 以及

fλpx, λq “
cosx

1 ` λ cosx

在 r0, πs ˆ r´a, as 上连续, 于是 I “ Ipλq 关于 λ 可微, 且

I 1pλq “

ż π

0

cosx
1 ` λ cosx

dx “
π

λ
´

π

λ
?

1 ´ λ2
.

对 λ 积分可得

Ipλq “ π lnp1 `
a

1 ´ λ2q ` C,

因为 Ip0q “ 0, 故得

C “ ´π ln 2,

因此

I “ π ln
1 `

?
1 ´ λ2

2
.

上式对任意 |λ| ă 1 均成立. �
下面我们讨论积分的上下限中也含有参数的含参变量积分. 考虑积分

F pyq “

ż bpyq

apyq

fpx, yqdx,

其中 apyq, bpyq 是关于 y 的函数.

定理 16.1.3. 设 fpx, yq 在 ra, bs ˆ rc, ds 上连续, 函数 apyq, bpyq 关于 y 连续,

且

a ď apyq ď b, a ď bpyq ď b, @ y P rc, ds,

则 F pyq 是 rc, ds 上的连续函数.

证明. 任取 y0 P rc, ds, 则当 y P rc, ds 时, 有

F pyq ´ F py0q “

ż bpyq

apyq

fpx, yqdx´

ż bpy0q

apy0q

fpx, y0qdx

“

ż apy0q

apyq

fpx, yqdx`

ż bpyq

bpy0q

fpx, yqdx`

ż bpy0q

apy0q

rfpx, yq ´ fpx, y0qsdx.

因为 f 连续, 故存在 M ą 0, 使得 |fpx, yq| ď M . 由上式和已知条件得

|F pyq ´ F py0q| ď M |apyq ´ apy0q| `M |bpyq ´ bpy0q|

` sup
xPra,bs

|fpx, yq ´ fpx, y0q||b´ a|,
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由 apyq, bpyq 以及 fpx, yq 的 (一致) 连续性即知 F pyq 在 y “ y0 处连续. �
关于 F pyq 的可微性, 我们有

定理 16.1.4. 设 fpx, yq 以及 fypx, yq 均在 ra, bs ˆ rc, ds 上连续, 如果 apyq,

bpyq 关于 y 可微, 则 F pyq 关于 y 可微, 且

F 1pyq “

ż bpyq

apyq

fypx, yqdx` fpbpyq, yqb1pyq ´ fpapyq, yqa1pyq.

证明. 证明留作练习. �

例 16.1.4. 设 a ě 0, 计算积分

Ipaq “

ż a

0

lnp1 ` axq

1 ` x2
dx.

解. 利用上面的定理, 得

I 1paq “
lnp1 ` a2q

1 ` a2
`

ż a

0

x

p1 ` axqp1 ` x2q
dx

“
a

1 ` a2
arctan a`

lnp1 ` a2q

2p1 ` a2q
.

关于 a 积分, 得

Ipaq “
lnp1 ` a2q

2
arctan a` C.

因为 Ip0q “ 0, 故 C “ 0. 最后就得到

Ipaq “
lnp1 ` a2q

2
arctan a.

习题 16.1

1. 计算下列积分

p1q

ż π

0

lnp1 ´ 2a cosx` a2qdx; p2q

ż π
2

0

arctanpa tanxq

tanx
dx pa ě 0q.

2. 计算下列积分

p1q

ż π
2

0

ln
1 ` a cosx
1 ´ a cosx

dx

cosx
p|a| ă 1q; p2q

ż 1

0

sin
`

ln
1
x

˘xb ´ xa

lnx
dx pb ą a ą 0q.

3. 设 α ą 1, 计算积分

I “

ż π
2

0

lnpα2 ´ sin2 xqdx.
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4. 设 fpx, yq 在 ra, bs ˆ rc, ds 上连续, 则积分

Ipα, β, yq “

ż β

α

fpx, yqdx, α, β P ra, bs, y P rc, ds

是关于 α, β, y 的连续函数, 且关于 α, β 可导.

5. 利用上题给出本节最后定理的证明.

6. 证明 n 阶 Bessel 函数

Jnpxq “
1
π

ż π

0

cospnϕ´ x sinϕqdϕ

满足 Bessel 方程

x2J2
npxq ` xJ 1

npxq ` px2 ´ n2qJnpxq “ 0.

7. 定义函数

Kpx, yq “

$

&

%

yp1 ´ xq, y ď x,

xp1 ´ yq, y ą x.

如果 fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数, 则函数

upxq “

ż 1

0

Kpx, yqfpyqdy

满足方程

´u2pxq “ fpxq, up0q “ up1q “ 0.

8. 设 fpxq 在 x “ 0 附近连续, 则函数

upxq “
1

pn´ 1q!

ż x

0

px´ tqn´1fptqdt

满足方程

upnqpxq “ fpxq, up0q “ u1p0q “ ¨ ¨ ¨ “ upn´1qp0q “ 0.

9. 设 ϕ, ψ 分别为 2 次可微和 1 次可微的函数, 证明函数

upx, tq “
1
2

rϕpx´ atq ` ϕpx` atqs `
1
2a

ż x`at

x´at

ψpsqds

满足弦振动方程
B2u

Bt2
“ a2 B2u

Bx2
.



180 第十六章 含参变量的积分

§16.2 含参变量的广义积分

如同 Riemann 积分的推广一样, 含参变量的积分也有两方面的推广. 一是积

分区间可以是无穷区间, 二是被积函数可能有瑕点. 为了简单起见, 我们以无穷积

分为例进行讨论, 带有瑕点的含参变量的积分可类似地讨论.

§16.2.1 一致收敛及其判别法

设 fpx, yq 是定义在矩形 ra,8q ˆ rc, ds 中的函数, 且对于每一个 y P rc, ds, 关

于 x 的函数 fpx, yq 在 ra,8q 中广义可积, 则定义

Ipyq “

ż 8

a

fpx, yqdx, y P rc, ds, (16.2)

称为含参变量的广义积分, 其中 y 是参数.

定义 16.2.1 (一致收敛). 如果任给 ε ą 0, 存在与 y 无关的 A0 “ A0pεq ą a,

当 A, A1 ą A0 时, 对一切 y P rc, ds, 成立

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε, 或

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε,

则称含参变量的广义积分
ż 8

a

fpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛.

定义中的区间 rc, ds 也可以换成其它类型的区间. 对于带有瑕点的无界函数,

也有类似的一致收敛的概念. 例如, 设对于每一个 y P rc, ds, 以 b 为瑕点的瑕积分
ż b

a

fpx, yqdx 存在, 如果任给 ε ą 0, 存在 δ0 “ δ0pεq ą 0, 当 0 ă η, η1 ă δ0 时, 对

rc, ds 上的一切 y, 成立

ˇ

ˇ

ˇ

ż b´η1

b´η

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε 或

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

b´η

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε,

则称

ż b

a

fpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛.

例 16.2.1. 研究含参变量的广义积分

Ipyq “

ż 8

0

ye´xydx

的一致收敛性.

显然, 对每个 y ě 0, 积分都是收敛的. 又因为
ż 8

A

ye´xydx “ e´yA,
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故 Ipyq对于 y P rδ,8q一致收敛,其中 δ 为任意正实数. 从上式也可以看出 Ipyq对

于 y P r0,8q 并不是一致收敛的. �
和广义积分以及无穷级数一样,我们也有关于含参变量广义积分的一致收敛的

判别法.

p1q (Weierstrass) 如果存在函数 F pxq, 使得

|fpx, yq| ď F pxq, @ px, yq P ra,8q ˆ rc, ds,

且积分

ż 8

a

F pxqdx 收敛, 则
ż 8

a

fpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛. 这个判别

法的证明只要注意到下面的不等式就可以了:

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

F pxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
.

p2q (Dirichlet) 设 fpx, yq, gpx, yq 满足下列条件:

piq 当 A Ñ 8 时, 积分
ż A

a

fpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致有界, 即存在常数

K, 使得
ˇ

ˇ

ˇ

ż A

a

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď K, @ A P ra,8q, y P rc, ds;

piiq gpx, yq 是 x 的单调函数, 且当 x Ñ 8 时 gpx, yq 关于 y P rc, ds 一致地

趋于零, 即任给 ε ą 0, 存在 A0 “ A0pεq, 当 x ě A0 时

|gpx, yq| ă ε, @ y P rc, ds;

则含参变量的广义积分

ż 8

a

fpx, yqgpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛.

这个判别法的证明是这样的: 根据题设, 当 A,A1 ě a 时, 有

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż A

a

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

a

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď 2K.

根据积分第二中值公式, 当 A,A1 ą A0 时, 有

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, yqgpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď |gpA, yq|

ˇ

ˇ

ˇ

ż ξpyq

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
` |gpA1, yq|

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

ξpyq

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď 2Kε` 2Kε “ 4Kε,

这说明了积分的一致收敛性.

p3q (Abel) 设 fpx, yq, gpx, yq 满足下列条件:

piq 积分
ż 8

a

fpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛;
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piiq gpx, yq 是 x 的单调函数, 且关于 y P rc, ds 一致有界;

则含参变量的广义积分

ż 8

a

fpx, yqgpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛.

这个判别法的证明仍然是运用积分第二中值公式, 我们留给读者完成.

对于含参变量的瑕积分, 上述判别法也有类似的表现形式. 我们以下仅举例来

研究一致收敛性.

例 16.2.2. 研究积分

Ipαq “

ż 8

0

e´αx sinx dx

关于 α P p0,8q 的一致收敛性.

当 α ě δ ą 0 时, 因为

|e´αx sinx| ď e´δx,

而积分

ż 8

0

e´δxdx 收敛, 故由 Weierstrass 判别法知积分 Ipαq 关于 α P rδ,8q 一致

收敛.

Ipαq 关于 α P p0,8q 不是一致收敛的, 这是因为当 α Ñ 0 时,

ż A1

A

e´αx sinx dx Ñ

ż A1

A

sinx dx “ cosA´ cosA1,

取 A “ 2nπ, A1 “ 2nπ ` π{2 即知上式不趋于零. �

例 16.2.3. 研究积分

Ipαq “

ż 8

0

e´αx sinx
x

dx

关于 α P r0,8q 的一致收敛性.

因为积分

ż 8

0

sinx
x

dx 收敛, 这个积分不含参变量 α, 因而关于 α 一致收敛. 函

数 e´αx 关于 x 单调, 且当 α, x ě 0 时 0 ď e´αx ď 1, 故由 Abel 判别法知 Ipαq 关

于 α P r0,8q 一致收敛. �

§16.2.2 一致收敛积分的性质

我们在本小节讨论含参变量的广义积分所确定的函数的连续性质,积分性质和

微分性质等.

引理 16.2.1 (连续性质). 设 fpx, yq 在 ra,8q ˆ rc, ds 中连续, (16.2) 式中的

含参变量积分 Ipyq 关于 y P rc, ds 一致收敛, 则 Ipyq 关于 y P rc, ds 连续.
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证明. 根据题设, 任给 ε ą 0, 存在 A ą 0, 使得

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε, @ y P rc, ds.

注意到 fpx, yq 在 ra,As ˆ rc, ds 中一致连续, 因此存在 δ ą 0, 当 y1, y2 P rc, ds 且

|y1 ´ y2| ă δ 时

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| ď
ε

A´ a
, @ x P ra, bs.

此时

|Ipy1q ´ Ipy2q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

a

fpx, y1qdx´

ż 8

a

fpx, y2qdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

A

fpx, y1qdx
ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

A

fpx, y2qdx
ˇ

ˇ

ˇ

ż A

a

|fpx, y1q ´ fpx, y2q|dx

ď ε` ε` pA´ aq
ε

A´ a
“ 3ε,

这说明 Ipyq 关于 y 连续. �

定理 16.2.2 (积分性质之一). 设 fpx, yq 在 ra,8q ˆ rc, ds 中连续, (16.2) 式

中的含参变量积分 Ipyq 关于 y P rc, ds 一致收敛, 则

ż 8

a

dx

ż d

c

fpx, yqdy “

ż d

c

Ipyqdy “

ż d

c

dy

ż 8

a

fpx, yqdx.

证明. 根据题设, 任给 ε ą 0, 存在 A0 ą 0, 当 A ą A0 时

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε, @ y P rc, ds.

此时, 有

ˇ

ˇ

ˇ

ż d

c

Ipyqdy ´

ż A

a

ż d

c

fpx, yqdydx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż d

c

Ipyqdy ´

ż d

c

ż A

a

fpx, yqdxdy
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ż d

c

ż 8

A

fpx, yqdxdy
ˇ

ˇ

ˇ

ď pd´ cqε,

根据广义积分的定义可知欲证等式成立. �

例 16.2.4. 设 α, β ą 0, 计算积分

I “

ż 8

0

cosαx´ cosβx
x2

dx.



184 第十六章 含参变量的积分

解. 由于积分
ż 8

0

sin yx
x

dx 关于 y P rδ,8q pδ ą 0q 一致收敛, 利用积分次序的

可交换性得
ż 8

0

cosαx´ cosβx
x2

dx “

ż 8

0

dx

x

ż β

α

sinpyxqdy

“

ż β

α

dy

ż 8

0

sinpyxq

x
dx

“
π

2
pβ ´ αq.

其中, 当 y ą 0 时, 我们用到了积分
ż 8

0

sin yx
x

dx “
π

2
. �

定理 16.2.3 (微分性质). 设 fpx, yq 和 fypx, yq 在 ra,8q ˆ rc, ds 中连续, 如果

积分 ψpyq “

ż 8

a

fypx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛, 且存在 y0 P rc, ds, 使得积分
ż 8

a

fpx, y0qdx 收敛, 则积分 Ipyq “

ż 8

a

fpx, yqdx 关于 y P rc, ds 一致收敛, 且

I 1pyq “ ψpyq “

ż 8

a

fypx, yqdx.

证明. 根据题设, 任给 ε ą 0, 存在 A0 ą 0, 当 A,A1 ě A0 时,

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, y0qdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε;

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fypx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε, @ y P rc, ds.

此时, 任给 y1 P rc, ds, 有

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, y1qdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, y0qdx
ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

rfpx, y1q ´ fpx, y0qsdx
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, y0qdx
ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

ż y1

y0

fypx, yqdydx
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ż A1

A

fpx, y0qdx
ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

ż y1

y0

ż A1

A

fypx, yqdxdy
ˇ

ˇ

ˇ

ď ε` |y1 ´ y0|ε ď ε` pd´ cqε,

这说明 Ipyq 关于 y P rc, ds 一致收敛. 当 y1, y2 P rc, ds 时, 由定理 16.2.2 和题设可

得
ż y2

y1

ψpyqdy “

ż 8

a

ż y2

y1

fypx, yqdydx

“

ż 8

a

rfpx, y2q ´ fpx, y1qsdx

“ Ipy2q ´ Ipy1q.

这说明 Ipyq 可导, 且 I 1pyq “ ψpyq. �
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例 16.2.5. 计算积分

Ipαq “

ż 8

0

e´αx sinx
x

dx pα ě 0q.

解. 在前面的例子中已经说明了 Ipαq 关于 α P r0,8q 一致收敛. 任给 δ ą 0,

积分
ż 8

0

`

e´αx sinx
x

˘

α
dx “ ´

ż 8

0

e´αx sinxdx

关于 α P rδ,8q 一致收敛, 于是 Ipαq 在 rδ,8q 中可导, 且

I 1pαq “ ´

ż 8

0

e´αx sinxdx “ ´
1

1 ` α2
.

由于 δ 的任意性, 上式对任意 α ą 0 成立. 从中解出

Ipαq “ C ´ arctanα.

当 α ą 0 时

|Ipαq| ď

ż 8

0

e´αxdx “
1
α

Ñ 0 pα Ñ 8q,

于是 C “ π{2, 从而得到 Ipαq “ π{2 ´ arctanα. 令 α Ñ 0 还可得 Ip0q “ π{2. �
最后, 我们考虑无穷区间上广义积分可交换次序的问题.

定理 16.2.4 (积分性质之二). 设 fpx, yq 在 ra,8q ˆ rc,8q 中连续. 如果 f 满

足下列条件:

piq 积分 ϕpyq “

ż 8

a

fpx, yqdx 关于 y 在 pc,8q 内的任何闭区间中一致收敛, 积

分 ψpxq “

ż 8

c

fpx, yqdy 关于 x 在 pa,8q 内的任何闭区间上一致收敛;

piiq 积分
ż 8

c

dy

ż 8

a

|fpx, yq|dx 和
ż 8

a

dx

ż 8

c

|fpx, yq|dy 至少有一个收敛.

则 ϕpyq 在 pc,8q 中积分收敛, ψpxq 在 pa,8q 中积分收敛, 且这两个积分相等:
ż 8

c

dy

ż 8

a

fpx, yqdx “

ż 8

a

dx

ż 8

c

fpx, yqdy.

证明. 不妨设积分
ż 8

c

dy

ż 8

a

|fpx, yq|dx 收敛. 任给 ε ą 0, 取 c1 ą c, C ą c1, 使

得
ż c1

c

ż 8

a

|fpx, yq|dxdy `

ż 8

C

ż 8

a

|fpx, yq|dxdy ď ε.

根据题设, 存在 A0 ą a, 当 A ě A0 时

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

A

fpx, yqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ε

C ´ c1
, @ y P rc1, Cs.



186 第十六章 含参变量的积分

再取 a0 P pa,A0q, 使得
ż C

c1

ż a0

a

|fpx, yq|dxdy ď ε.

根据题设和引理 16.2.1 可知 ϕpyq 在 pc,8q 中连续, ψpxq 在 pa,8q 中连续.

由 |ϕpyq| ď

ż 8

a

|fpx, yq|dx 和 Weierstrass 判别法可知积分
ż 8

c

ϕpyqdy 收敛. 当

b P pa, a0q, A ě A0 时, 根据题设和定理 16.2.2 可得

ˇ

ˇ

ˇ

ż A

b

ψpxqdx´

ż 8

c

ϕpyqdy
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

c

ż A

b

fpx, yqdxdy ´

ż 8

c

ϕpyqdy
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

c

“

ż b

a

fpx, yqdx`

ż 8

A

fpx, yqdx
‰

dy
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż C

c1

“

ż b

a

fpx, yqdx`

ż 8

A

fpx, yqdx
‰

dy
ˇ

ˇ

ˇ

`

ż c1

c

ż 8

a

|fpx, yq|dxdy `

ż 8

C

ż 8

a

|fpx, yq|dxdy

ď

ż C

c1

ż a0

a

|fpx, yq|dxdy ` pC ´ c1q
ε

C ´ c1
` ε

ď 3ε,

这说明

ż 8

a

ψpxqdx “

ż 8

c

ϕpyqdy. �

例 16.2.6. 计算光学中常出现的 Fresnel 积分:

I “

ż 8

0

sinpx2qdx, J “

ż 8

0

cospx2qdx.

解. 令 x2 “ t 得

I “
1
2

ż 8

0

sin t
?
t
dt, J “

1
2

ż 8

0

cos t
?
t
dt.

先算第一个积分. 当 α ą 0 时, 可验证 fpt, uq “ e´αt sin t e´tu2
满足定理 16.2.4 的

条件. 于是利用等式
sin t
?
t

“
2

?
π

ż 8

0

sin t e´tu2
du,

可得
ż 8

0

sin t
?
t
e´αtdt “

2
?
π

ż 8

0

e´αt sin t dt
ż 8

0

e´tu2
du

“
2

?
π

ż 8

0

du

ż 8

0

e´pα`u2qt sin t dt

“
2

?
π

ż 8

0

du

1 ` pα ` u2q2
.
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因为积分
ż 8

0

sin t
?
t
e´αtdt,

ż 8

0

du

1 ` pα ` u2q2

关于 α 都在 r0,8q 中一致收敛, 故可令 α Ñ 0`, 得
ż 8

0

sin t
?
t
dt “

2
?
π

ż 8

0

du

1 ` u4
“

c

π

2
,

因此
ż 8

0

sinpx2qdx “
1
2

c

π

2
.

对于积分 J , 设 α ą 0, 同理有
ż 8

0

cos t
?
t
e´αtdt “

2
?
π

ż 8

0

e´αt cos t dt
ż 8

0

e´tu2
du

“
2

?
π

ż 8

0

du

ż 8

0

e´pα`u2qt cos t dt

“
2

?
π

ż 8

0

α ` u2

1 ` pα` u2q2
du.

令 α Ñ 0` 得
ż 8

0

cos t
?
t
dt “

2
?
π

ż 8

0

u2

1 ` u4
du “

c

π

2
,

因此
ż 8

0

cospx2qdx “
1
2

c

π

2
.

对于非负连续函数, 下面的结果较为有用.

引理 16.2.5. 设 fpx, yq 为 px, yq P ra,8q ˆ rc, ds 中的非负连续函数, 如果积

分

Ipyq “

ż 8

a

fpx, yqdx

关于 y P rc, ds 连续, 则 Ipyq 关于 y P rc, ds 一致收敛.

证明. 当 n ą a 时, 记

Inpyq “

ż n

a

fpx, yqdx, y P rc, ds.

由引理 16.1.1 可知 Inpyq 关于 y 连续. 由题设可知 tInpyqu 关于 n 单调递增地趋

于 Ipyq. 根据 Dini 定理, 函数列 tInpyqu 一致收敛于 Ipyq. 因此, 任给 ε ą 0, 存在

N ą a, 当 n ě N 时

0 ď Ipyq ´ Inpyq “

ż 8

n

fpx, yqdx ď ε,

由此易见 Ipyq 关于 y P rc, ds 一致收敛. �
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定理 16.2.6 (积分性质之三). 设 fpx, yq 为 px, yq P ra,8q ˆ rc,8q 中的非负连

续函数, 如果

piq 函数

ϕpyq “

ż 8

a

fpx, yqdx, ψpxq “

ż 8

c

fpx, yqdy

分别在 y P pc,8q 和 x P pa,8q 中连续;

piiq 积分
ż 8

c

ϕpyqdy,

ż 8

a

ψpxqdx

有一个收敛. 则另一个也收敛, 且二者相等, 即
ż 8

a

dx

ż 8

c

fpx, yqdy “

ż 8

c

dy

ż 8

a

fpx, yqdx.

证明. 由条件 piq和前一引理可知积分 ϕpyq和 ψpxq分别在闭区间中一致收敛.

再由定理 16.2.4 即得欲证结论. �

例 16.2.7. 计算积分 I “

ż 8

0

e´x2
dx.

解. 令 x “ ut pu ą 0q, 得

I “ u

ż 8

0

e´u2t2dt,

上式两端同时乘以 e´u2
, 再对 u 积分得

I2 “

ż 8

0

Je´u2
du “

ż 8

0

e´u2
u du

ż 8

0

e´u2t2dt.

交换积分次序, 得

I2 “

ż 8

0

dt

ż 8

0

e´p1`t2qu2
u du “

1
2

ż 8

0

dt

1 ` t2
“
π

4
,

因此 I “
?
π{2. �

例 16.2.8. 计算积分

Ipαq “

ż 8

0

e´x2
cos 2αxdx.

解. 将 α 视为参数, 因为 fpx, αq “ e´x2
cos 2αx 关于 x, α 连续可微, 且

|fαpx, αq| “ |e´x2
2x sin 2αx| ď 2xe´x2

,

根据 Weierstrass 判别法知积分
ż 8

0

fαpx, αq dx 关于 α 一致收敛. 显然, Ipαq 关于

α 也一致收敛. 由定理 16.2.3 得

I 1pαq “

ż 8

0

´e´x2
2x sin 2αxdx,
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对上式右端使用分部积分可得

I 1pαq “ ´2αIpαq,

解得

Ipαq “ Ce´α2
,

因为 Ip0q “
?
π{2, 故有 Ipαq “

1
2

?
πe´α2

. �
习题 16.2

1. 给出含参变量的广义积分的 Abel 判别法的详细证明.

2. 如果广义积分
ż 8

a

fpxqdx 收敛, gpx, yq 关于 x 单调, 且关于 y P rc, ds 一致有

界, 则积分
ż 8

a

fpxqgpx, yqdx

关于 y P rc, ds 一致收敛.

3. 研究下列积分的一致收敛性:

p1q

ż 8

0

cosxy
1 ` x2

dx, y P p´8,8q;

p2q

ż 8

0

cosxy
?
x
dx, y P p0,8q;

p3q

ż 8

0

α sinαx
xpα ` xq

dx, α P p0,8q;

p4q

ż 8

0

sinαx
α2 ` x2

dx, α P p0,8q;

4. 研究含参变量的积分

Ipαq “

ż π
2

0

lnpα2 ´ sin2 ϕqdϕ

关于 α P r1,8q 的一致收敛性.

5. 从已知积分 (a ą 0)
ż 8

0

e´ax2
dx “

1
2

c

π

a
,

ż 8

0

dx

a` x2
“

1
2
π

?
a
,

ż 1

0

xa´1dx “
1
a
,

通过对参数求导计算下列积分:

p1q

ż 8

0

e´ax2
x2ndx, p2q

ż 8

0

dx

pa` x2qn`1
, p3q

ż 1

0

xa´1 lnn xdx.

6. 计算下列积分 (a, b ą 0):

p1q

ż 8

0

xe´ax2
sin bx dx, p2q

ż 8

0

e´ax ´ e´bx

x
dx, p3q

ż 8

0

pe´ax ´ e´bxq2

x2
dx.
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7. 计算下列积分 (a, b ą 0):

p1q

ż 8

0

e´ax ´ e´bx

x
sinmxdx, p2q

ż 8

0

lnpa2 ` x2q

b2 ` x2
dx, p3q

ż 8

0

e´ay2´by´2
dy.

8. 利用等式
ż 8

0

e´tpα2`x2qdt “ pα2 ` x2q´1 计算 Laplace 积分:

I “

ż 8

0

cosβx
α2 ` x2

dx, J “

ż 8

0

x sinβx
α2 ` x2

dx.

9. 计算下列积分 (a, b ą 0):

p1q

ż 8

0

e´ax2
´ e´bx2

x2
dx, p2q

ż 8

´8

sinpx2q cos 2axdx.

§16.3 特殊函数

本节考虑互相之间有密切联系的两个含参变量积分, 它们的定义为

Bpp, qq “

ż 1

0

xp´1p1 ´ xqq´1dx pp, q ą 0q, Γpsq “

ż 8

0

xs´1e´xdx ps ą 0q. (16.3)

函数 Bpp, qq 称为 Beta 函数, Γpsq 称为 Gamma 函数, 统称 Euler 积分.

§16.3.1 Beta 函数的基本性质

Bpp, qq 的定义中, 0 和 1 是可能的瑕点, 易见, 当 p ą 0, q ą 0 时积分收敛, 因

此 Bpp, qq 的定义是确切的. 进一步有

p1q (连续性) 当 δ, η ą 0, p ě δ, q ě η 时,

0 ď xp´1p1 ´ xqq´1 ď xδ´1p1 ´ xqη´1,

上式最右边的函数积分收敛, 因此 Bpp, qq 关于 pp, qq P rδ,8q ˆ rη,8q 一致收

敛, 这说明 Bpp, qq 在其定义域内连续. 同理, 可以说明 Bpp, qq 在定义域内无

限次可微.

p2q (对称性) 作变量替换 x “ 1 ´ t, 容易看到

Bpp, qq “ Bpq, pq, @ p ą 0, q ą 0.


