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前言 i

前言

数学分析的核心内容是微积分。微积分的发展大体上经过了三个阶段。牛顿

（Newton）和莱布尼兹（Leibniz）在继承公元 15–16 世纪以来许多杰出数学家的成

果的基础上，将微积分发展成了一门独立的学问，微积分被用来解决天文、力学、

工程等方面的大量实际问题。19 世纪初，由于科学技术进步的推动，为微积分建

立牢固基础的要求十分迫切。经过近二百年的努力，到 19 世纪五六十年代，柯西

（Cauchy）,黎曼（Riemann）和魏尔斯特拉斯（Weierstrass）等建立了严格的极限理

论，并用极限的语言严格地证明了微积分的所有定义和定理，为微积分的普及创立

了更加有利的条件。到 20 世纪初，格拉斯曼（Grassmann），庞加莱（Poincaré）和

嘉当（Cartan）等人又发展了外微分形式的语言，并利用外微分形式的语言把微分

和积分这一对矛盾统一在斯托克斯（Stokes）积分公式中，这就使得牛顿和莱布尼

兹的微积分基本公式达到了一个统一的新高度，以后的发展就属于近代数学的范

畴了。

本书在内容的编排上试图展现微积分发展各阶段的重要成果，并适当地采用

现代数学的思想方法和观点处理经典的分析问题。下面对本书主要内容作一简要

介绍。由于数学分析是非常成熟的一门基础课程，我们只着重于介绍和传统教材有

较大差别的地方。

在第一章中我们介绍了集合与映射的一些基本概念。这一章虽然是复习性质

的，但我们还是引入了确界和可数这两个重要概念。我们把确界原理作为一元分析

的基础，在第二章关于数列极限的论述中这一点显得特别突出。实数的构造以及实

数系的基本性质对于一元分析来说是非常重要的，但为了减轻负担，我们将实数构

造的理论放在第一章附录中了。

第三章研究连续函数。和传统教材不同的是，我们在这里就已经介绍了连续函

数的积分了。这样，在第四章中，我们就很快得到了微积分的基本定理 —Newton-

Leibniz 公式，从而不定积分的内容就显得较为自然。微分中值定理和 Taylor 展开

是一元微分学发展的一个高峰，我们在第五章中介绍这部分内容。

第六章和第七章是一元函数积分的内容。Riemann 积分是一元分析的一个难

点。由于前面已经有连续函数的积分，Riemann积分的理解难度有所降低。为了透

彻地理解 Riemann 积分，我们还引入了零测集的概念，利用它刻画了可积函数。

第八、九和第十章是关于无穷级数理论的，这是分析学的经典内容。其中，关

于数项级数，我们突出了 Kummer 判别法的作用，由此简化了众多收敛发散判别

法的叙述。我们在这几章的最后一节中讨论了一些进一步的内容，如级数用于近似

计算，Euler-Maclaurin公式以及 Stirling公式的渐近展开，Fourier级数的平均收敛

和一致收敛性，以及对于等分布问题和等周问题的应用等。对于 Fourier 级数中重
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要的 Parseval 等式，我们所用的证明方法和传统的教材也有所不同。

第十一章是承前继后的一章。我们将实数的基本性质提炼出来，引入了内积空

间和度量空间的概念，并通过完备性，紧致性和连通性等刻画了连续映射的基本性

质。与度量空间有关的内容十分丰富，我们在这里只挑选了最必需的若干概念和定

理，一方面将一元分析中所获得的概念做了一些提升，另一方面为多元分析准备扎

实的基础。当然，在课时有限的情况下也可将所有的论述局限于欧氏空间。

第十二章是多元函数的微分学。这一章对于线性代数的要求较高，读者应当具

备线性映射、线性变换的基础知识。究其原因，是因为微分学的基本手法无非是作

线性化，线性代数的语言很自然地要用上。比如，在这一章里，无论是拟微分中值

定理，还是逆映射定理，隐映射定理，甚至是 Lagrange乘数法，它们的严格表述和

证明都是用线性代数的语言完成的，其中 Jacobian 矩阵起了突出的作用。

第十三章是多元函数的 Riemann 积分。和一元函数一样，我们也是用零测集

刻画可积函数乃至可求面积（体积）集的。除了强调计算以外，我们还给出了多重

积分变量代换公式的完整证明，这个证明通常是被省略的。我们的证明和其它一些

教材上的也不相同。

第十四章是曲线曲面上的积分。我们实际上统一处理了欧氏空间中正则子流

形上的积分。关于 Green公式、Gauss公式和 Stokes公式，我们没有采用分割积分

区域为较简单区域的传统办法，而宁愿使用区域变换的观点讨论问题。这一章的附

录中介绍了重要的 Riemann-Stieltjes 积分，它们是在考虑可求长曲线时自然出现

的。作为应用，通过考虑 Riemann-Stieltjes 积分我们还得到了 Riemann 积分的中

值公式，分部积分公式和变量替换公式的最一般情形。

第十五章部分地反映了微积分发展的第三阶段的成果，我们引入了微分形式，

外微分运算，并给出了整体曲面的定义，讨论了曲面的定向，最后统一了 Green公

式，Gauss 公式和曲面上的 Stokes 公式。

第十六章讨论含参变量的积分。其中，关于 Gamma 函数的 Stirling 公式的证

明，我们提供了两个办法，它们和传统教材上的处理方法也不太一样。最后，我们

还讨论了 Fourier变换的乘积公式，反演公式和 Plancherel公式，并讨论了 Fourier

分析的几个重要应用。

本书作为讲义的形式曾在南京大学数学系多次试用，在试用过程中，程健、胡

泽春、尤建功和张高飞等诸位老师都贡献了宝贵的意见和建议；扬州大学徐海峰博

士也仔细校订了本书前五章初稿，作者在此一并致谢。

总体而言，本书的基本内容仍然属于经典的微积分范畴。在取材方面我们着重

理论和应用，在定理的证明方面我们着重自然和简洁。限于作者的水平，如有处理

得不恰当的地方还请专家予以批评指正。
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第一章 集合与映射

本章主要是复习一下若干基本概念, 它们在中学课程中已经或多或少出现过.

两个重要的新概念, 即确界和可数集也在这里引入. 同时, 我们再介绍一些在后面

章节中要反复用到的术语.

§1.1 集合及其基本运算

数学是人类在生产实践中逐渐总结提炼出来的一门学问,它是研究数量关系和

空间形式的一门科学.集合是数学家对于各种客观事务进行抽象化以后所形成的一

个本原概念, 本原的意思是我们无法用更基本的概念来给集合下一个定义. 我们可

以这样来描述集合: 集合是具有某种特定性质的对象汇集而成的一个整体, 这些对

象称为该集合的元素, 有时元素也称为集合中的点. 通常用小写字母表示集合中的

元素, 用大写字母表示集合. 因此, 如果 A 是一个集合, 我们就用 x P A 来表示 x

是 A 的某个元素, 念作 “x 属于 A”.

例 1.1.1. 整数的全体是一个集合, 通常记为 Z, 它可以表示为

Z “ t0, ´1, 1, ´2, 2, ¨ ¨ ¨ , ´n, n, ¨ ¨ ¨ u.

如同这个例子一样, 集合可以通过列举其所有元素来表示, 我们也可以这样表

示集合: 设 A 是由具有某种性质 P 的对象汇集而成, 则记

A “ tx |x 具有性质 P u.

生活当中有许多集合的例子. 例如班上男生的全体是一个集合, 女生全体也是

一个集合.有一个特殊的集合,它不含任何元素,我们称为空集,通常用 H表示. 例

如, 班上年龄不小于 20 岁的所有同学构成一个集合, 如果同学们的年龄都小于 20

岁, 那这就是一个空集.

设 A, B 均为集合.如果 A中的元素也都是 B 中的元素,则称 A为 B 的子集,

记为 A Ă B. 子集 A 有可能和 B 相同, 如果不相同, 即 B 中存在某元素 x, 但 x

不在 A 中 (记为 x R A), 则称 A 为 B 的真子集, 记为 A Ĺ B.

非负整数的全体常记为 Z`, 正整数的全体常记为 N, 它们都是 Z 的子集.

例 1.1.2. 设 A 为集合. 显然, 空集 H 和 A 本身都是 A 的子集. 如果 A 是

B 的子集, B 也是 A 的子集, 则 A “ B.

我们现在对于集合的元素, 集合以及子集之间的关系作一些说明. 首先要区分

集合和它的元素. 例如, 我们举了 “男生的全体” 这个集合作为例子, 不过, 在日常

1



2 第一章 集合与映射

语言中,我们通常将这个集合简称为 “男生”. 我们说某某是男生指的就是某某属于

“男生”这个集合.在中国古代曾有所谓 “白马非马”的悖论,用集合的观点来看,之

所以会出现这个悖论是因为人们未能厘清集合和它的元素之间的关系的缘故 (“马”

指的是所有的马组成的集合, 而某匹白马是这个集合中的元素). 其次, 满足特定条

件的一些子集仍然能构成新的集合, 这就出现了所谓集合的集合的概念.

例 1.1.3. 设 A 为集合, A 的所有子集也构成了一个集合, 记为 2A:

2A “ tB |B Ă Au.

不难证明, 如果 A 有 n 个元素, 则 2A 有 2n 个元素. 即 A 一共有 2n 个子集.

在上例中, 一个集合的所有子集构成了一个新的集合. 那么下面的问题看来是

自然的: “所有” 的集合放在一起是否也构成了一个集合? 如果说这是一个集合, 比

如记为 X, 则由于 X 本身也是一个集合, 按定义应该有 X P X, 即 X 是它自己

的一个元素. 这一现象在集合的范畴内无法解释, 我们在本课程中也不需要讨论它

(在范畴论中, 集合的集合是一个所谓的类).

A B

图 1.1 集合的运算

下面我们讨论集合之间的基本运算.设 A, B

为集合, 由 A 中所有元素和 B 中所有元素所组

成的集合称为 A 和 B 的并集, 记为 AYB, 即

AYB “ tx |x P A 或 x P Bu.

由 A 和 B 中公共元素组成的集合称为 A 和 B

的交集, 记为 AXB, 即

AXB “ tx P A 且 x P Bu.

例 1.1.4. 当 A “ t1, 2, 3u, B “ t4, 5, 6u 时,

AYB “ t1, 2, 3, 4, 5, 6u, AXB “ H;

当 A “ t1, 2, 3u, B “ t3, 4, 5u 时,

AYB “ t1, 2, 3, 4, 5u, AXB “ t3u.

集合之间的并和交运算具有下面的性质,这些性质的证明是直接的,我们省略.

命题 1.1.1. 设 A, B, C 为集合, 则

p1q p交换律q AYB “ B YA, AXB “ B XA;

p2q p结合律q AY pB Y Cq “ pAYBq Y C, AX pB X Cq “ pAXBq X C;

p3q p分配律q AXpBYCq “ pAXBqYpAXCq, AYpBXCq “ pAYBqXpAYCq.
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设集合 A 是集合 X 的子集, 由 X 中不属于 A 的所有元素组成的集合称为 A

在 X 中的补集或余集, 记为 Ac, 即

Ac “ tx P X |x R Au.

例 1.1.5. 设 X “ Z, A “ t´1,´2, ¨ ¨ ¨ u, 则

Ac “ t0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u,

即 A 的余集就是非负整数集 Z`.

设 A, B 均为 X 的子集,由属于 A但不属于 B 的所有元素组成的集合称为 A

与 B 的差集, 记为 A´B 或 AzB. 因此, A 的补集也可写为 Ac “ X ´A.

命题 1.1.2. 设 A, B 为 X 的子集, 则

p1q pAcqc “ A, Ac YA “ X, Ac XA “ H;

p2q A´B “ AXBc, pA´Bq Y pB ´Aq “ AYB ´AXB;

p3q pDe Morgan 公式q pAYBqc “ Ac XBc, pAXBqc “ Ac YBc.

证明. 这些性质可以根据定义直接得到,我们以 De Morgan公式的第一部分为

例. 设 x P pA Y Bqc, 则 x R A Y B, 因此 x R A, x R B. 即 x P Ac, x P Bc, 从而

x P Ac XBc. 这说明 pAYBqc Ă Ac XBc. 反之, 设 x P Ac XBc, 则 x P Ac, x P Bc,

即 x R A, x R B, 因此 x R A Y B, x P pA Y Bqc. 这说明 Ac X Bc Ă pA Y Bqc. 将两

个包含关系结合起来就得到了等式 pAYBqc “ Ac XBc. De Morgan 公式的第二部

分可类似证明, 也可对第一个公式两边取补得到. �
如果集合 A 只有有限个元素, 则称 A 是有限集. 有限集之外的集合称为无限

集. 如果无限集 A 中的元素可以按一定规律排成一列, 即

A “ tx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn, ¨ ¨ ¨ u,

则称 A 是可数集或可列集. 如果 A 是有限集或可数集, 则称 A 为至多可数集; 至

多可数集之外的集合称为不可数集.

例 1.1.6. 正整数集 N, 非负整数集 Z` 均为可数集; 可数集的子集均为至多

可数集;

例 1.1.7. 整数集 Z 为可数集; 无限集必有一个可数子集.

证明. 整数集 Z 可以排成下面的一列:

Z : 0, ´1, 1,´2, 2, ¨ ¨ ¨ , ´n, n, ¨ ¨ ¨
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因此 Z 为可数集. 假设 X 是一个无限集, 特别地 X 非空. 取 a1 P X, 由于 X 是无

限集, 故 X ´ ta1u 仍是非空集, 再取 a2 P X ´ ta1u. 同理, X ´ ta1, a2u 是非空集,

取 a3 P X´ ta1, a2u. 如此继续下去,我们可以取到一列互不相同的元素 an pn ě 1q,

它们组成的子集 A 是 X 的可数子集. �

例 1.1.8. p˚q 设 n ą 1 为正整数, 如果 n 除了 1 和自身外无其它因子, 则称

n 为素数. 素数的全体是可数集.

证明. (反证法) 假设只有有限个素数, 记为

p1 “ 2, p2, p3, ¨ ¨ ¨ , pk.

考虑正整数 n “ 1 ` p1p2 ¨ ¨ ¨ pk. 因为 n ą pi p1 ď i ď kq, 故 n 不是素数. 因此其因

子分解中必含有某个素因子 pi, 即 pi 整除 n. 根据 n 的定义, 这是不可能的. �
最后, 我们介绍乘积集合的概念. 设 A, B 为集合. 我们考虑有序对 px, yq, 其

中 x 是 A 中任意一个元素, y 是 B 中任意一个元素. 所有的这些有序对组成了一

个集合, 称为 A 和 B 的乘积, 记为 AˆB, 即

AˆB “ tpx, yq |x P A, y P Bu.

我们约定当 A 或 B 为空集时, AˆB 也是空集.

例 1.1.9. 设 A “ t1, 2, 3u, B “ t4, 5u, 则

AˆB “ tp1, 4q, p1, 5q, p2, 4q, p2, 5q, p3, 4q, p3, 5qu,

AˆB 中共有 6 个元素. 一般地, 容易证明, 如果 A, B 中分别有 m, n 个元素, 则

AˆB 中有 mn 个元素.

命题 1.1.3. 设 A, B 为可数集, 则 AˆB 也是可数集.

证明. 因为 A, B 均为可数集, 故可分别表示为

A “ ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , ai, ¨ ¨ ¨ u, B “ tb1, b2, ¨ ¨ ¨ , bj , ¨ ¨ ¨ u.

于是 AˆB 可表示为

AˆB “ tpai, bjq | i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u.

我们可以按照 “字典法则” 将 AˆB 中的元素排成一列:

AˆB : pa1, b1q, pa1, b2q, pa2, b1q, pa1, b3q, pa2, b2q, pa3, b1q, ¨ ¨ ¨

所谓 “字典法则” 就是当 i ` j ă k ` l 或 i ` j “ k ` l 但 i ă k 时, 要求 pai, bjq 排

在 pak, blq 前面. 按照可数集的定义, AˆB 是可数集. �
习题 1.1



§1.2 数的集合 5

1. 设 X 为非空有限集, a P X. 将 X 的子集分为含有 a和不含 a两类,说明这两

类子集的个数相同 (提示: 从含有 a的子集中去掉 a以后正好就是那些不含 a

的子集).

2. 利用上一题和归纳法证明, 由 n 个元素组成的集合正好有 2n 个不同的子集.

3. 证明下列等式:

p1q pAcqc “ A, Ac YA “ X, Ac XA “ H;

p2q A´B “ AXBc, pA´Bq Y pB ´Aq “ AYB ´AXB.

4. 判断下列命题是否成立, 成立的话给出证明, 不成立的话给出反例:

p1q 若 AXB “ AX C, 则 B “ C;

p2q 若 AYB “ AY C, 则 B “ C;

p3q A´ pB ´ Cq “ pA´Bq Y C.

5. 证明, 可数集的子集要么是有限集, 要么是可数集.

6. 证明, 如果 A, B 均为可数集, 则 AYB 也是可数集.

7. 证明, 如果 A, B 分别有 m, n 个元素, 则 AˆB 有 mn 个元素.

8. 设 A 为非空有限集, B 为可数集, 则 AˆB 也是可数集.

§1.2 数的集合

一般来说, 数学所研究的对象都在某个集合之中. 本课程所要用到的集合主

要是所谓的数集. 我们在前节已经提过正整数集和整数集. 正整数也称为自然数,

它们是人们用来表示对所考虑对象的个数的一种抽象符号, 这些符号当然也可以

不用 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ 表示. 重要的是知道一定的运算规则, 按照这些规则可以从已知的

一些自然数得到新的自然数. 这些规则包括: a ` b “ b ` a, ab “ ba (交换律);

a` pb` cq “ pa` bq ` c, apbcq “ pabqc (结合律); apb` cq “ ab` ac (分配律); 如果

a` c “ b` c, 则 a “ b (相消律) 等等.

从正整数到整数是人类对数的认识的一个跨越. 只有在整数集中减法才是完

全定义好的. 类似地,当我们引进分数以后,整数集就扩大为有理数集,从而除法也

可以定义好.

有理数可以写成
p

q
的形式, 其中 p, q 均为整数, q ‰ 0. 这种表示不是惟一的,

因此我们通常还要求 p, q 无大于 1的公共因子,且 q ą 0. 有理数的全体用 Q表示.
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有理数也可以用直线上的点表示. 在直线 L 上任意选定一点, 我们把它当作

0, 或称原点. 再在 L 上另取一点作为 1. 我们规定从 0 到 1 的方向为正向, 这时 L

称为有向直线. 在作图时一般将正向朝右画, 即 1 在 0 的右边.

0 1 L

图 1.2 实数轴

从原点 0 到 1 的直线距离称为单位长度. 利用直尺和圆规, 我们可以将单位长度任

意等分, 由此可以进一步将有理数全部实现为 L 上的点. 其中, 在原点右边的点表

示正有理数, 在原点左边的点表示负有理数. 如果点 P 表示有理数 x, 则从 P 到 0

的距离称为 x 的绝对值, 用 |x| 表示, 即

|x| “

$

&

%

x, x 为正有理数或 0,

´x, x 为负有理数.

有了方向就可以比大小. 有理数 x ă y 意味着在 L 上 y 位于 x 的右边. 介于 x 和

y 之间的点组成的集合称为一个区间. 有理数具有一个重要的性质: 在 L上有理点

是稠密的, 即 L 上任意一点 P 总可以用有理点去任意逼近. 事实上, 任意取一个很

大的正整数 q, 我们把 L 分为一系列长度为
1
q
的区间, 点 P 必位于这样一个区间

之内, 即 P 一定介于两个有理点
p

q
和

p` 1
q
之间. 这就说明 P 和有理点

p

q
之间

的距离不超过
1
q
, 而只要 q 很大, 这个距离就可以很小.

虽然有理点在 L上具有稠密性, 不过 L上点并不都能用有理数表示. 例如,考

虑单位长度的正方形,其对角线长的长度记为 l, l 通常表示为
?

2,这不是一个有理

数: 如果 l “
p

q
为有理数, 其中 p, q 是无公共因子的正整数, 则由勾股定理有

12 ` 12 “ l2 “
p2

q2
, 或 p2 “ 2q2,

这表明 p “ 2k 为偶数, 代入上面的等式得

2k2 “ q2,

因此 q 也是偶数, p, q 就有 2这个公共因子, 这和我们的假设相矛盾. 更一般地, 有

命题 1.2.1. p˚q 设 n 为正整数, 如果 n 不是完全平方数, 则
?
n 不是有理数.

证明. (反证法)因为 n不是完全平方数,因此它介于两个相邻的完全平方数之

间, 比如说 k2 ă n ă pk ` 1q2. 此时
?
n “ k `

p
q , 其中 k, p, q 为正整数, p{q 是

?
n

的小数部分, 0 ă p{q ă 1. 上式两边平方以后得

n “ k2 ` 2k
p

q
`
p2

q2
,
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整理后得

p2 “ qpnq ´ k2q ´ 2kpq “ ql, l “ nq ´ k2 ´ 2kp.

这说明 l 也是正整数, 且

p

q
“
l

p
,

?
n “ k `

p

q
“ k `

l

p
.

从 p{q 得到 l{p 的过程可以重复下去, 且每次分母都变成了更小的正整数. 但这就

得出了矛盾, 因为比 q 小的正整数只有有限个 (只有 q ´ 1 个). �
我们把象 l “

?
2 这样不能用有理点表示的数称为无理数. 无理数的另一自然

的例子是圆周率 π, 几何上看圆周率就是圆周的周长和其直径之比. π 的无理性的

证明就没那么初等了 (见本书第七章).

有理数和无理数统称实数. 实数的理论直到 19世纪才被严格建立起来,主要的

贡献者是 Dedekind 等. Dedekind 使用了现在被称为 Dedekind 分割的一种方法从

有理数出发构造实数系, 并且构造出来的数系是完备的, 它们仍然满足有理数的运

算法则,直线 L上的点和实数系之间有着一一对应.我们不打算在此讲述 Dedekind

的构造 (见本章附录). 除了 Dedekind 分割理论以外, Cantor 的实数模型也值得一

提.这也就是大家所熟悉的实数的小数表示理论,在这种理论中,有限小数或无限循

环小数表示有理数,而无限不循环小数表示无理数. 我们也不去探讨严格的 Cantor

理论, 不过, 第二章第一节和第八章第二节中关于无限小数的例子可供读者参考.

实数的全体组成的集合用 R 表示. 设 a ă b 为实数, 记

ra, bs “ tx P R | a ď x ď bu,

称为以 a, b 为端点的闭区间; 记

pa, bq “ tx P R | a ă x ă bu,

称为以 a, b 为端点的开区间; 可以类似地定义 ra, bq, pa, bs (半开半闭区间), 和无限

区间

ra,`8q “ tx P R |x ě au, pa,`8q “ tx P R |x ą au,

以及

p´8, bs “ tx P R |x ď bu, p´8, bq “ tx P R |x ă bu,

等等, 统称为区间. R 自身也常写为区间 p´8,8q. 区间可以这样刻画: I 为区间当

且仅当任取 a ă b P I, 必有 ra, bs Ă I. 一般用 |I| 表示区间 I 的长度.

设 A 为 R 的子集 (称为数集). 如果存在 M P A, 使得对任意的 x P A, 均有

x ď M ,则称 M 为 A的最大数,记为 M “ max A; 如果存在 m P A,使得对任意的
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x P A, 均有 x ě m, 则称 m 为 A 的最小数, 记为 m “ min A. 当 A 为非空有限数

集时, A 的最大数和最小数都存在且分别为 A 的有限个元素中的最大者和最小者.

如果 A 为无限集, 则其最大数或最小数可能不存在, 如 A “ p0, 1q 就是这样的

例子. 为此我们引入极为重要新概念: 上确界和下确界, 他们将分别代替最大数和

最小数的概念.

设 A 为一个非空数集. 如果存在 M P R, 使得对任意的 x P A, 均有 x ď M ,

则称 A 有上界, M 是 A 的一个上界; 如果存在 m P R, 使得对任意的 x P A, 均有

x ě m, 则称 A 有下界, m 是 A 的一个下界; 如果 A 既有上界又有下界, 则称为有

界集. 显然, A 是有界集当且仅当存在 M , 使得对任何 x P A, 均有 |x| ď M .

例 1.2.1. p´8, 0q有上界, 0为一个上界; p1,`8q有下界, 1为一个下界; p0, 1q

为有界集.

需要注意的是,有上 (下)界的数集,它的上 (下)界不是惟一的. 例如,如果 M

为 A 的上界, 则对任意 ε ą 0, M ` ε 均为 A 的上界. 不过, 我们有下面重要的结

果, 它是微积分极限理论的基石.

定理 1.2.2 (确界原理). 如果非空数集 A 有上界, 则它有一个最小上界, 称为

A 的上确界, 记为 sup A; 如果 A 有下界, 则它有一个最大下界, 称为 A 的下确界,

记为 inf A.

例 1.2.2. 求集合 A “ p0, 1q 的上确界和下确界.

解. 显然, 0 是 A 的一个下界. 设 a ą 0, 因为 a
a`1 P p0, 1q, 且 a

a`1 ă a, 所以 a

不是 A 的下界. 这说明 0 是 A 的最大下界, 即 A 的下确界是 0. 同理, 可以说明 1

是 A 的上确界. �
确界原理是实数系的基本性质, 我们在此只承认它 (参见本章最后一节), 在下

一章最后一节我们会证明确界原理和另外几条实数基本定理的等价性. 下面讨论

一下上确界和下确界的简单性质.

我们约定, 如果数集 A 没有上界, 则记 sup A “ `8; 如果 A 没有下界, 则记

inf A “ ´8. 显然, 如果 A有最大数, 则最大数就是它的上确界; 如果 A有最小数,

则最小数就是它的下确界. 按照定义, 我们还有:

p1q设 A有上确界M ,则对任意的 x P A,均有 x ď M ;任给正数 ε,由于M ´ε

不是 A 的上界, 因此存在 x1 P A, 使得 x1 ą M ´ ε.

p2q 设 A 有下确界 m, 则对任意的 x P A, 均有 x ě m; 任给正数 ε, 由于 m` ε

不是 A 的下界, 因此存在 x1 P A, 使得 x1 ă m` ε.

p3q设 A有上确界,则 ´A “ t´x |x P Au有下确界,且 inf p´Aq “ ´ sup A; 设

A 有下确界, 则 ´A “ t´x |x P Au 有上确界, 且 sup p´Aq “ ´ inf A.
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对于有界数集, 我们还有

命题 1.2.3. 设 A, B 为非空有界数集, 则

infpA`Bq “ inf A` inf B; suppA`Bq “ sup A` sup B.

其中 A`B “ tx` y |x P A, y P Bu.

证明. 以上确界为例. 任取 x P A, y P B, 则 x ď sup A, y ď sup B, 于是

x` y ď sup A` sup B.

因此 sup A` sup B 是数集 A`B 的一个上界. 另一方面, 任给 ε ą 0, 存在 x1 P A,

y1 P B, 使得

x1 ą sup A´ ε, y1 ą sup B ´ ε,

即

x1 ` y1 ą sup A` sup B ´ 2ε.

设 M 是 A`B 的一个上界, 则 M ě x1 ` y1, 上式表明

M ą sup A` sup B ´ 2ε. (1.1)

根据 ε 的任意性即知 M ě sup A` sup B, 因此 sup A` sup B 是 A`B 的最小上

界. �
注. 上面最后一句话的严格证明是这样的: 如果 M ă sup A` sup B, 则取

ε “
1
2

psup A` sup B ´Mq ą 0

导入不等式 (1.1) 就得到了矛盾.

我们知道, 如果 A, B 是有限数集, 且 A Ă B, 则 min A ě min B, max A ď

max B. 这个结果也可以推广到上确界和下确界.

命题 1.2.4. 设 A Ă B, 则当 B 有下界时 inf A ě inf B; 当 B 有上界时

sup A ď sup B.

证明. 以上确界为例. 任取 x P A, 则 x P B, 于是 x ď sup B. 这说明 sup B 也

是 A 的一个上界, 因而 A 有上确界, 且 sup A ď sup B. �
最后, 我们提一下本书中常用的初等等式和不等式. 下面的 Newton 二项式展

开在下文中常常用到 (n 为正整数):

pa` bqn “

n
ÿ

k“0

Ck
na

kbn´k, @ a, b P R.
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常用不等式中, 一个是三角不等式, 即

|a` b| ď |a| ` |b|, @ a, b P R, 或 |x´ y| ď |x´ z| ` |z ´ y|, @ x, y, z P R.

另一个是 Cauchy 不等式, 即

ab ď
a2 ` b2

2
, @ a, b P R, 或 ab ď

`a` b

2
˘2
, @ a, b P R.

习题 1.2

1. 证明
?

2 `
?

3 是无理数; 更一般地, 对任意正整数 n, 证明
?
n `

?
n` 1 都是

无理数. (提示: 有理数的平方还是有理数.)

2. 对任意正整数 n, 证明
?
n` 1 `

?
n´ 1 都是无理数.

3. 说明任意两个不同的有理点之间一定存在其它的有理点, 并由此说明 r0, 1s 内

的有理数不能按从小到大的顺序排成一列. (提示: 考虑两个有理数的平均.)

4. 证明,如果一个数集存在最大数,则最大数是惟一的;最小数也一样. 这些结论

对确界成立吗?

5. 求下列数集的上确界和下确界:

p1q
␣ 1
n

ˇ

ˇn P N
(

; p2q tx P R |x2 ´ 3x` 1 ă 0u.

6. 设 a, b, c 为实数 (常数). 如果任给正数 ε P p0, 1q, 均成立

a` c ¨ ε ď b,

证明 a ď b.

7. 设 A 有上确界, 则 ´A “ t´x |x P Au 有下确界, 且 inf p´Aq “ ´ sup A; 设 A

有下确界, 则 ´A “ t´x |x P Au 有上确界, 且 sup p´Aq “ ´ inf A.

8. 设 A 为有界非空数集, x P R, 则

infpx`Aq “ x` inf A, suppx`Aq “ x` sup A.

9. 设 A, B 为非空有界数集, 则

infpA`Bq ď inf A` sup B ď suppA`Bq.

10. 设 a, b, c, d 为正实数, 如果
a

b
ă
c

d
, 则

a

b
ă
a` c

b` d
ă
c

d
.
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11. 设 x P ra, bs, y P rc, ds, 证明

|x´ y| ď
1
2
“

pb´ aq ` pd´ cq ` |c´ a| ` |d´ b|
‰

.

12. 设 a, b, c P R, 证明
ˇ

ˇ

a

a2 ` b2 ´
a

a2 ` c2
ˇ

ˇ ď |b´ c|,

并求等号成立的条件.

13. 设 a, b, c, d P R, 证明

pa2 ` b2qpc2 ` d2q “ pac` bdq2 ` pad´ bcq2,

你能推广到多个实数的一般情形吗 ?

§1.3 映射与函数

在前面两节我们介绍了集合和数的集合. 集合是人们对研究对象的一种抽象

化. 当我们研究不同性质的对象之间的关系时, 集合到集合之间的对应就必须加以

考虑.

定义 1.3.1 (映射). 设 X, Y 为集合. 如果对于每一个元素 x P X, 都有 Y 中

惟一元素 y 与之对应, 则称这种对应关系为从 X 到 Y 的一个映射, 记为

f : X Ñ Y, y “ fpxq,

或

f : X Ñ Y, x ÞÑ fpxq,

我们将 y “ fpxq 称为 x 在 f 下的象, 而将 x 称为 y 的一个原象或逆象. 集合 X

称为映射 f 的定义域, f 的象的全体组成的集合 fpXq 是 Y 的子集, 称为 f 的值

域, 即

fpXq “ tfpxq |x P Xu.

注. 映射有时也称为函数, 特别是当 Y Ă R 是数集时更是如此. 通常也把映

射写为 y “ fpxq 或 fpxq, 这时 x 也称为变量或自变量, y 也称为因变量. 如果

X,Y Ă R 均为数集, 映射 f : X Ñ Y 也称为一元函数或一元实值函数或一元实变

函数.

函数通常有三种基本的表示方法: 一是列表法,即将自变量 x和因变量 y 之间

的关系一一罗列出来; 二是图形法, 以一元函数为例, 函数 f 可以表示为平面上的

点集 tpx, fpxqqu; 三是解析法, 即用解析表达式来表示函数. 下面是几个例子, 其中

例一和例二是函数的分段表示.
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例 1.3.1. 特征函数 χA.

设 A 为集合 X 的子集, 定义函数 χA : X Ñ R 为

χApxq “

$

&

%

1, x P A,

0, x P X ´A.

这个函数称为 A 的特征函数. 容易看出, A ‰ B 当且仅当 χA ‰ χB .

例 1.3.2. 符号函数.

定义函数 sgn : R Ñ R 如下

sgnpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´1, x ă 0,

0, x “ 0,

1, x ą 0.

这个函数称为符号函数.

例 1.3.3. 设 a, b 为固定的实数 p 常数 q, 如下定义映射

f : R Ñ R, fpxq “ ax` b,

这是熟知的线性函数.

定义 1.3.2 (单射和满射). 设 f : X Ñ Y 为映射, 如果对任意 x1 ‰ x2 P X, 均

有 fpx1q ‰ fpx2q, 则称 f 为单射; 如果 fpXq “ Y , 即对任意 y P Y , 均存在 x P X,

使得 y “ fpxq, 则称 f 为满射.

注. 如果 f : X Ñ Y 既是单射, 又是满射, 则称 f 为一一映射或一一满射. 在

有的书上一一映射是指我们这儿的单射.

例 1.3.4. 在集合 Z` 和 N 之间建立一一映射.

解. 定义映射 f : Z` Ñ N 如下:

fpnq “ n` 1, @ n P Z`,

则易见 f 是一一映射. �
注. 一般地, 集合 X 可数当且仅当存在从 X 到 N 之间的一一映射. 这可以作

为可数集的正式定义.
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例 1.3.5. 设 a, b 为固定的实数 p 常数 q, 如下定义映射

f : R Ñ R, fpxq “ x2 ` ax` b,

因为

fpxq “ x2 ` ax` b “
`

x`
a

2
˘2

` b´
a2

4
ě b´

a2

4
, @ x P R,

故 f 不是满射. 不难看出 f 也不是单射.

例 1.3.6. p˚q 设 n 为正奇数, 如下定义映射

f : R Ñ R, fpxq “ xn,

则 f 是一一映射.

证明. 我们熟知当 x ă y 时 xn ă yn, 因此 f 是单射. 下面说明 f 为满射. 不

妨设 y0 ą 0, 我们要找到 x0 P R, 使得 y0 “ xn
0 . 考虑数集

A “ tr P R | rn ď y0u,

因为 0n “ 0 ă y0, 故 0 P A, 这说明 A不是空集. 另一方面, py0 ` 1qn ě y0 ` 1 ą y0,

因此 y0 ` 1 是 A 的上界. 由确界原理, A 有上确界, 记为 x0.

rx0

rn

y0

0
x

f(x) = xn

图 1.3 实数开 n 次方

按照确界的定义, 任给 ε ą 0, 存在 r1 P A, 使得

r1 ą x0 ´ ε,

这说明

px0 ´ εqn ă pr1qn ď y0.

根据二项式展开, 当 0 ă ε ă 1 时, 有

px0 ´ εqn “ xn
0 `

n´1
ÿ

k“0

Ck
npx0qkp´εqn´k

ě xn
0 ´ ε

n´1
ÿ

k“0

Ck
n|x0|k,

这说明, 对任意 0 ă ε ă 1, 有

xn
0 ´ ε

n´1
ÿ

k“0

Ck
n|x0|k ď px0 ´ εqn ă y0,

由 ε 的任意性得

xn
0 ď y0.
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如果 xn
0 ă y0, 则对充分小的 ε ą 0, 也有

px0 ` εqn ď xn
0 ` ε

n´1
ÿ

k“0

Ck
n|x0|k ă y0,

但这与 x0 是 A 的上确界相矛盾. 因此只能有 xn
0 “ y0. �

例 1.3.7. 设 n 是正整数, 则映射

f : r0,`8q Ñ r0,`8q, fpxq “ xn

为一一映射.

证明. 证明和上例完全类似, 留作习题. �

定义 1.3.3 (逆映射). 设 f : X Ñ Y 为一一映射, 因此对任意 y P Y , 存在惟

一的 x P X, 使得 y “ fpxq, 定义映射

f´1 : Y Ñ X, f´1pyq “ x,

称为 f 的逆映射.

注. 根据这个定义, 一一映射也称为可逆映射. 逆映射有时也称为反函数. 根

据上面的例子, 当 n 为正奇数时, fpxq “ xn 可逆, 其反函数记为 f´1pxq “ x
1
n ; 当

n 为一般正整数时, f´1pxq “ x
1
n 对 x ě 0 也有定义.

例 1.3.8. 正弦函数

f :
“

´
π

2
,
π

2
‰

Ñ r´1, 1s, fpxq “ sinx

是一一映射, 其反函数为 x “ arcsin y.

定义 1.3.4 (复合映射). 设 f : Y Ñ Z, g : X Ñ Y 均为映射, 我们定义映射

f ˝ g : X Ñ Z, f ˝ gpxq “ fpgpxqq, x P X,

称为 f 和 g 的复合映射.

X Y Z

g f

f ◦ g

图 1.4 复合映射
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注. 用复合映射的语言来描述, 则映射 f : X Ñ Y 可逆当且仅当存在映射

g : Y Ñ X, 使得 f ˝ g “ idY , g ˝ f “ idX , 其中

idX : X Ñ X, idXpxq “ x; idY : Y Ñ Y, idY pyq “ y

分别表示 X 到自身和 Y 到自身的恒同映射.

例 1.3.9. 当 n 为正整数时, 函数 hpxq “ x´n px ‰ 0q 可以看成是两个函数

fpxq “ xn 和 gpxq “
1
x

px ‰ 0q 的复合.

进一步, 对于有理数
p

q
(p, q 为无公共因子的整数, q 为正奇数), 我们定义

x
p
q “ pxpq

1
q px ą 0q, x

p
q “ p´1q

p
q p|x|pq

1
q px ă 0q,

其中, 当 p 为偶数时 p´1q
p
q “ 1, 当 p 为奇数时 p´1q

p
q “ ´1. 当 q 为偶数时, 上式

对 x ă 0 无定义.

映射的复合可以看成是从已知映射出发构造新映射的一种方法. 对于实函数

而言, 由于其值域是数集, 而实数有四则运算, 因此对函数也可以定义四则运算, 这

样就得到了构造函数的更多手段.

定义 1.3.5 (函数的四则运算). 设 f, g : X Ñ R 为函数.

p1q 如果 α, β 为实数, 函数

αf ` βg : X Ñ R, x ÞÑ αfpxq ` βgpxq

称为 f 和 g 的线性组合;

p2q 函数

fg : X Ñ R, x ÞÑ fpxqgpxq

称为 f 和 g 的乘积;

p3q 如果 gpxq ‰ 0, @ x P X, 则函数

f{g : X Ñ R, x ÞÑ fpxq{gpxq

称为 f 和 g 的商.

注. 如果两个函数的定义域不同, 则我们也可以在它们的公共定义域上定义四

则运算.

定义 1.3.6 (初等函数). 下列五类函数称为基本初等函数:

p1q 常值函数 fpxq “ C 和幂函数 fpxq “ xα pα P Rq;

p2q 指数函数 fpxq “ ax pa ą 0, a ‰ 1q;
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p3q 对数函数 fpxq “ loga x pa ą 0, a ‰ 1q;

p4q 三角函数 fpxq “ sinx, cosx, tanx 等;

p5q 反三角函数 fpxq “ arcsinx, arccosx, arctanx 等.

由基本初等函数经过有限次四则运算和复合运算所生成的函数称为初等函数.

注. 初等函数的定义域是其自变量的最大取值范围. 这些函数的完整定义通常

要借助确界原理. 以指数函数为例, 设 a ą 0, 我们要对任意实数 x 定义 ax 的值.

当 a “ 1时, 我们定义 ax ” 1. 设 a ą 1, 我们规定 a0 “ 1. 如果 x ą 0, 当 x “
p

q
(p,

q 为正整数) 为有理数时, 我们定义 ax 为这样一个正数, 它的 q 次方为 ap; 当 x 为

正无理数时, 定义

ax “ suptar | r P p0, xq X Qu;

当 x ă 0 时, 定义

ax “
1
a´x

;

如果 a ă 1, 定义

ax “
`1
a

˘´x
.

这样就定义了所有的指数函数. 类似的, 还可以定义当 α 为无理数时的幂函数 xα

px ą 0q, 我们留给读者完成. 在后面的章节中我们将通过指数函数和对数函数的复

合来重新考虑幂函数的定义.

一元函数也可用其平面图像来直观表示. 函数 f 的图像是指由 px, fpxqq (x 属

于 f 的定义域) 组成的集合, 它是平面 R2 “ R ˆ R 的子集. 通过观察函数图像可

以了解函数的简单特性. 函数的简单特性包括:

p1q 有界性. 如果 f 的值域有上界, 则称函数 f 有上界; 如果 f 的值域有下界,

则称 f 有下界; 既有下界又有上界的函数称为有界函数.

0 x

y

图 1.5 函数的图像
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p2q单调性. 如果对于定义域中任意的 x1 ă x2,均有 fpx1qpăq ď fpx2q,则称 f

是 (严格)单调递增函数;如果对于定义域中任意的 x1 ă x2,均有 fpx1qpąq ě fpx2q,

则称 f 是 (严格) 单调递减函数; 它们统称为单调函数.

0 x

y

图 1.6 函数的图像

p3q 奇偶性. 如果 fpxq “ ´fp´xq, 则称 f 是奇函数; 如果 fpxq “ fp´xq, 则称

f 是偶函数.

p4q 周期性. 如果存在常数 T ‰ 0, 使得 fpxq “ fpx ` T q, 则称 f 是周期函数,

T 为其周期. 周期函数的典型例子是三角函数.

例 1.3.10. fpxq “ x3 是单调递增的无界奇函数; gpxq “ 1
1`x2 是有界偶函数,

它在区间 p´8, 0s 上单调递增, 在区间 r0,`8q 上单调递减.

例 1.3.11. R 上的任何函数均可写成一个奇函数和一个偶函数之和.

证明. 给定函数 fpxq, 记

gpxq “
1
2

rfpxq ´ fp´xqs, hpxq “
1
2

rfpxq ` fp´xqs,

则 gpxq 为奇函数, hpxq 为偶函数, 且 fpxq “ gpxq ` hpxq. �
习题 1.3

1. 你能在集合 Z 和 Z` 之间建立一一映射吗? (提示: 将各自元素排成一列.)

2. 有一个很有用的抽屉原理是这样叙述的: 有 m 个物品放入 n 个抽屉中, 如果

m ą n, 则至少有一个抽屉中含有两件或更多的物品. 用映射的观点如何重新

描述抽屉原理?

3. 设 A,B 为 X 的子集, 则

χAc “ 1 ´ χA, χAXB “ χAχB , χAYB “ χA ` χB ´ χAXB .
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4. 当 n 为非零整数时, 证明函数 f : p0,`8q Ñ p0,`8q, fpxq “ xn 是一一映射.

5. 设 f : X Ñ Y 为映射, B Ă Y . 记

f´1pBq “ tx |x P X, fpxq P Bu,

称为 B 的原象. 证明

p1q f´1pC YDq “ f´1pCq Y f´1pDq, f´1pC XDq “ f´1pCq X f´1pDq;

p2q fpf´1pBqq Ă B, f´1pfpAqq Ą A.

6. fpxq “ |x| px P Rq 是初等函数吗?

7. 求下列函数跟自身的复合, 多次复合以后有什么规律?

p1q fpxq “
x

?
x2 ` 1

, p2q fpxq “
1

x` 1
.

8. 设 X 为非空有限集合, 对于任意函数 f : X Ñ R, 我们定义
ż

X

f “

n
ÿ

i“1

fpxiq, 其中 X “ tx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnu.

(i) 设 f, g 为函数, α, β 为常数, 则
ż

X

pαf ` βgq “ α

ż

X

f ` β

ż

X

g.

(ii) 设 A 为 X 的子集, 则
ż

X

χA “ #A, 其中 #A 表示 A 的元素个数.

(iii) 设 A,B 为 X 的子集, 则 #pAYBq “ #A` #B ´ #pAXBq. 这称为容斥

原理. 你能推广到多个子集的情形吗?

§1.4 附录: 实数系的构造

� 在初次学习本书时, 本节内容可以略过. 我们在本节中给出实数集 R 的一种
构造方法,构造出来的对象除了是一个集合外还具有很多基本性质,所以通常

又将它称为实数系. 我们从有理数 Q 出发来构造实数. 需要提醒读者注意的是, 自

然数, 整数以及有理数的建立也是需要严格的数学基础的, 不过这对于学习微积分

不是至关重要的, 因此我们还是从有理数开始, 毕竟有理数比较直观.

下面构造实数的方法是 Dedekind 在 1872 年发明的, 这种方法以 Dedekind 分

割而著称.

定义 1.4.1 (Dedekind 分割). 设 α 为 Q 的子集, 如果满足以下三个条件

p1q α ‰ H, α ‰ Q;

p2q 当 p P α, q P αc 时, p ă q;
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p3q 任给 p P α, 存在 q P α, 使得 p ă q;

则称 α 为 Q 的一个分割, 分割的全体组成的集合记为 R.

注. 定义中的条件 p1q 是说 α 为 Q 的非空真子集, 而 p3q 是说 α 中无最大数,

这一条不是本质的: 如果 α 满足条件 p1q 和 p2q, 且有最大数, 将此最大数去掉后 α

就是满足所有三个条件的分割了.

命题 1.4.1. 设 α 为 Q 的一个分割. 则

p1q 如果 p ă q, q P α, 则 p P α;

p2q 设 w ą 0, 则存在整数 n, 使得 nw P α, pn` 1qw P αc.

证明. p1q (反证法) 如果 p P αc, 则由分割定义的第二条即知 q ă p, 这和假设

相矛盾.

p2q 取 r P α, 则当 m ă r{w, 即 mw ă r 时, 由 p1q 即知 mw P α. 再取 s P αc,

当 m ą s{w 时 mw P αc. 这说明, 下面的整数子集

tm P Z |mw P αu

是非空且有上界的集合, 因此有最大数 n, n 就是满足要求的整数. �

例 1.4.1. 有理数对应的分割.

设 r P Q 为一个有理数, 记

r˚ “ ts P Q | s ă ru,

则容易验证 r˚ 是一个分割, 称为由有理数 r 决定的分割.

例 1.4.2. 考虑 Q 的子集 α “ tr P Q | r2 ă 2u Y tr P Q | r ď 0u, 则 α 是一个分

割.

事实上, 容易看出 α 为非空子集. 分割定义的第二条也是容易验证的, 我们来

看分割定义的第三条, 即 α 中没有最大数: 如果 r ď 0, 则 r ă 1, 而 1 P α; 如果

r ą 0, r2 ă 2, 则

r ă s “ r ´
r2 ´ 2
r ` 2

“
2r ` 2
r ` 2

,

且

s2 ´ 2 “
2pr2 ´ 2q

pr ` 2q2
ă 0,

即 s P α, 且 r ă s.

如果递归地定义有理数列 xn 如下:

x0 “ 1, xn`1 “
2xn ` 2
xn ` 2

, n ě 0,
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则根据刚才的讨论, txnu 为严格单调递增数列 (即 xn ă xn`1), 且

0 ă 2 ´ x2
n`1 “

2p2 ´ x2
nq

pxn ` 2q2
ă

1
4

p2 ´ x2
nq,

由此得到下面的估计

0 ă 2 ´ x2
n ă

1
4n
, n ě 1. (1.2)

下面我们把有理数 Q所满足的基本性质都推广到 R上,首先看次序如何定义.

次序关系 设 α, β P R, 如果 α 为 β 的真子集, 则称 α 小于 β, 记为 α ă β. 我

们也用记号 α ď β 表示 α 为 β 的子集, 此时 α “ β 或 α ă β. 次序关系的性质有

• 如果 α ă β, β ă γ, 则 α ă γ. 这是因为真子集的真子集还是真子集.

• 任给 α, β P R, 下面的三种关系有且仅有一个成立:

α ă β, α “ β, β ă α

事实上, 设前两个关系不成立, 则 α 不是 β 的子集, 因此存在 r P α, 但 r R β.

如果 s P β, 则 s ă r, 从而 s P α, 这就说明 β 为 α 的子集, 由于 α ‰ β, 故 β

为 α 的真子集.

如果 r, s P Q, 则当 r “ s 时 r˚ “ s˚, 当 r ă s 时 r˚ ă s˚. 因此我们定义的次

序关系是自然的. 有了次序就可以定义上界.

上界和上确界设 A Ă R为 R的非空子集, β P R. 如果任给 α P A,均有 α ď β,

则称 β 为 A 的一个上界. 设 γ 为 A 的一个上界, 如果任给 A 的另一上界 γ1, 均有

γ ď γ1, 则称 γ 为 A 的最小上界或上确界, 记为 supA. 易见, 上确界如果存在则必

定是惟一的.

定理 1.4.2 (确界原理). R 的非空子集如果有上界则必有上确界.

证明. 设 A 为 R 的非空子集, β 为 A 的一个上界, 记

γ “
ď

αPA

α Ă Q,

下面先说明 γ 为一个分割. γ 显然是非空子集, 由于 β 为 A 的一个上界, 故 γ Ă β,

这说明 γ ‰ Q. 这验证了分割定义的第一条.

设 r P γ, s R γ. 于是存在 α P A, 使得 r P α, 此时 s R α, 因此 r ă s. 这验证了

分割定义的第二条. 第三条: 设 r P γ, 于是存在 α P A, 使得 r P α, 此时存在 s P α,

使得 r ă s, 由 γ 的定义即知 s P γ.

其次我们说明 γ 为 A 的最小上界. 根据 γ 的构造, 显然 γ 为 A 的一个上界.

如果 γ1 为另一上界, 则 α Ă γ1, @ α P A. 这说明 γ Ă γ1. �
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例 1.4.3. 实数表示为某个非空子集的上确界.

如果 r P Q 为有理数, 令

A “ ts˚ P R | s ă r, s P Qu “ ts˚ | s P r˚u,

则 r˚ “ supA. 事实上, 由定义有

supA “
ď

săr

s˚ “
ď

săr

tt P Q | t ă su “ tt P Q | t ă ru “ r˚.

一般地, 如果 α P R 为一个分割, 则

α “ suptr˚ | r P αu.

下面我们把 Q 中的四则运算推广到 R 中.

加法运算 设 α, β P R, 定义

α` β “ tr ` s | @ r P α, s P βu,

显然, α ` β 是 Q 的非空子集. 取 r1 P αc, s1 P βc, 则任给 r P α, s P β, 均有 r ă r1,

s ă s1, 从而有 r ` s ă r1 ` s1, 这说明 r1 ` s1 R α` β, 即 α ` β ‰ Q.

设 p “ r ` s P α ` β, 其中 r P α, s P β. 如果 q P pα ` βqc, 我们要说明 p ă q.

事实上, 如果 q ď p, 则 q ´ s ď r, 从而 q ´ s P α, q “ pq ´ sq ` s P α ` β, 这就得到

矛盾, 因此只能有 p ă q.

α`β 中无最大数: 设 p “ r`s P α`β,取 t P α,使得 r ă t,则 q “ t`s P α`β,

且 p ă q. 总之, α` β 是一个分割, 称为 α 与 β 的和. 求和运算具有以下性质:

• 如果 r, s P Q, 则 r˚ ` s˚ “ pr ` sq˚. 这由定义不难得到.

• (交换律) α ` β “ β ` α. 这可从 Q 中加法具有交换律以及 α ` β 和 β ` α 的

定义推出.

• (结合律) pα ` βq ` γ “ α` pβ ` γq. 这可从 Q 中加法具有结合律推出.

• (零元) α ` 0˚ “ α. 如果 r P α, s P 0˚, 则 s ă 0, r ` s ă r, 因此 r ` s P α, 这

说明 α ` 0˚ Ă α. 反之, 设 r P α, 取 r1 P α, 使得 r ă r1. 此时 r ´ r1 P 0˚, 从而

r “ r1 ` pr´ r1q P α` 0˚,这又说明 α Ă α` 0˚,因此 α` 0˚ “ α. 0˚ 称为零元.

• (负元) 设 α P R, 令

β “ tr P Q | 存在 s ą 0, 使得 ´ r ´ s P αcu.
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我们先来说明 β 为一个分割. 取 q P αc, r “ ´q ´ 1, 则 ´r ´ 1 “ q P αc, 因此

r P β,这说明 β 是非空子集. 如果 p P α, r P β,则存在 s ą 0,使得 ´r´ s P αc,

因此 p ă ´r ´ s, r ă ´p ´ s ă ´p, 特别地, ´p P βc, 即 β ‰ Q. 分割定义的其

它两条可类似验证.

我们来说明 α ` β “ 0˚. 如果 p P α, r P β, 则同上所述, 存在 s ą 0, 使得

´r ´ s P αc, 因此 p ă ´r ´ s, p ` r ă ´s ă 0, 于是 p ` r P 0˚, α ` β Ă 0˚.

反之, 取 t P 0˚, 则 ´t{2 ą 0, 取整数 n, 使得 ´nt{2 P α, ´pn ` 1qt{2 P αc. 令

r “ pn` 2qt{2, 则 ´r ´ p´t{2q P αc, 因此 r P β, 且

t “ ´nt{2 ` r P α ` β,

这说明 0˚ Ă α ` β.

我们称 β 为 α 的负元, 记为 β “ ´α.

乘法运算 令 R` “ tα P R | 0˚ ă αu, 如果 α, β P R`, 令

αβ “ tp P Q | 存在 0 ă r P α, 0 ă s P β 使得 p ă rsu,

可以验证这是一个分割, 且 αβ P R`.

例 1.4.4. 考虑分割 α “ tr P Q | r2 ă 2u Y tr P Q | r ď 0u, 则 α2 “ αα “ 2˚,

因此记为
?

2 “ α.

事实上, 根据定义, 有

αα “ tp P Q | 存在 0 ă r, s P Q, r2 ă 2, s2 ă 2, 使得 p ă rsu.

当 r, s ą 0, r2, s2 ă 2时 prsq2 ă 4, 因此 rs ă 2, 这说明 αα Ă 2˚. 反之,如果 t P 2˚,

取正整数 n ą p2 ´ tq´1, 则有

4n ą n ą p2 ´ tq´1,

根据例 1.4.2 中的构造和 (1.2) 式, 有

0 ă 2 ´ x2
n ă 4´n ă 2 ´ t,

即有 t ă xn ¨ xn, 0 ă xn P Q, x2
n ă 2, 这说明 t P αα, 从而 2˚ Ă αα. �

对于 α P R, 我们规定 α0˚ “ 0˚α “ 0˚. 对于一般的情形, 令

αβ “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

p´αqp´βq, α ă 0˚, β ă 0˚,

´rp´αqpβqs, α ă 0˚, 0˚ ă β,

´rαp´βqs, 0˚ ă α, β ă 0˚.

这样我们对所有的情形都定义了乘法运算. 乘法运算具有以下性质:
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• 如果 r, s P Q, 则 prsq˚ “ r˚s˚. 以 r, s ą 0 为例: 根据定义可以看出,

r˚s˚ “ tp P Q | 存在 r1, s1 P Q, 0 ă r1 ă r, 0 ă s1 ă s 使得 p ă r1s1u

“ tp P Q | p ă rsu “ prsq˚.

• (交换律) αβ “ βα. 这可从有理数乘法的交换律得到, 下面的结合律也一样.

• (结合律) pαβqγ “ αpβγq.

• (单位元) α1˚ “ α. 以 0˚ ă α 为例: 根据定义可以看出,

α1˚ “ tp P Q | p ă rs, 存在 0 ă r P α, 0 ă s ă 1u

“ tp P Q | 存在 0 ă r P α 使得 p ă ru “ α.

• (逆元) 如果 α ‰ 0˚, 则存在 β P R, 使得 αβ “ 1˚. 事实上, 不妨设 0˚ ă α, 定

义 β 为

β “ ts P Q | 存在 r P αc 使得 s ă r´1u,

不难验证这是一个分割,且 αβ “ 1˚. 我们称 β 为 α的逆元,记为 β “ α´1. 如

果 r 为非零有理数, 则 pr˚q´1 “ pr´1q˚.

• (分配律) αpβ ` γq “ αβ ` αγ.

用高等代数的语言来说, 我们迄今为止所做的工作表明, 配备了加法运算和乘

法运算的集合 R 是一个域, 称为实数域. 当然, 有理数集合 Q 也是一个域, 并且通

过映射

f : Q Ñ R, r ÞÑ r˚

我们还知道 Q可以看成 R的子域,或实数域 R是有理数域 Q的一个扩张,扩张以

后的域除了具有有理数域的基本性质以外, 还具备了重要的确界原理, 它使得实数

填满了有理数在数轴上所留下的空隙, 因此实数集合 R 也称为实数连续统或实数
系. 为了强调实数系的连续性质, 我们再看两个结论.

定理 1.4.3 (Archimedes原理). 设 0 ă x P R, 则任给 y P R, 存在正整数 n, 使

得 y ă nx.

证明. 我们不再区分有理数 r 与分割 r˚. 考虑 R 的子集

A “ tnx |n P Nu,

我们说明 A 没有上界. (反证法) 如果有上界, 则由确界原理知 A 有上确界, 记

为 α. 因为 0 ă x, 故 α ´ x ă α, 从而存在正整数 m, 使得 α ´ x ă mx, 此时

α ă pm` 1qx P A, 这和 α 为 A 的上界相矛盾.

既然 A 没有上界, y 就不是 A 的上界, 从而存在正整数 n, 使得 y ă nx. �
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推论 1.4.4 (有理数的稠密性). 任给 a ă b P R, 存在 c P Q, 使得 a ă c ă b.

证明. 由 a ă b 知 0 ă b ´ a, 由 Archimedes 原理, 存在正整数 n, 使得 1 ă

npb ´ aq. 再由 Archimedes 原理, 存在正整数 m1, m2, 使得 na ă m1, ´na ă m2.

这说明, 集合

A “ tm1 P Z |na ă m1u Ă Z

非空且有下界, 因而存在最小整数 m P A, m 满足条件

m´ 1 ď na ă m.

此时就有

na ă m ď 1 ` na ă npb´ aq ` na “ nb,

即 c “ m{n P Q 满足条件 a ă c ă b. �
如同我们在本节开头所说的那样, 以上关于实数系的构造方法源于 Dedekind.

实数系还有其它的构造方法, 例如 Cantor 用小数表示以及利用 Cauchy 序列也完

成了实数系的构造. 如果用抽象的语言来描述, 则这些构造出来的对象是所谓的具

有确界原理的有序域, 这样的域都是互相同构的.
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在微积分的发展过程中, 逐渐出现了对导数, 微分, 积分等概念严格化的要求.

极限理论就是在这个背景下建立起来的,极限理论所用的语言又以所谓的 ε´N 语

言或 ε ´ δ 语言著称. 我们在今后的课程中会遇到各种各样的极限, 本章将研究最

简单的一种情形, 即数列的极限. 这将涉及极限的计算, 极限存在性的判断, 极限的

基本性质等等, 它们又和实数系的基本性质密切相关.

§2.1 数列极限

极限运算可以看成是从一列已知的数出发构造新数的一种手段,它不同于初等

的加减乘除等四则运算, 但却有着类似的性质, 正如确界不同于最大 (小) 数, 但有

类似性质一样.

§2.1.1 数列极限的定义

按顺序排列的一列数

a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an, ¨ ¨ ¨

称为一个数列, 记为 tanu. an 称为该数列的第 n 项, 有时也称为一般项或通项. 作

为集合, 如果

tan |n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u

是有界的, 则称数列 tanu 是有界的, 此时存在 M , 使得

|an| ď M, @ n ě 1.

注. 数列 tanu 可以看成定义在 N 上的函数 f : N Ñ R, 其中 fpnq “ an.

通过考察当 n变大时数列通项 an 的变化趋势,我们就得到了数列极限的概念.

定义 2.1.1 (数列极限). 设 tanu 为数列, A P R. 如果任给 ε ą 0, 都存在正整

数 N “ Npεq, 使得当 n ą N 时, 有

|an ´A| ă ε,

则称 tanu 以 A 为极限, 或称 tanu 收敛于 A, 记为

lim
nÑ8

an “ A 或 an Ñ A pn Ñ 8q.

从直观上看,如果将数列看成实数轴上的一列点,则极限就是这样一个点,当 n

越来越大时, an 越来越靠近这个点. 为了用准确的数学语言来代替 “越来越靠近”

25
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和 “当 n越来越大”这样的描述性语言,我们要用到定义中的 ε和 N ,这里的 N 一

般是依赖于给定的 ε 的. 这种定义极限的方法也称为 ε´N 语言法.

按照定义, 我们也可以这样来描述极限: lim
nÑ8

an “ A 当且仅当对于任意 ε ą 0,

数列 tanu 只有至多有限项位于区间 pA ´ ε,A ` εq 之外. 因此, 如果存在 ε0 ą 0,

使得 tanu 中有无限项位于区间 pA´ ε0, A` ε0q 之外, 则数列 tanu 不以 A 为极限

(这时该数列的极限可能不存在, 如果存在则极限也不等于 A).

当然, 我们也可以用 ε ´ N 语言给出数列 tanu 不以 A 为极限的定义: 如果存

在 ε0 ą 0, 使得任给正数 N , 均存在 n0 ą N 满足不等式 |an0 ´A| ě ε0, 则 tanu 不

以 A 为极限.

命题 2.1.1. 如果数列 tanu 有极限, 则其极限是惟一的.

证明. 如果数列 tanu 既以 A 为极限, 又以 B 为极限, 则任给 ε ą 0, 存在 N1,

N2, 使得当 n ą N1 时

|an ´A| ă ε,

当 n ą N2 时

|an ´B| ă ε.

因此, 当 n ą maxtN1, N2u 时, 有

2ε ą |an ´A| ` |an ´B| ě |A´B|.

如果 A ‰ B, 则对于 ε “ |A´B|{2, 上式不可能成立, 因此只能 A “ B. �
如果数列没有极限, 则称它是发散的. 讨论数列的收敛与发散的问题简称为数

列的敛散性问题. 从定义不难看出, 改变数列的有限项的值不改变其敛散性, 如果

收敛的话也不改变极限的值.

例 2.1.1. 对于常数数列 tanu, 其中 an “ a, a 为常数, 有 lim
nÑ8

an “ a.

证明. 任给 ε ą 0, 有

|an ´ a| “ 0 ă ε, @ n ě 1.

按数列极限的定义, lim
nÑ8

an “ a. �

例 2.1.2. 研究数列 tp´1qnu 的敛散性.

解. 这个数列是发散的. 这是因为, 对任意的 x0 P R, 数 1 和 ´1 不能同时落在

区间 px0 ´ 1, x0 ` 1q 中, 因此总有无穷多项 p´1qn 在此区间之外. �

例 2.1.3. 设 |q| ă 1, 则 lim
nÑ8

qn “ 0.
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证明. q “ 0时结论显然成立. 设 0 ă |q| ă 1,任给 ε ą 0,取正整数 N ą log|q| ε,

则当 n ą N 时,

|qn ´ 0| “ |q|n ă |q|N ă ε,

因此 lim
nÑ8

qn “ 0.

上面的这个证明用到了对数函数的性质. 下面我们还可以用更初等的不等式

估计的办法另给一个证明如下: 当 0 ă |q| ă 1 时,
1

|q|
ą 1. 记 α “

1
|q|

´ 1 ą 0. 任

给 ε ą 0, 取正整数 N ą
1
αε

, 当 n ą N 时,

|qn ´ 0| “ |q|n “
1

p1 ` αqn
ă

1
nα

ă ε,

其中, 我们用到不等式

p1 ` αqn “ 1 ` nα `
1
2
npn´ 1qα2 ` ¨ ¨ ¨ ` αn ą nα.

这说明 lim
nÑ8

qn “ 0. �
我们在下面会列举更多用不等式估计求极限的例子.

例 2.1.4. 设 α ą 0, 则 lim
nÑ8

1
nα

“ 0.

证明. 任给 ε ą 0, 取 N ą
1
ε

1
α

, 当 n ą N 时

ˇ

ˇ

1
nα

´ 0
ˇ

ˇ “
1
nα

ă
1
Nα

ă ε,

由定义, lim
nÑ8

1
nα

“ 0. �

例 2.1.5. 设 q ą 0, q ‰ 1. 则 lim
nÑ8

1
logq n

“ 0.

证明. 不妨设 q ą 1. 任给 ε ą 0, 取 N ą q
1
ε , 则当 n ą N 时

ˇ

ˇ

ˇ

1
logq n

´ 0
ˇ

ˇ

ˇ
“

1
logq n

ă
1

logq N
ă ε,

因此 lim
nÑ8

1
logq n

“ 0. �

例 2.1.6. 设 C 为常数, 如果 lim
nÑ8

an “ 0, 则 lim
nÑ8

Can “ 0.

证明. 任给 ε ą 0, 记 ε0 “
ε

|C| ` 1
. 因为 lim

nÑ8
an “ 0, 故存在 N , 当 n ą N 时

|an| ă ε0,
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从而当 n ą N 时, 有

|Can| “ |C||an| ď |C|ε0 ă ε,

因此 lim
nÑ8

Can “ 0. �
下面的结果在计算极限时十分有用.

定理 2.1.2 (夹逼原理). 设 tanu, tbnu, tcnu 均为数列, 且

an ď bn ď cn, @ n ě N0,

其中 N0 为一正整数. 如果

lim
nÑ8

an “ A “ lim
nÑ8

cn,

则 lim
nÑ8

bn “ A.

证明. 任给 ε ą 0,因为 tanu和 tcnu均收敛到 A,故存在 N1, N2,当 n ą N1 时

A´ ε ă an ă A` ε,

当 n ą N2 时

A´ ε ă cn ă A` ε.

取 N “ maxtN0, N1, N2u, 则当 n ą N 时, 由于 an ď bn ď cn, 我们就有

A´ ε ă an ď bn ď cn ă A` ε,

这说明 lim
nÑ8

bn “ A. �
注. 如果 |an| ď bn, 则 lim

nÑ8
bn “ 0 时 lim

nÑ8
an “ 0. 这只要注意到夹逼不等式

´bn ď an ď bn 即可.

例 2.1.7. 考虑无限循环小数 A “ 0.99999 ¨ ¨ ¨ , 问: A 是否小于 1 ?

解. 要比较大小, 必须先说清楚 A 是一个什么样的实数. 作为小数, A 有无

限位非零. 一个合理的看法就是, A 应被视为一列有限小数 tanu 的极限, 其中

an “ 0.99 ¨ ¨ ¨ 9 (n 个 9). 由于

|an ´ 1| “ 10´n,

根据夹逼原理, tanu 收敛到 1. 因为极限具有惟一性, 这说明 A “ 1. �
注. 直观上看, 似乎 A 总应该比 1 小才对. 然而, 这种直观上得来的经验只对

有限小数有效, 对于无限的情形往往要用极限来处理才行.

例 2.1.8. 设 0 ă α ă 1, 证明 lim
nÑ8

rpn` 1qα ´ nαs “ 0.
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证明. 当 n ě 1 时, 有

0 ă pn` 1qα ´ nα “ nα
“`

1 `
1
n

˘α
´ 1

‰

ď nα
“`

1 `
1
n

˘

´ 1
‰

“
1

n1´α
.

根据前面的例子和夹逼原理即知 lim
nÑ8

rpn` 1qα ´ nαs “ 0. �

例 2.1.9. 设 α ą 0, a ą 1, 则 lim
nÑ8

nα

an
“ 0.

证明. 记 a
1
α “ 1 ` β, β ą 0. 由于 n ą 1 时, 有

p1 ` βqn “ 1 ` nβ `
1
2
npn´ 1qβ2 ` ¨ ¨ ¨ ` βn ą

1
2
npn´ 1qβ2,

故

0 ă
nα

an
“
“ n

p1 ` βqn

‰α
ă
“ 2

pn´ 1qβ2

‰α
,

由夹逼原理和前面的例子即知 lim
nÑ8

nα

an
“ 0. �

例 2.1.10. 设 a ą 0, 则 lim
nÑ8

an

n!
“ 0.

证明. 取正整数 N0 ą |a|, 则当 n ą N0 时, 有

ˇ

ˇ

an

n!

ˇ

ˇ “
|a|N0

N0!
|a|

N0 ` 1
¨ ¨ ¨

|a|

n
ď

|a|N0

N0!
|a|

n
,

由夹逼原理即知 lim
nÑ8

an

n!
“ 0. �

例 2.1.11. 证明 lim
nÑ8

1
n
?
n!

“ 0.

证明. 注意到当 1 ď k ď n 时 pk ´ 1qpn ´ kq ě 0, 从而 kpn ´ k ` 1q ě n, 我们

就有

pn!q2 “ p1 ¨ nqp2pn´ 1qq ¨ ¨ ¨ pkpn´ k ` 1qq ¨ ¨ ¨ pn ¨ 1q ě nn, @ n ě 1.

因此

0 ă
1

n
?
n!

ď
1

?
n
, @ n ě 1.

由夹逼原理即知 lim
nÑ8

1
n
?
n!

“ 0. �

例 2.1.12. 设 a ą 0, 证明 lim
nÑ8

n
?
a “ 1.
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证明. 当 a ě 1 时, 记 n
?
a “ 1 ` αn, αn ě 0. 则有

a “ p1 ` αnqn “ 1 ` nαn ` ¨ ¨ ¨ ` αn
n ą nαn,

因此

1 ď n
?
a “ 1 ` αn ă 1 `

a

n
,

由夹逼原理即知 lim
nÑ8

n
?
a “ 1.

当 0 ă a ă 1 时, 根据上面的估计, 有

1 ă
n

c

1
a

ă 1 `
1
na
,

即

1 ´
1

1 ` na
ă n

?
a ă 1,

由夹逼原理即知 lim
nÑ8

n
?
a “ 1. �

例 2.1.13. 证明 lim
nÑ8

n
?
n “ 1.

证明. 记 n
?
n “ 1 ` αn, 当 n ą 1 时,

n “ p1 ` αnqn “ 1 ` nαn `
1
2
npn´ 1qα2

n ` ¨ ¨ ¨ ` αn
n ą

1
2
npn´ 1qα2

n,

从而有估计

0 ă αn ă

c

2
n´ 1

.

因此, 当 n ą 1 时, 有

1 ă n
?
n “ 1 ` αn ă 1 `

c

2
n´ 1

,

由夹逼原理即知 lim
nÑ8

n
?
n “ 1. �

例 2.1.14. 设 a, b ą 0, 证明 lim
nÑ8

n
?
an ` bn “ maxta, bu.

证明. 不妨设 a ě b, 则

a “
n
?
an ď

n
?
an ` bn ď

n
?

2an “ a
n
?

2,

根据前面的例子以及夹逼原理即知 lim
nÑ8

n
?
an ` bn “ a “ maxta, bu. �

例 2.1.15. p˚q 设 lim
nÑ8

an “ A, 证明 lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ A.
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证明. 任给 ε ą 0, 因为 lim
nÑ8

an “ A, 故存在 N0, 使得当 n ą N0 时, 有

|an ´A| ă
ε

2
.

令

N ą max
␣

N0, 2ε´1|a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN0 ´N0A|
(

,

则当 n ą N 时, 有

ˇ

ˇ

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
´A

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN0 ´N0A

n
`

paN0`1 ´Aq ` ¨ ¨ ¨ ` pan ´Aq

n

ˇ

ˇ

ď
|a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN0 ´N0A|

n
`

|aN0`1 ´A| ` ¨ ¨ ¨ ` |an ´A|

n

ď
|a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN0 ´N0A|

N
`
n´N0

n

ε

2
ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

这说明 lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
“ A. �

注. 这个例子说明, 如果一个数列收敛到 A, 则其前 n 项的平均值也收敛到 A.

反之则不然,例如,考虑数列 tan “ p´1qnu,容易看出,这个数列前 n项的平均值收

敛到 0, 但 tanu 本身并不收敛.

例 2.1.16. p˚q 任何实数都是某个有理数列的极限.

证明. 设 A为实数. 如果 A为有理数, 则令 an “ A pn ě 1q即可.如果 A为无

理数, 令

an “
rnAs

n
, @ n ě 1.

其中 rxs 表示不超过 x 的最大整数, 因此 an 都是有理数. 因为 A 不是有理数, 故

nA´ 1 ă rnAs ă nA, @ n ě 1.

即

A´
1
n

ă an “
rnAs

n
ă A, @ n ě 1.

由夹逼原理知 lim
nÑ8

an “ A. �

§2.1.2 数列极限的基本性质

为了更好地判断数列极限的存在性和计算数列极限,我们来研究数列极限的基

本性质.

命题 2.1.3 (有界性). 设数列 tanu 收敛, 则 tanu 有界.
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证明. 设 tanu 收敛到 A. 取 ε “ 1, 则由极限定义, 存在 N , 当 n ą N 时

|an ´A| ď 1,

即

|an| ď |A| ` 1, @ n ą N.

令

M “ max
␣

|ai| p1 ď i ď Nq, |A| ` 1
(

,

则 |an| ď M , @ n ě 1. �
由此命题立知, 无界数列必定发散. 对于无界的数列, 我们有时也可以考察其

变化趋势. 为此, 设 tanu 为数列, 如果任给 A ą 0, 均存在 N , 使得当 n ą N 时,

an ą A, 则称 tanu 发散到 `8, 或称 tanu 的极限为 `8, 记为

lim
nÑ8

an “ `8, 或 an Ñ `8 pn Ñ 8q.

类似地, 如果任给 A ă 0, 均存在 N , 使得当 n ą N 时, an ă A, 则称 tanu 发散到

´8, 或称 tanu 的极限为 ´8, 记为

lim
nÑ8

an “ ´8, 或 an Ñ ´8 pn Ñ 8q.

如果 t|an|u 发散到 `8, 则称 tanu 发散到 8, 记为

lim
nÑ8

an “ 8, 或 an Ñ 8 pn Ñ 8q.

例 2.1.17. 设 |q| ą 1, 研究数列 tqnu 的敛散性.

解. 当 q ą 1 时, 令 α “ q ´ 1 ą 0. 任给 A ą 0, 取 N ą
A

α
, 当 n ą N 时, 有

qn “ p1 ` αqn “ 1 ` nα ` ¨ ¨ ¨ ` αn ą nα ą Nα ą A,

因此 qn Ñ `8 pn Ñ 8q.

当 q ă ´1 时, 同理可证 |q|n Ñ `8, 因此 qn Ñ 8 pn Ñ 8q. �

例 2.1.18. 设 q ą 1, 证明 lim
nÑ8

logq n “ `8.

证明. 任给 A ą 0, 取 N ą qA, 则当 n ą N 时, 有

logq n ą logq N ą A,

因此 lim
nÑ8

logq n “ `8. �
象有限极限的夹逼原理一样, 无限极限也有夹逼原理, 我们留给读者自己完成

它的叙述和证明. 我们仍然回到有限极限的情形.
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命题 2.1.4 (绝对值性质). 设数列 tanu 收敛到 A, 则 t|an|u 收敛到 |A|.

证明. 设 lim
nÑ8

an “ A, 则任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时

|an ´A| ă ε,

从而
ˇ

ˇ|an| ´ |A|
ˇ

ˇ ď |an ´A| ă ε, @ n ą N.

即 lim
nÑ8

|an| “ |A|. �

推论 2.1.5. 数列 tanu 收敛到 0 当且仅当 |an| 收敛到 0; 数列 tanu 收敛到 A

当且仅当 |an ´A| 收敛到 0.

证明. 利用极限的绝对值性质和极限的定义即可. �

命题 2.1.6 (保序性质). 设数列 tanu 收敛到 A, tbnu 收敛到 B, 则有

p1q 如果存在 N0, 当 n ą N0 时 an ě bn, 则 A ě B;

p2q 反之, 如果 A ą B, 则存在 N , 使得当 n ą N 时 an ą bn.

证明. p1q 任给 ε ą 0, 存在 N1, N2, 使得

|an ´A| ă ε, @ n ą N1; |bn ´B| ă ε, @ n ą N2.

令 N “ maxtN0, N1, N2u, 则 n ą N 时, 有

A´B “ pA´ anq ` pan ´ bnq ` pbn ´Bq ě pA´ anq ` pbn ´Bq ě ´2ε,

因为 ε 是任意取的, 上式表明 A´B ě 0, 即 A ě B.

p2q 如果 A ą B, 取 ε “ A´B
2 ą 0, 则存在 N1, N2, 使得

|an ´A| ă ε, @ n ą N1; |bn ´B| ă ε, @ n ą N2.

令 N “ maxtN1, N2u, 则 n ą N 时, 有

an ´ bn “ pan ´Aq ` pA´Bq ` pB ´ bnq ą ´ε` pA´Bq ´ ε “ 0,

即 an ą bn, @ n ą N . �

推论 2.1.7. 设 lim
nÑ8

an “ A, 如果 A ‰ 0, 则存在 N , 使得当 n ą N 时, 有

1
2

|A| ă |an| ă
3
2

|A|.
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证明. 由极限的绝对值性质, 有

1
2

|A| ă lim
nÑ8

|an| “ |A| ă
3
2

|A|,

再由极限的保序性质即得欲证结论. �

例 2.1.19. 设 q ą 1, 则 lim
nÑ8

logq n

n
“ 0.

解. 任给 ε ą 0, 利用前一小节中的例子, 有

lim
nÑ8

n
?
n “ 1 ă qε,

由极限的保序性质, 存在 N , 当 n ą N 时, 有

n
?
n ă qε,

即
logq n

n
ă ε, @ n ą N.

这说明 lim
nÑ8

logq n

n
“ 0. �

命题 2.1.8 (四则运算). 设数列 tanu 收敛到 A, tbnu 收敛到 B, 则有

p1q tαan ` βbnu 收敛到 αA` βB, 其中 α, β 为常数;

p2q tanbnu 收敛到 AB;

p3q 当 B ‰ 0 时, tan{bnu 收敛到 A{B.

证明. p1q 任给 ε ą 0, 存在 N1, N2, 使得

|an ´A| ă
ε

2|α| ` 1
, @ n ą N1; |bn ´B| ă

ε

2|β| ` 1
, @ n ą N2.

令 N “ maxtN1, N2u, 则 n ą N 时, 有

|pαan ` βbnq ´ pαA` βBq| ď |α||an ´A| ` |β||bn ´B|

ď |α|
ε

2|α| ` 1
` |β|

ε

2|β| ` 1

ă
1
2
ε`

1
2
ε “ ε.

这说明 lim
nÑ8

pαan ` βbnq “ αA` βB.

p2q 利用极限的有界性质, 存在 M , 使得

|bn| ď M, @ n ě 1.

因此有

0 ď |anbn ´AB| “ |pan ´Aqbn `Apbn ´Bq| ď M |an ´A| ` |A||bn ´B|,
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利用 p1q 和夹逼原理即知 lim
nÑ8

anbn “ AB.

p3q 根据 p2q, 我们只要证明 lim
nÑ8

1
bn

“
1
B
即可. 根据极限保序性质的推论, 存

在 N , 当 n ą N 时, |bn| ą
|B|

2
. 因此

0 ď

ˇ

ˇ

ˇ

1
bn

´
1
B

ˇ

ˇ

ˇ
“

|bn ´B|

|bn||B|
ď

2
|B|2

|bn ´B|, @ n ą N.

由夹逼原理即知 lim
nÑ8

1
bn

“
1
B

. �

例 2.1.20. 求数列极限 lim
nÑ8

n2 ´ n

4n2 ´ 3n` 1
.

解. 由前一小节的例子以及极限的四则运算性质, 有

lim
nÑ8

n2 ´ n

4n2 ´ 3n` 1
“ lim

nÑ8

1 ´ 1
n

4 ´ 3
n ` 1

n2

“
1 ´ 0

4 ´ 0 ´ 0
“

1
4
.

下面我们引入数列的子列的概念,并研究数列的极限和其子列的极限之间的关

系. 设

a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an, ¨ ¨ ¨

是数列, 如果

1 ď n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ ă nk ă ¨ ¨ ¨

是一列严格递增的正整数, 则称数列

an1 , an2 , ¨ ¨ ¨ , ank
, ¨ ¨ ¨

为原数列 tanu 的子列, 记为 tank
u. 两个特殊的子列 ta2ku 和 ta2k´1u 分别称为偶

子列与奇子列.

命题 2.1.9. p1q 设 tanu 收敛到 A, 则它的任何子列 tank
u 也收敛到 A.

p2q 如果 tanu 的偶子列与奇子列均收敛到 A, 则 tanu 也收敛到 A.

证明. 用极限的定义即可, 略. �

例 2.1.21. 研究数列
␣

an “
1
2

r1 ` p´1qns
(

的敛散性.

解. 因为 a2k “ 1, a2k´1 “ 0, 故 tanu 的偶子列和奇子列的极限不同, 这说明

tanu 是发散的. �

例 2.1.22. p˚q 研究数列 tsinnu 的敛散性.
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解. 这个数列是发散的. (反证法) 设 lim
nÑ8

sinn “ A, 则

2 sin 1 cosn “ sinpn` 1q ´ sinpn´ 1q Ñ A´A “ 0 pn Ñ 8q.

因为 sin 1 ‰ 0, 上式表明 cosn Ñ 0 pn Ñ 8q, 从而

sin 2n “ 2 sinn cosn Ñ 2A ¨ 0 “ 0 pn Ñ 8q,

这说明 A “ 0, 此时

sin2 n` cos2 n Ñ 0 ` 0 “ 0 pn Ñ 8q.

这和恒等式 sin2 x` cos2 x “ 1 相矛盾. �
习题 2.1

1. 根据数列极限的定义, 判断下列论断是否正确并说明理由:

p1q如果任给 ε ą 0,均存在实数 N ,当 n ě N 时, |an ´A| ď ε,则 lim
nÑ8

an “ A;

p2q 如果任给 ε P p0, 1q, 均存在 N , 当 n ą N 时, |an ´A| ă ε, 则 lim
nÑ8

an “ A;

p3q 如果任给 ε ą 0, 均存在 N , 当 n ą N 时, |an ´A| ď 2ε, 则 lim
nÑ8

an “ A;

p4q 如果对任意正整数 m, 均存在 N , 当 n ą N 时, |an ´ A| ď
1
m

, 则

lim
nÑ8

an “ A;

2. 按照数列极限的定义证明:

p1q lim
nÑ8

3n2 ` 2n
2n2 ´ 1

“
3
2
; p2q lim

nÑ8

1
npn` 1q

“ 0;

p3q lim
nÑ8

?
n2 ` 2n
n

“ 1; p4q lim
nÑ8

arctann “
π

2
.

3. 判断下列数列的敛散性:

p1q t
?
n` 1 ´

?
n´ 1u; p2q˚ tsinpn2qu; p3q t

n
a

n2 ` 1u;

p4q
␣ pn` 1q3 ´ pn´ 1q3

n2

(

; p5q˚ tcosnu; p6q
␣

p´1qn `
1
n

(

.

4. 求下列数列的极限

p1q
␣

n
ÿ

k“1

1
kpk ` 1q

(

; p2q
␣2n´ 1
3n´ 2

(

; p3q
␣ sinn

?
n

(

;

p4q t
?
np

?
n` 1 ´

?
n´ 1qu; p5q tn22´nu; p6q

␣

n
ÿ

k“1

2´k
(

.
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5. 试用极限的语言给出数列 tanu 不发散到 `8 的定义.

6. 按照数列极限的定义证明:

p1q lim
nÑ8

b

n´
?
n “ `8; p2q lim

nÑ8

n2 ´ 4n` 1
2n´ 1

“ `8;

p3q lim
nÑ8

n3 ´ pn` 1q3

n` 1
“ ´8; p4q lim

nÑ8
p´1qnp

?
n´ 1q “ 8.

7. 设 an ď A ď bn, 且 lim
nÑ8

pbn ´ anq “ 0, 则

lim
nÑ8

an “ A “ lim
nÑ8

bn.

8. 设 a, b, c ą 0, 则 lim
nÑ8

n
?
an ` bn ` cn “ maxta, b, cu.

9. p˚q 设 lim
nÑ8

pan`1 ´ anq “ A, 则 lim
nÑ8

an

n
“ A.

10. p˚q 证明:

p1q 设 lim
nÑ8

n
?
an “ A ą 1, 则 lim

nÑ8
an “ `8;

p2q 设 lim
nÑ8

an`1

an
“ A ą 1, 则 lim

nÑ8
an “ 8;

p3q 设 lim
nÑ8

an “ `8, 则 lim
nÑ8

1
n

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anq “ `8;

p4q 设 lim
nÑ8

an “ `8, an ą 0 pn ě 1q, 则 lim
nÑ8

n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an “ `8.

p5q 设 lim
nÑ8

an “ 0, an ą 0 pn ě 1q, 则 lim
nÑ8

n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an “ 0.

11. p˚q 设 lim
nÑ8

an “ A, 证明

lim
nÑ8

1
n2

pa1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nanq “
1
2
A.

12. 求下列数列极限:

p1q lim
nÑ8

`

log2pn` 1q ´ log2 n
˘

;

p2q lim
nÑ8

` 1
n2

`
1

pn` 1q2
` ¨ ¨ ¨ `

1
p2nq2

˘

;

p3q lim
nÑ8

` 1
?
n2 ` 1

`
1

?
n2 ` 2

` ¨ ¨ ¨ `
1

?
n2 ` n

˘

;

p4q lim
nÑ8

`

1 ´
1
22

q
`

1 ´
1
32

˘

¨ ¨ ¨
`

1 ´
1
n2

˘

;

p5q lim
nÑ8

1
n2

p1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` nq;

p6q lim
nÑ8

p
?
n` 2 ´ 2

?
n` 1 `

?
nq.
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13. 设 lim
nÑ8

an ą 0, 则存在 N , 当 n ě N 时 an ą 0.

14. 设 tanu 均为正数且 lim
nÑ8

an “ A, 则 lim
nÑ8

?
an “

?
A.

15. 设 lim
nÑ8

an “ A, 则 lim
nÑ8

1
n

rnans “ A, 其中 rxs 表示不超过 x 的最大整数.

16. p˚q 设 an ą 0, lim
nÑ8

an`1

an
“ A, 则 lim

nÑ8

n
?
an “ A.

17. 证明, 数列 tanu 收敛当且仅当它的奇子列和偶子列收敛到同一极限.

18. 设 tan|n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u 无上界, 则 tanu 存在子列 tank
u 发散到 `8.

§2.2 单调数列的极限

在前面一节里,我们讨论了数列极限的很多例子. 然而,在一般情况下,数列极

限无法确切地计算出来, 并且有时我们也不需要知道极限的准确值, 只需判断极限

是否存在以及了解极限的性质即可.现在我们就给出一种特殊情况下数列极限存在

性的判别法, 它依赖于实数的一个基本性质, 即在第一章中我们已经提到过的确界

原理: 非空的数集如果有上界则必有上确界, 如果有下界则必有下确界.

设 tanu 为实数列, 如果

a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď an ď ¨ ¨ ¨ ,

则称 tanu 是单调递增数列, 当上式中的 “ ď ” 号换成 “ ă ” 号时称 tanu 是严格单

调递增的; 如果

a1 ě a2 ě ¨ ¨ ¨ ě an ě ¨ ¨ ¨ ,

则称 tanu 是单调递减数列, 当上式中的 “ ě ” 号换成 “ ą ” 号时称 tanu 是严格单

调递减的; 单调递增数列和单调递减数列统称为单调数列.

定理 2.2.1 (单调数列的极限). 设 tanu 为单调数列.

p1q 如果 tanu 为单调递增数列, 则 lim
nÑ8

an “ suptak | k ě 1u;

p2q 如果 tanu 为单调递减数列, 则 lim
nÑ8

an “ inftak | k ě 1u.

证明. p1q 记 M “ suptak | k ě 1u, 先考虑 M 有限的情形. 任给 ε ą 0, 由上确

界的定义, 存在 aN , 使得

M ´ ε ă aN ď M,

因为 tanu 是单调递增数列, 故当 n ą N 时

M ´ ε ă aN ď an ď M ă M ` ε,
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由数列极限的定义即知 lim
nÑ8

an “ M “ suptak | k ě 1u.

如果 M “ `8, 则任给 A ą 0, 由上确界的定义, 存在 aN , 使得 aN ą A. 由于

tanu 是单调递增数列, 故当 n ą N 时有 an ě aN ą A, 从而

lim
nÑ8

an “ `8 “ suptak | k ě 1u.

p2q 可同 p1q 一样类似证明, 也可考虑 t´anu 然后直接利用 p1q. �
从定理立即得到下面的推论:

推论 2.2.2. 单调有界数列必有 p 有限 q 极限.

例 2.2.1. p˚q 任何收敛数列都有单调的收敛子列.

证明. 设 tanu 收敛到 A. 如果 tanu 中有无限项等于 A, 则它们构成了所需单

调子列. 否则, 考虑 tanu 中下面两类项, 一类满足条件 an ă A, 另一类满足条件

an ą A. 这两类中至少有一类含有无限项, 不妨设有无限项 tanu 满足条件 an ă A,

他们构成了一个收敛子列. 为了简单起见, 下面我们假设 an ă A, @ n ě 1. 我们要

从 tanu 中找一个单调递增的子列出来.

这个子列可以这样构造: 取 n1 “ 1. 由于 lim
nÑ8

an “ A, 故存在 n2 ą n1 “ 1, 使

得 an2 P pa1, Aq. 同理, 存在 n3 ą n2, 使得 an3 P pan2 , Aq. 如此继续, 我们就找到了

(严格) 单调递增的子列 tank
u. �

例 2.2.2. 设 a1 “
?

2, an`1 “
?

2 ` an, n ě 1. 研究数列 tanu 的极限.

解. 用数学归纳法容易验证
?

2 ď an ă 2, @ n ě 1. 因此

an`1 “
?

2 ` an ą
?

2an ą an,

即 tanu 是单调递增有界数列, 从而收敛, 记其极限为 A, 则 A ě
?

2 ą 0. 我们有

2 `A “ lim
nÑ8

p2 ` anq “ lim
nÑ8

a2
n`1 “ A2,

上式的惟一正解为 A “ 2, 这说明 tanu 的极限为 2. �

例 2.2.3. 设 a1 ą 0, an`1 “
1
2
`

an `
1
an

˘

, n ě 1. 研究数列 tanu 的极限.

解. 由数学归纳法易见 an ą 0, @ n ě 1. 进一步有

an`1 ´ 1 “
1
2
`

an `
1
an

´ 2
˘

“
1
2
`?
an ´

1
?
an

˘2
ě 0,

因此当 n ě 2 时, 有

an`1 “
1
2
`

an `
1
an

˘

ď
1
2

pan ` anq “ an,
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即 tanu 从 n ě 2 开始单调递减且有下界, 因此收敛. 其极限记为 A, 则 A ě 1. 另

一方面,

A “ lim
nÑ8

an`1 “ lim
nÑ8

1
2
`

an `
1
an

˘

“
1
2
`

A`
1
A

˘

,

上式的惟一正解为 A “ 1, 这说明 tanu 的极限为 1. �

例 2.2.4. 设 a1 “ 1, an`1 “
1

1 ` an
, n ě 1. 研究数列 tanu 的极限.

解. 利用数学归纳法易见
1
2

ď an ď 1, 并且 ta2k´1u单调递减, ta2ku单调递增,

因此它们都是收敛的, 极限分别记为 A,B. 则

B “ lim
kÑ8

a2k “ lim
kÑ8

1
1 ` a2k´1

“
1

1 `A
,

A “ lim
kÑ8

a2k`1 “ lim
kÑ8

1
1 ` a2k

“
1

1 `B
,

从上式解出惟一的正解 A “ B “

?
5 ´ 1
2

, 因此 tanu 的极限为

?
5 ´ 1
2

. �
下面我们讨论本课程中的一个重要极限. 考虑

an “
`

1 `
1
n

˘n
, bn “

`

1 `
1
n

˘n`1
, n ě 1.

我们来说明 tanu 是严格单调递增的, tbnu 是严格单调递减的. 事实上,

an “
`

1 `
1
n

˘n
“

n
ÿ

k“0

Ck
n

1
nk

“ 1 `

n
ÿ

k“1

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q

k!
1
nk

“ 1 ` 1 `
1
2!
`

1 ´
1
n

˘

` ¨ ¨ ¨ `
1
n!
`

1 ´
1
n

˘

¨ ¨ ¨
`

1 ´
n´ 1
n

˘

ă 1 ` 1 `
1
2!
`

1 ´
1

n` 1
q ` ¨ ¨ ¨ `

1
n!
`

1 ´
1

n` 1
q ¨ ¨ ¨ p1 ´

n´ 1
n` 1

˘

`
1

pn` 1q!
`

1 ´
1

n` 1
˘

¨ ¨ ¨
`

1 ´
n

n` 1
˘

“ an`1,

这说明 tanu 严格单调递增. 另一方面, 当 n ą 1 时, 有

0 ă an ă 1 ` 1 `

n
ÿ

k“2

1
k!

ď 2 `

n
ÿ

k“2

1
pk ´ 1qk

“ 2 `

n
ÿ

k“2

` 1
k ´ 1

´
1
k

˘

“ 3 ´
1
n

ă 3.



§2.2 单调数列的极限 41

因此 tanu 收敛, 其极限记为 e, 称为自然对数的基底. 我们在第五章第七节中将证

明这是一个无理数, 计算表明 (关于近似计算, 请参考本书第五章第八节以及第九

章第四节)

e “ 2.7182818284590 ¨ ¨ ¨ .

另一方面, 由
ˆ1 ` 1

n´1

1 ` 1
n

˙n

“

´

1 `
1

n2 ´ 1

¯n

ą 1 `
n

n2 ´ 1
ą 1 `

1
n

得

bn´1 “
`

1 `
1

n´ 1
˘n

ą
`

1 `
1
n

˘n`1
“ bn,

即 tbnu 严格单调递减, 且

lim
nÑ8

bn “ lim
nÑ8

an

`

1 `
1
n

˘

“ lim
nÑ8

an “ e,

因此有下面的不等式

`

1 `
1
n

˘n
ă
`

1 `
1

n` 1
˘n`1

ă e ă
`

1 `
1

n` 1
˘n`2

ă
`

1 `
1
n

˘n`1
, @ n ě 1. (2.1)

例 2.2.5. 证明 tenu 收敛到 e, 其中

en “ 1 `

n
ÿ

k“1

1
k!
.

证明. 从前一段的讨论我们已经知道 an ă en, @ n ą 1. 对于任意固定的 k ą 1,

当 n ą k 时, 有

an “ 1 ` 1 `
1
2!
`

1 ´
1
n

˘

` ¨ ¨ ¨ `
1
n!
`

1 ´
1
n

˘

¨ ¨ ¨
`

1 ´
n´ 1
n

˘

ą 1 ` 1 `
1
2!
`

1 ´
1
n

˘

` ¨ ¨ ¨ `
1
k!
`

1 ´
1
n

˘

¨ ¨ ¨
`

1 ´
k ´ 1
n

˘

,

在上式中令 n Ñ 8, 得

e “ lim
nÑ8

an ě 1 ` 1 `
1
2!

` ¨ ¨ ¨ `
1
k!
.

由于 k 可以任意固定, 我们就有

an ă en ă e, @ n ą 1.

根据夹逼原理立知 lim
nÑ8

en “ e. �

例 2.2.6. 证明:

p1q pn`1
e qn ă n! ă epn`1

e qn`1, @ n ě 1.

p2q lim
nÑ8

n
?
n!
n

“
1
e
.
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证明. 由 (2.1), 对 k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 均有

`k ` 1
k

˘k
ă e ă

`k ` 1
k

˘k`1
,

将这 n 个不等式相乘, 得

pn` 1qn

n!
ă en ă

pn` 1qn`1

n!
,

整理后就是 p1q 中要证的不等式. p2q 可由 p1q 及夹逼原理得到. �
以 e 为基底的对数函数记为 lnx, 由 (2.1) 可得

k ln
`

1 `
1
k

˘

ă 1 ă pk ` 1q ln
`

1 `
1
k

˘

,

即
1

k ` 1
ă ln

`

1 `
1
k

˘

ă
1
k
, 或

1
k ` 1

ă lnp1 ` kq ´ ln k ă
1
k
.

对 k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 将上述不等式相加, 得

1
2

`
1
3

` ¨ ¨ ¨ `
1

n` 1
ă lnpn` 1q ă 1 `

1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n
.

如果令

cn “ 1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

´ lnn,

则 cn ą lnpn` 1q ´ lnn ą 0, 且

cn`1 ´ cn “
1

n` 1
´ lnpn` 1q ` lnn “

1
n` 1

´ ln
`

1 `
1
n

˘

ă 0,

这说明 tcnu 收敛, 其极限记为 γ, 称为 Euler 常数, 计算表明

γ “ 0.5772156649 ¨ ¨ ¨ .

例 2.2.7. 求极限 lim
nÑ8

` 1
n` 1

` ¨ ¨ ¨ `
1
2n

˘

.

解. 利用 cn 的收敛性, 有

lim
nÑ8

` 1
n` 1

` ¨ ¨ ¨ `
1
2n

˘

“ lim
nÑ8

“`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
2n

˘

´
`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

˘‰

“ lim
nÑ8

“`

c2n ` lnp2nq
˘

´ pcn ` lnnq
‰

“ γ ´ γ ` ln 2 “ ln 2.

下面, 我们利用单调数列来研究一般的有界数列. 设 tanu 为有界数列, 我们要

研究它的收敛性. 我们不知道 an 是否逐渐趋于某个数, 一个好的想法就是去考虑
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n很大时 tanu中 “最大”的项和 “最小”的项,看看它们是否相近.当然, “最大”和

“最小” 项不一定存在, 但我们可以用 “上确界” 和 “下确界” 来分别代替它们. 为

此, 令

an “ inftak | k ě nu, an “ suptak | k ě nu.

由命题 1.2.4 易见 tanu 和 tanu 分别是单调递增和单调递减的数列, 且

an ď an ď an.

单调数列 tanu 和 tanu 的极限分别称为 tanu 的下极限和上极限, 记为

lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an, lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

an.

例 2.2.8. 计算数列
!

an “
p´1qn

n

)

的上极限和下极限.

解. 按照下确界的定义, 当 n 为奇数时

an “ inf
␣

´
1
n
,

1
n` 1

,´
1

n` 2
, ¨ ¨ ¨

(

“ ´
1
n

;

当 n 为偶数时,

an “ inf
␣ 1
n
,´

1
n` 1

,
1

n` 2
, ¨ ¨ ¨

(

“ ´
1

n` 1
;

即

tanu “
␣

´ 1,´
1
3
,´

1
3
,´

1
5
,´

1
5
, ¨ ¨ ¨

(

,

从而 tanu 的下极限为 0. 类似地有

tanu “
␣1
2
,
1
2
,
1
4
,
1
4
, ¨ ¨ ¨

(

,

从而 tanu 的上极限也为 0. �

例 2.2.9. 计算数列
!

an “ r1 ` p´1qns
`

1 `
1
n

˘n
)

的上极限和下极限.

解. 按照下确界的定义易见 an “ 0, @ n ě 1. 因此 tanu 的下极限为 0. 按照上

确界的定义以及数列
␣`

1 `
1
n

˘n(
单调性和收敛性不难看出 an “ 2e, @ n ě 1. 因此

tanu 的上极限为 2e. �
下面的定理给出了有界数列是否收敛的一个判别方法.

定理 2.2.3. 设 tanu 为有界数列, 则下列命题等价:

p1q tanu 收敛;

p2q tanu 的上极限和下极限相等;

p3q lim
nÑ8

pan ´ anq “ 0.
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证明. p1q ùñ p2q: 设 tanu 收敛到 A. 则任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时, 有

A´ ε ă an ă A` ε.

由确界的定义立得

A´ ε ď an ď an ď A` ε, @ n ą N.

这说明 tanu 和 tanu 均收敛到 A.

p2q ùñ p1q: 利用 an ď an ď an 和夹逼原理即可.

p2q 和 p3q 的等价是显然的. �
一般来说, 上极限和下极限不再满足四则运算的等式, 不过保序性仍然成立.

命题 2.2.4. 设 tanu, tbnu 为有界数列.

p1q 如果存在 N0, 当 n ą N0 时 an ě bn, 则

lim
nÑ8

an ě lim
nÑ8

bn, lim
nÑ8

an ě lim
nÑ8

bn;

p2q lim
nÑ8

pan ` bnq ď lim
nÑ8

an ` lim
nÑ8

bn.

证明. p1q 当 n ą N0 时

bn ď bk ď ak, @ k ě n,

关于 k 取下确界, 得

bn ď an, @ n ą N0,

由极限的保序性即得

lim
nÑ8

bn ď lim
nÑ8

an.

上极限的情形可类似证明.

p2q 利用不等式 an ` bn ď an ` bn 以及极限的保序性即可. �

例 2.2.10. 设 an ą 0, an Ñ A pn Ñ 8q. 记 bn “ n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an, 则

lim
nÑ8

bn “ A.

证明. 由已知条件, 任取 ε ą 0, 则存在 N , 当 n ą N 时,

0 ă an ă A` ε.

于是当 n ą N 时, 有

bn ď n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ aN pA` εq

n´N
n “

n

b

a1a2 ¨ ¨ ¨ aN pA` εq´N pA` εq,
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令 n Ñ 8, 得

lim
nÑ8

bn ď A` ε.

同理可证

lim
nÑ8

bn ě A´ ε,

因为 ε 是任取的, 从而必有

lim
nÑ8

bn “ A “ lim
nÑ8

bn,

这说明 tbnu 收敛到 A. �

例 2.2.11. 设 bn ą 0, lim
nÑ8

bn`1

bn
“ A, 则

lim
nÑ8

n
a

bn “ A.

证明. 令 a1 “ b1, an`1 “
bn`1
bn

, n ě 1. 由题设, tanu 收敛到 A. 因此由上例, 有

lim
nÑ8

n
a

bn “ lim
nÑ8

n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an “ A.

例 2.2.12. p˚q 设数列 tanu 满足以下条件:

an ě 0, am`n ď am ` an, @ m, n ě 1.

证明数列
␣an

n

(

收敛.

证明. 由归纳法易见 0 ď an ď na1, 因此
␣an

n

(

为有界数列. 设 k 是任一固定

的正整数, 当 n ě k 时, n 可以表示为

n “ mk ` l, 0 ď l ď k ´ 1.

因此

an ď amk ` al ď mak ` la1 ď
n

k
ak ` pk ´ 1qa1,

即
an

n
ď
ak

k
`
k ´ 1
n

a1, @ n ě k.

令 n Ñ 8, 得

lim
nÑ8

an

n
ď lim

nÑ8

ak

k
` lim

nÑ8

k ´ 1
n

a1 “
ak

k
.

因为 k 是任取的, 在上式中令 k Ñ 8, 得

lim
nÑ8

an

n
ď lim

kÑ8

ak

k
,

这说明
␣an

n

(

的上下极限一定是相等的, 从而是收敛的. �
习题 2.2
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1. 研究下列数列的单调性并求极限:

p1q a1 “
?

2, an`1 “
?

2an; p2q a1 “ 1, an`1 “ 1 `
an

1 ` an
;

p3q a1 ą 0, an`1 “
6p1 ` anq

7 ` an
; p4q a1 P p0, 1q, an`1 “ anp1 ´ anq.

2. 设 c ą 0, a1 “
?
c, an`1 “

?
c` an, 求数列 tanu 的极限.

3. 设 a1 ě 0, an`1 “
?

2 ` an, 研究数列 tanu 的极限.

4. 设 c, a1 ą 0, an`1 “
1
2
`

an `
c

an

˘

, 研究数列 tanu 的极限.

5. 设 a1 ě 0, an`1 “
1

1 ` an
, 研究数列 tanu 的极限.

6. 设 a1 “ c ą 0, an`1 “ c`
1
an

, 研究数列 tanu 的极限.

7. 研究下列数列的单调性并求极限:

p1q a1 ą 0, an`1 “
1
2
an `

1
an

; p2q a1 ą 0, an`1 “
1
2
an `

5
8an

;

p3q a1 P p0,
?

2q, an`1 “ an `
1
2
an

`

1 ´
1
2
a2

n

˘

.

8. 用归纳法证明 Bernoulli 不等式 p1 ` xqn ě 1 ` nx px ě ´1q, 对 x “ ´
1

p1 ` nq2

应用 Bernoulli 不等式说明 an “
`

1 `
1
n

˘n
的严格单调性.

9. 求下列极限:

p1q lim
nÑ8

`

1 ´
1
n

˘n; p2q lim
nÑ8

`n` 1
n` 2

˘n; p3q lim
nÑ8

`

1 ´
1
n2

˘n
.

10. p˚q 求下列极限:

p1q lim
nÑ8

`

1 `
1
2n

˘n; p2q lim
nÑ8

`

1 `
2
n

˘n; p3q lim
nÑ8

`

1 `
1
n

`
1
n2

˘n
.

11. 证明极限 lim
nÑ8

“

1 ´
1
2

`
1
3

´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qn´1 1
n

‰

“ ln 2.

12. 计算下列数列的上极限和下极限:

p1q
␣

an “ 1 ` p´1qn
(

; p2q

!

an “
1

?
n

`
p´1qn

n

)

.

13. 设 tanu 为有界数列, 证明

lim
nÑ8

p´anq “ ´ lim
nÑ8

an, lim
nÑ8

p´anq “ ´ lim
nÑ8

an.



§2.3 Cauchy 准则 47

14. 用上下极限的思想证明, 如果 lim
nÑ8

an “ A, 则

lim
nÑ8

1
n

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anq “ A.

15. 设 lim
nÑ8

an “ A, lim
nÑ8

bn “ B, 则

lim
nÑ8

1
n

pa1bn ` a2bn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` anb1q “ AB.

16. p˚q 设 0 ă a ă b, a1 “ a, b1 “ b.

p1q 如果 an`1 “
?
anbn, bn`1 “

1
2

pan ` bnq, 则 tanu 和 tbnu 收敛于同一极限.

p2q如果 an`1 “
1
2

pan ` bnq, bn`1 “
2anbn
an ` bn

, 则 tanu和 tbnu收敛于同一极限.

§2.3 Cauchy 准则

在前一节我们对于单调数列给出了极限存在性的判别方法. 现在我们对一般

的数列给出极限存在与否的一个判别方法, 基本的想法与考虑上下极限时是类似

的: 如果 an 逐渐趋于某个数, 则 n很大时 an 之间的差别应该很小. 为此我们引入

下面的定义.

定义 2.3.1. 设 tanu 为数列, 如果任给 ε ą 0, 均存在 N “ Npεq, 当 m,n ą N

时, 有

|am ´ an| ă ε,

则称 tanu 为 Cauchy 数列或基本列.

例 2.3.1. 对于 n ě 1, 定义

an “ 1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n
,

则 tanu 不是 Cauchy 列.

证明. 对于 n ě 1, 我们有

a2n ´ an “
1

n` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1
2n

ě
1
2n

` ¨ ¨ ¨ `
1
2n

“ n
1
2n

“
1
2
,

由定义即知 tanu 不是 Cauchy 数列. �

例 2.3.2. 对于 n ě 1, 定义

an “ 1 `
1

2
?

2
` ¨ ¨ ¨ `

1
n

?
n
,

则 tanu 是 Cauchy 列.
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证明. 首先我们注意到不等式

1
?
n

´
1

?
n` 1

“

?
n` 1 ´

?
n

a

npn` 1q
“

1
a

npn` 1q

1
?
n` 1 `

?
n

ą
1
2

1
pn` 1q

?
n` 1

,

因此, 当 m ą n 时,

am ´ an “
1

pn` 1q
?
n` 1

` ¨ ¨ ¨ `
1

m
?
m

ă 2
` 1

?
n

´
1

?
n` 1

˘

` 2
` 1

?
n` 1

´
1

?
n` 2

˘

` ¨ ¨ ¨

“
2

?
n

´
2

?
m

ă
2

?
n
,

由此可以看出 tanu 是 Cauchy 列. �

例 2.3.3. 设 tanu 为数列, 如果存在常数 α ě 0, 0 ď q ă 1, 以及 N0, 使得当

n ą N0 时, 有

|an`1 ´ an| ď αqn,

则 tanu 为 Cauchy 数列.

证明. 当 m ą n ą N0 时, 有

|am ´ an| ď |am ´ am´1| ` |am´1 ´ am´2| ` ¨ ¨ ¨ ` |an`1 ´ an|

ď αqm´1 ` αqm´2 ` ¨ ¨ ¨ ` αqn

“ αqnpqm´n´1 ` qm´n´2 ` ¨ ¨ ¨ ` q ` 1q

ď α
qn

1 ´ q
.

上式对 m “ n 当然也成立. 由于 qn Ñ 0 pn Ñ 8q, 故任给 ε ą 0, 存在 N1, 使得

α
qN1

1 ´ q
ă ε.

于是, 当 m,n ą N “ maxtN0, N1u 时, 不妨设 m ě n, 有

|am ´ an| ď α
qn

1 ´ q
ď α

qN1

1 ´ q
ă ε,

这说明 tanu 为 Cauchy 数列. �

命题 2.3.1. Cauchy 数列必定是有界数列.

证明. 按定义, 取 ε “ 1, 则存在 N , 当 m, n ą N 时, 有

|am ´ an| ă 1
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令 M “ maxt|ak| ` 1
ˇ

ˇ 1 ď k ď N ` 1u, 则当 n ď N 时显然 |an| ď M ; 而当 n ą N

时, 有

|an| ď |an ´ aN`1| ` |aN`1| ă 1 ` |aN`1| ď M,

这说明 tanu 是有界数列. �
下面的定理是本节主要结果, 它反映了实数系的完备性质.

定理 2.3.2 (Cauchy 准则). tanu 为 Cauchy 数列当且仅当它是收敛的.

证明. 充分性: 设 tanu 收敛到 A. 则任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时, 有

|an ´A| ă
1
2
ε,

因此, 当 m,n ą N 时, 有

|am ´ an| ď |am ´A| ` |A´ an| ă
1
2
ε`

1
2
ε “ ε,

这说明 tanu 为 Cauchy 数列.

必要性: 设 tanu为 Cauchy数列, 由命题 2.3.1, tanu是有界数列, 记 A为其上

极限. 我们来说明 tanu 收敛到 A.

事实上, 由于 tanu 为 Cauchy 数列, 任给 ε ą 0, 存在 N , 当 m, n ą N 时, 有

|am ´ an| ă
1
2
ε,

即

´
1
2
ε ă am ´ an ă

1
2
ε, @ m, n ą N.

在上式中令 m Ñ 8, 利用上极限的保序性, 得

´
1
2
ε ď lim

mÑ8
am ´ an ď

1
2
ε, @ n ą N.

即

|A´ an| ď
1
2
ε ă ε, @ n ą N,

这说明 tanu 收敛到 A. �
注. p1q Cauchy 列未必是单调数列, 例如数列

!

an “
p´1qn

n

)

就是这样的例子.

p2q Cauchy准则的重要性在于,在不了解数列的单调性或极限的具体形式时往

往也能判断极限的存在性. 以后凡是涉及极限的场合都有相应的 Cauchy 准则.

习题 2.3

1. 判断下面的数列是否为 Cauchy 列:

p1q an “
sin 1

2
`

sin 2
22

` ¨ ¨ ¨ `
sinn
2n

;

p2q an “ 1 `
1

?
2

` ¨ ¨ ¨ `
1

?
n

;

p3q an “ 1 `
1
22

` ¨ ¨ ¨ `
1
n2

.
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2. 设 tanu 满足条件

lim
nÑ8

|an`p ´ an| “ 0, @ p ě 1,

则 tanu 是否必为 Cauchy 数列? (提示: 考虑本节例子.)

3. 定义 an “ 1 `
n
ř

k“1

1
n!

, 用 Cauchy 准则证明 tanu 是收敛的.

4. 设 |q| ă 1, 定义 an “
n
ř

k“1

qn, 用 Cauchy 准则证明 tanu 是收敛的.

5. 定义 an “
n
ř

k“1

p´1qk´1 1
k

, 用 Cauchy 准则证明 tanu 是收敛的.

6. 设 tbnu 为单调递增有界数列. 如果数列 tanu 满足条件

|an`1 ´ an| ď bn`1 ´ bn, @ n ě 1,

则 tanu 为 Cauchy 数列, 从而是收敛的.

7. 设 0 ď q ă 1 为常数, 数列 tanu 满足条件

|an`1 ´ an| ď q|an ´ an´1|, @ n ě 2,

证明 tanu 为 Cauchy 数列. 请用本题结论重新考察前节相关习题.

8. p˚q 设 tanu 为数列. 如果存在常数 M , 使得

|a2 ´ a1| ` |a3 ´ a2| ` ¨ ¨ ¨ ` |an`1 ´ an| ď M, @ n ě 1,

则称 tanu 为有界变差数列. 证明, 有界变差数列均为 Cauchy 数列.

9. p˚q 设 a0 “ a, a1 “ b, 定义

an “
1
2

pan´1 ` an´2q, @ n ě 2,

证明 tanu 为有界变差数列, 且 lim
nÑ8

an “
1
3

pa` 2bq.

§2.4 Stolz 公式

� 在初次阅读本章时, 本节内容可以略过, 也可以结合第五章第六节一起阅读.

在这一节我们给出计算极限的一个比较方便的办法, 它可以用来处理满足特

定条件的两个数列的商的极限. 先介绍一个引理.
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引理 2.4.1. 设 bk ą 0 p1 ď k ď nq, 且

m ď
ak

bk
ď M, @ 1 ď k ď n,

则有

m ď
a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

b1 ` b2 ` ¨ ¨ ¨ ` bn
ď M.

证明. 由已知条件, 得

mbk ď ak ď Mbk, @ 1 ď k ď n,

将这些不等式从 k “ 1 到 n 加起来, 即得

mpb1 ` b2 ` ¨ ¨ ¨ ` bnq ď pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anq ď Mpb1 ` b2 ` ¨ ¨ ¨ ` bnq,

由此易得欲证不等式. �

定理 2.4.2 (Stolz 公式之一). 设 txnu, tynu 为数列, 且 tynu 严格单调地趋于

`8. 如果

lim
nÑ8

xn ´ xn´1

yn ´ yn´1
“ A,

则

lim
nÑ8

xn

yn
“ A.

证明. 分情况讨论.

p1q A 为有限实数. 任给 ε, 由已知条件, 存在 N , 当 n ą N 时, 有

A´ ε ă
xn ´ xn´1

yn ´ yn´1
ă A` ε.

利用上面的引理, 当 n ą N 时, 有

A´ ε ă
xn ´ xN

yn ´ yN
“

pxn ´ xn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pxN`1 ´ xN q

pyn ´ yn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pyN`1 ´ yN q
ă A` ε,

从而有
ˇ

ˇ

ˇ

xn

yn
´A

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

`xn ´ xN

yn ´ yN
´A

˘yn ´ yN

yn
`
xN ´AyN

yn

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε`
|xN ´AyN |

|yn|
.

在上式中令 n Ñ 8, 利用 yn Ñ `8, 得

lim
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

xn

yn
´A

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε,
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因为 ε 是任意取的, 故有

lim
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

xn

yn
´A

ˇ

ˇ

ˇ
ď lim

nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

xn

yn
´A

ˇ

ˇ

ˇ
“ 0,

这说明 lim
nÑ8

xn

yn
“ A.

p2q A “ `8. 此时, 存在 N , 当 n ą N 时

xn ´ xn´1

yn ´ yn´1
ą 1,

即

xn ´ xn´1 ą pyn ´ yn´1q ą 0, @ n ą N.

特别地, n ą N 时 txnu 也是严格单调递增的, 且

xn ´ xN “ pxn ´ xn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pxN`1 ´ xN q

ą pyn ´ yn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pyN`1 ´ yN q “ yn ´ yN ,

由 yn Ñ `8 得 xn Ñ `8. 将 p1q 中 xn 和 yn 的位置互换, 得

lim
nÑ8

yn

xn
“ lim

nÑ8

yn ´ yn´1

xn ´ xn´1
“ lim

nÑ8

`xn ´ xn´1

yn ´ yn´1

˘´1
“ 0,

于是有

lim
nÑ8

xn

yn
“ lim

nÑ8

` yn

xn

˘´1
“ `8.

p3q A “ ´8. 这时只要将 xn 换成 ´xn, 然后利用 p2q 即可. �

定理 2.4.3 (Stolz公式之二). 设数列 tynu 严格单调递减趋于 0, 数列 txnu 也

收敛到 0. 如果

lim
nÑ8

xn ´ xn´1

yn ´ yn´1
“ A,

则

lim
nÑ8

xn

yn
“ A.

证明. 和前面定理的证明一样, 分情况讨论.

p1q A 为有限实数. 我们把极限的条件改写为

lim
nÑ8

xn ´ xn`1

yn ´ yn`1
“ A.

任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时,

A´ ε ă
xn ´ xn`1

yn ´ yn`1
ă A` ε,
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和上面定理中 p1q 的证明一样, 当 m ą n ą N 时, 有

pA´ εqpyn ´ ymq ď pxn ´ xmq ď pA` εqpyn ´ ymq,

令 m Ñ 8, 得

pA´ εqyn ď xn ď pA` εqyn, @ n ą N,

即

pA´ εq ď
xn

yn
ď pA` εq, @ n ą N,

这说明 xn{yn Ñ A pn Ñ 8q.

p2q A “ `8. 任给 M ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时, 有

xn ´ xn`1

yn ´ yn`1
ą M.

类似上面的证明, 当 m ą n ą N 时, 有

xn ´ xm ą Mpyn ´ ymq,

令 m Ñ 8, 得

xn ě Myn, @ n ą N,

即
xn

yn
ě M, @ n ą N,

这说明 xn{yn Ñ `8 pn Ñ 8q.

p3q A “ ´8. 将 p2q 中 xn 换成 ´xn 即可. �

例 2.4.1. 设 lim
nÑ8

an “ A, 则

lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

n2
“
A

2
.

证明. 因为 n2 关于 n 单调递增趋于 `8, 故由 Stolz 公式, 得

lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

n2
“ lim

nÑ8

nan

n2 ´ pn´ 1q2

“ lim
nÑ8

n

2n´ 1
an “

A

2
.

这个例子当然也可以直接用极限的定义证明. �

例 2.4.2. 设 k 为正整数, 则

lim
nÑ8

n
´1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk

nk`1
´

1
k ` 1

¯

“
1
2
.
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证明. 用 Stolz 公式, 有

lim
nÑ8

n
´1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk

nk`1
´

1
k ` 1

¯

“ lim
nÑ8

pk ` 1qp1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nkq ´ nk`1

pk ` 1qnk

“ lim
nÑ8

pk ` 1qnk ´ rnk`1 ´ pn´ 1qk`1s

pk ` 1qrnk ´ pn´ 1qks

“ lim
nÑ8

1
2kpk ` 1qnk´1 ` ¨ ¨ ¨

pk ` 1qknk´1 ` ¨ ¨ ¨

“
1
2
.

这个结果对于 k ą ´1 的实数都是成立的, 这涉及下一章函数极限的内容. �

例 2.4.3. 设 x1 P p0, 1q, xn`1 “ xnp1 ´ xnq, @ n ě 1. 证明 lim
nÑ8

nxn “ 1.

证明. 由归纳法易见 0 ă xn ă 1, @ n ě 1. 从而

xn`1 “ xnp1 ´ xnq ă xn,

即 txnu 是单调递减有界数列. 设 xn Ñ a pn Ñ 8q, 在上式中令 n Ñ 8, 得

a “ a ¨ p1 ´ aq,

解出 a “ 0, 即 xn Ñ 0. 从而有

lim
nÑ8

` 1
xn`1

´
1
xn

˘

“ lim
nÑ8

1
1 ´ xn

“ 1,

由 Stolz 公式, 有

lim
nÑ8

nxn “ lim
nÑ8

n

x´1
n

“ lim
nÑ8

n´ pn´ 1q

x´1
n ´ x´1

n´1

“ 1.

请读者思考: 如果不用 Stolz 公式, 此极限怎样证明 ? �
习题 2.4

1. 设 lim
nÑ8

an “ A, k 为非负整数, 则

lim
nÑ8

1
nk`1

pa1 ` 2ka2 ` ¨ ¨ ¨ ` nkanq “
A

k ` 1
.

2. 设 lim
nÑ8

npan ´Aq “ B, k 为正整数, 则

lim
nÑ8

n
´a1 ` 2ka2 ` ¨ ¨ ¨ ` nkan

nk`1
´

A

k ` 1

¯

“
B

k
`
A

2
.
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3. 设 a1 P p0, 1q, an`1 “ anp1 ´ anq, k 为正整数. 证明

lim
nÑ8

1
nk

pa1 ` 2ka2 ` ¨ ¨ ¨ ` nkanq “
1
k
.

4. 设 k ě 2 为正整数, 证明

lim
nÑ8

n2
´1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk

nk`1
´

1
k ` 1

´
1
2n

¯

“
k

12
.

5. 证明下列等式:

p1q lim
nÑ8

n´ 3
2 p1 `

?
2 ` ¨ ¨ ¨ `

?
nq “

2
3
; p2q lim

nÑ8
n´ 1

2

´

n
ÿ

k“1

?
k ´

2
3
n

3
2

¯

“
1
2
.

6. 设 a1 “ 1, an`1 “ an `
1

2an
, 证明

p1q lim
nÑ8

an
?
n

“ 1, p2q lim
nÑ8

a2
n ´ n

lnn
“

1
4
.

7. 设 lim
nÑ8

pan`1 ´ anq “ A, 证明 (p 为正整数):

p1q lim
nÑ8

an

n
“ A, p2q lim

nÑ8

1
np`1

n
ÿ

k“1

kp´1ak “
A

p` 1
.

8. 设 lim
nÑ8

pan`2 ´ anq “ A, 证明

p1q lim
nÑ8

an

n
“
A

2
, p2q lim

nÑ8

an`1 ´ an

n
“ 0.

9. 利用二项式定理证明下面的估计:

1`
1

n` 2
`

n´ 1
2npn` 2q2

ď

´

1`
1

npn` 2q

¯n

ď 1`
1

n` 2
`

n´ 1
2npn` 2q2

`
n´ 1

2npn` 2q3
.

10. 利用上一题和 Stolz 公式证明

lim
nÑ8

n
“

e´
`

1 `
1
n

˘n‰
“

1
2
e.

11. p1q 设 lim
nÑ8

nan “ 0, 证明 lim
nÑ8

p1 ` anqn “ 1;

p2q 证明 lim
nÑ8

n2
“ 1
n

´ ln
`

1 `
1
n

˘‰

“
1
2
;

p3q 利用 Stolz 公式证明 lim
nÑ8

n
`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

´ lnn´ γ
˘

“
1
2
.
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§2.5 实数系的基本性质

从前面几节的内容我们看到, 数列极限的存在性依赖于实数系的基本性质. 例

如, 我们用确界原理导出了有界单调数列的极限存在性, 进而导出了 Cauchy 准则.

为了进一步研究的需要, 我们再介绍实数的几条基本性质, 并说明这些基本性质之

间其实是互相等价的.

下面的结果通常称为 “闭区间套原理”.

定理 2.5.1 (Cantor). 设 tran, bnsu 为递降闭区间套序列, 即

ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą ran, bns Ą ¨ ¨ ¨ .

如果 lim
nÑ8

pbn ´ anq “ 0, 则存在惟一的点 c, 使得 c P ran, bns, @ n ě 1.

证明. 由已知条件我们知道,数列 tanu单调递增且有上界 b1, tbnu单调递减且

有下界 a1. 这说明 tanu 和 tbnu 都收敛, 设极限分别为 a, b. 由极限的保序性, 有

an ď a ď b ď bn, @ n ě 1.

即

0 ď b´ a ď bn ´ an Ñ 0 pn Ñ 8q,

这说明 a “ b. 于是 c “ a “ b P ran, bns, @ n ě 1. 如果另有 c1 P ran, bns, @ n ě 1, 则

由夹逼原理即知 c1 “ a “ b “ c. �

a1 b1a2 b2· · · · · ·an bn

ξ

图 2.1 闭区间套

注. 把定理中的闭区间套换成开区间套时结论一般不再成立, 如

p0, 1q Ą p0,
1
2

q Ą ¨ ¨ ¨ Ą p0,
1
n

q Ą ¨ ¨ ¨

是开区间套, 但这些开区间之交为空集.

例 2.5.1. 实数集 R 是不可数集.

证明. 我们来证明 r0, 1s是不可数的. (反证法)显然, r0, 1s是无限集,如果它不

是不可数的, 则一定是无限可数集, 因此可以记为

r0, 1s “ tx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn, ¨ ¨ ¨ u.
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将 r0, 1s三等分, 必有一个等分区间不含 x1, 记该区间为 ra1, b1s. 再对 ra1, b1s三等

分, 必有一个等分区间不含 x2, 记该区间为 ra2, b2s. 如此继续等分 ra2, b2s 等, 我们

就得到闭区间套

r0, 1s Ą ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą ran, bns Ą ¨ ¨ ¨ ,

使得 bn ´ an “ b´a
3n Ñ 0 pn Ñ 8q, 且 xn R ran, bns. 根据闭区间套原理, 存在

ξ P ran, bns, @ n ě 1. 显然 ξ P r0, 1s, 但 ξ ‰ xn, @ n ě 1. 这就导出了矛盾. �
这个例子说明无理数集是不可数的, 因此无理数远比有理数多, 因为下面的例

子表明有理数集是可数的.

例 2.5.2. 有理数集 Q 是可数集.

证明. 我们只要证明正有理数可数就可以了. 正有理数均可表示为形如 p{q 的

分数, 其中 p, q 为正整数, 且 p, q 无大于 1 的公共因子. 按照 p` q 的大小, 依据通

常的 “字典法则” 可将正有理数排成一列:

1 “ 1{1, 1{2, 2{1, 1{3, 3{1, 1{4, 2{3, 3{2, 4{1, ¨ ¨ ¨ ,

其中, 当 p ` q ă r ` s, 或 p ` q “ r ` s 但 p ă r 时将 p{q 排在 r{s 前面. 这样, 正

有理数不重不漏地出现在这一列中, 这说明正有理数集是可数的. �

定理 2.5.2 (Bolzano). R 中有界数列必有收敛子列.

证明. 设 txnu 为有界数列, 不妨设 tx1, x2, ¨ ¨ ¨ u Ă ra, bs. 将 ra, bs 二等分, 必有

一个小区间包含了数列 txnu中的无限项,记该小区间为 ra1, b1s,并取 xn1 P ra1, b1s.

再将 ra1, b1s二等分,仍有一个小区间含有 txnu中的无限项,记该小区间为 ra2, b2s,

取 xn2 P ra2, b2s, 且 n2 ą n1. 如此继续, 我们得到区间套

ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą rak, bks Ą ¨ ¨ ¨ , bk ´ ak “
1
2k

pb´ aq Ñ 0,

以及 txnu 的子列 txnk
u, 使得 xnk

P rak, bks, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

由闭区间套原理, 存在 c P rak, bks, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 由 |xnk
´ c| ď pbk ´ akq 容易

看出子列 txnk
u 以 c 为极限. �

Bolznao定理涉及到闭区间的一个重要性质,即紧致性. 为了描述它,我们先引

入几个预备性的概念.

设 x0 P R. 包含点 x0 的一个开区间称为 x0 的一个开邻域. 如果 δ ą 0, 则

px0 ´ δ, x0 ` δq 就是 x0 的一个开邻域. 设 A 为数集, 如果对任意的点 x0 P A, 均存

在 δ ą 0, 使得 px0 ´ δ, x0 ` δq Ă A, 则称 A 为 R 中的开集. R 本身当然是开集, 我

们约定空集也是开集. 如果一个数集的补集是开集, 则称该数集为闭集. 按照我们

的约定, 空集和 R 既是开集, 也是闭集.
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例 2.5.3. 在区间之中, pa, bq, pa,`8q 和 p´8, bq 为开集, 而 ra, bs, ra,`8q,

p´8, bs 为闭集, 有限点集和整数集 Z 也是闭集. r0, 1q 既不是开集也不是闭集.

设 Γ为一个集合,如果对于每一个元素 α P Γ,都对应一个集合 Aα,则称 tAαu

为以 Γ 为指标集的集合族, 或称 tAαu 是一族集合.

设 A为 R的子集, Aα (α P Γ)是数集族. 如果任给 a P A, 均存在某个 α, 使得

a P Aα, 则称 tAαu 是 A 的一个覆盖; 当覆盖中的每一个 Aα 均为开集时, 称 tAαu

是 A 的一个开覆盖. 如果 tAαu 是 A 的一个覆盖, Γ1 Ă Γ, 且 tAα1 u (α1 P Γ1) 仍为

A 的覆盖, 则称 tAα1 u 是 tAαu 的一个子覆盖. 如果 A 的任何开覆盖均存在有限子

覆盖 (即指标集 Γ1 为有限集的子覆盖), 则称 A 是紧致集合.

例 2.5.4. 对于任意正整数 n ě 1,定义 An “ p0, 2´1{nq. 则 tAn|n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u

为区间 p0, 2q 的开覆盖. 这个开覆盖不存在有限子覆盖, 因此开区间 p0, 2q 不是紧

致集合. 同理可证半开半闭区间也不是紧致集合.

下面的结果表明闭区间是紧致集合.

定理 2.5.3 (Heine-Borel). 闭区间 ra, bs 的任何开覆盖都有有限子覆盖.

证明. (反证法) 设 tAαu 为 ra, bs 的一个开覆盖. 如果 ra, bs 不能被有限个 Aα

所覆盖, 则二等分 ra, bs 后必有一个小区间也不能被有限个 Aα 所覆盖, 记该区间

为 ra1, b1s. 再将 ra1, b1s 二等分, 又必有一个小区间不能被有限个 Aα 所覆盖, 记该

区间为 ra2, b2s. 如此继续下去, 得闭区间套

ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą ran, bns Ą ¨ ¨ ¨ ,

使得 bn ´ an “ b´a
2n Ñ 0 pn Ñ 8q, 且每个 ran, bns 均不能被有限个 Aα 覆盖. 根

据闭区间套原理, 存在 ξ P ran, bns, @ n ě 1. 因为 tAαu 为 ra, bs 的开覆盖, 故存在

Aα0 , 使得 ξ P Aα0 . 因为 Aα0 为开集, 故存在 δ ą 0, 使得

pξ ´ δ, ξ ` δq Ă Aα0 .

易见 an, bn Ñ ξ pn Ñ 8q, 故存在 N , 当 n ą N 时

an, bn P pξ ´ δ, ξ ` δq.

这说明 ran, bns Ă pξ ´ δ, ξ ` δq Ă Aα0 pn ą Nq, 这与 ran, bns 不能被有限个 Aα 覆

盖相矛盾. �
ξ − δ ξ + δ

an bnξ

图 2.2 闭区间的紧性
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推论 2.5.4. R 中的有界闭集都是紧致集合.

证明. 设 A 是有界闭集, 不妨设 A Ă r´M,M s. 如果 tAαu 为 A 的一个开覆

盖, 则

tAc X p´M ´ 1,M ` 1q, Aαu

是闭区间 r´M,M s 的一个开覆盖. 由 Heine-Borel 定理, 它存在有限子覆盖, 这个

有限子覆盖当然也是 A 的覆盖, 从这个子覆盖中去掉 Ac X p´M ´ 1,M ` 1q 后仍

是 A 的覆盖. �
Heine-Borel 定理可以用来重新证明 Bolzano 定理. 证明如下: 设 tanu 为有界

数列, 不妨设 an 均包含于 ra, bs. 我们先证明存在 c P ra, bs, 使得 c 的任何开邻域

中均含有 tanu 中无限项. (反证法) 假设不然, 则对任意 x P ra, bs, 存在 δx ą 0, 使

得 px ´ δx, x ` δxq “ Ix 只含 tanu 中有限项. 显然, tIxuxPra,bs 为闭区间 ra, bs 的一

个开覆盖,因此存在有限子覆盖,从而 ra, bs只含有 tanu中有限项,这和 an 均含于

ra, bs 中相矛盾.

其次, 我们可以如下选取 tanu 的子列, 使之收敛到 c. 事实上, 先取 an1 P

pc´ 1, c` 1q. 再取 n2 ą n1, 使得 an2 P pc´ 1{2, c` 1{2q. 如此继续, 我们得到子列

tank
u, 使得 ank

P pc´ 1{k, c` 1{kq, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 显然, tank
u 收敛到 c. �

我们现在小结一下. 从实数系的确界原理出发, 我们得到了有界单调数列的收

敛性, 以及本节的这几个新定理. 我们要说明的是, 这几个基本结果其实都是相互

等价的. 等价的意思就是在承认其中一个结果的前提下可以推出另一结果, 即在构

造实数系的时候,我们只要验证它满足其中一个基本结果,则其余的结果自然成立.

下面的定理将这个等价性补完整了:

定理 2.5.5. 下列命题之间有如下关系:

p1q pBolzano 定理 ùñ Cauchy 准则q 如果 R 中有界数列均有收敛子列, 则 R
中 Cauchy 数列必收敛;

p2q pCauchy 准则 ùñ 确界原理q 如果 R 中 Cauchy 数列均收敛, 则 R 中有
上 p 下 q 界的集合必有上 p 下 q 确界.

证明. p1q 设 tanu 为 Cauchy 列, 则 tanu 有界, 从而有收敛子列 tank
u, 记其

极限为 A. 根据 Cauchy 列和数列极限的定义, 任给 ε ą 0, 存在 N0,K, 使得当

m,n ą N0, k ą K 时,

|am ´ an| ă
1
2
ε, |ank

´A| ă
1
2
ε.

取 k ą maxtN0,Ku, 则 nk ě k ą maxtN0,Ku. 于是当 n ą nk 时,

|an ´A| ď |an ´ ank
| ` |ank

´A| ă
1
2
ε`

1
2
ε “ ε,



60 第二章 极限

这说明 tanu 收敛到 A.

p2q 不妨设集合 A 有上界 M . 如果 M P A, 则 M 就是 A 的上确界. 下设

M R A. 取 m P A, 则闭区间 rm,M s 含有 A 中的数. 将 rm,M s 二等分, 如果
“m`M

2
,M

‰

中含有 A 中的数, 则记 a1 “
m`M

2
, b1 “ M ; 否则就记 a1 “ m,

b1 “
m`M

2
. 总之, ra1, b1s中含有 A中的数, b1 为 A的上界, 且 b1 R A (为什么?).

对 ra1, b1s 作同样的事情, 并如此继续, 我们就得到了两个数列 tanu 与 tbnu, 满足

条件:

• ran, bns XA ‰ H, @ n ě 1;

• bn 均为 A 的上界, 且 bn R A, @ n ě 1;

• bn ´ an “
M ´m

2n
;

• |an`1 ´ an| ď
M ´m

2n`1
, |bn ´ bn`1| ď

M ´m

2n`1
.

由例 2.3.3 知 tanu 和 tbnu 均为 Cauchy 数列, 它们收敛到同一数 c, 不难看出 c 为

A 的上确界. �

� 本节以下内容可以作为选读材料,

也可以在今后用到时再读.

下面我们再来看几个相关的应用.

例 2.5.5. 设函数 fpxq 是闭区间 ra, bs 上的单调递增函数, 且

fpaq ą a, fpbq ă b.

证明存在 ξ P pa, bq, 使得 fpξq “ ξ p 不动点 q.

证明. 将 ra, bs 二等分, 如果 fp
a` b

2
q “

a` b

2
, 则不动点已经找到. 否则, 当

f
`a` b

2
˘

ă
a` b

2
时,令 a1 “ a, b1 “

a` b

2
;当 f

`a` b

2
˘

ą
a` b

2
时,令 a1 “

a` b

2
,

b1 “ b, 总之仍有 fpa1q ą a1, fpb1q ă b1. 再将 ra1, b1s 二等分, 如果 f
`a1 ` b1

2
˘

“

a1 ` b1
2

, 则不动点已经找到. 否则, 当 f
`a1 ` b1

2
˘

ă
a1 ` b1

2
时, 令 a2 “ a1, b2 “

a1 ` b1
2

;当 f
`a1 ` b1

2
˘

ą
a1 ` b1

2
时,令 a2 “

a1 ` b1
2

, b2 “ b1,总之仍有 fpa2q ą a2,

fpb2q ă b2. 如此继续做区间等分, 如果在有限次之内都找不到不动点, 则我们就得

到区间套

ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą ran, bns Ą ¨ ¨ ¨ , bn ´ an “
b´ a

2n
Ñ 0.
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根据闭区间套原理,存在 ξ P ran, bns, @ n ě 1. 根据 an, bn 的选取以及 f 的单调性,

我们有

an ď fpanq ď fpξq ď fpbnq ď bn, @ n ě 1

令 n Ñ 8, 由极限的夹逼原理即得 fpξq “ ξ. �
设 A 为数集, x0 P A. 如果存在 δ ą 0, 使得 px0 ´ δ, x0 ` δq Ă A, 则称 x0 为 A

的内点.

例 2.5.6. 对于闭区间 ra, bs 来说, pa, bq 中的点均为内点; 有理数集 Q 和无理
数集 R ´ Q 均无内点.

下面的结果称为 Baire 纲定理.

定理 2.5.6 (Baire). 如果 tAnu 是一列没有内点的闭集, 则它们的并集

A “
ď

ně1

An “
␣

x
ˇ

ˇ存在 n ě 1 使得 x P An

(

也没有内点.

证明. 用反证法. 设 x0 P A 为内点, 则存在 δ0 ą 0, 使得 rx0 ´ δ0, x0 ` δ0s Ă A.

因为 A1 没有内点, 故存在 x1 P px0 ´ δ0, x0 ` δ0q ´ A1. 由于 A1 为闭集, 故存在

δ1 ą 0, 使得

rx1 ´ δ1, x1 ` δ1s Ă px0 ´ δ0, x0 ` δ0q, rx1 ´ δ1, x1 ` δ1s XA1 “ H.

不妨设 δ1 ă 1. 因为 A2 没有内点, 故存在 x2 P px1 ´ δ1, x1 ` δ1q ´A2. 由于 A2 为

闭集, 故存在 δ2 ą 0, 使得

rx2 ´ δ2, x2 ` δ2s Ă px1 ´ δ1, x1 ` δ1q, rx2 ´ δ2, x2 ` δ2s XA2 “ H.

不妨设 δ2 ă
1
2
. 如此继续, 我们得到闭区间套

rx1 ´ δ1, x1 ` δ1s Ą rx2 ´ δ2, x2 ` δ2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą rxn ´ δn, xn ` δns Ą ¨ ¨ ¨ ,

使得 rxn ´ δn, xn ` δns X An “ H, δn ă
1
n

pn ě 1q. 根据闭区间套原理, 存在

ξ P rxn ´ δn, xn ` δns, @ n ě 1. 因此

ξ R
ď

ně1

An “ A,

这和 ξ P rx1 ´ δ1, x1 ` δ1s Ă px0 ´ δ0, x0 ` δ0q Ă A 相矛盾. �
读者从 Baire 纲定理也可以马上看出实数全体 R 是不可数的集合.

下面的例题给出了 R 中紧致集合的刻画.
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例 2.5.7. R 中的数集 A 为紧致集合当且仅当 A 为有界闭集.

证明. 充分性在前面已经证明过了. 必要性: 设 A 为紧致集合. 考虑开区间

p´n, nq pn ě 1q, 显然,

A Ă R “
ď

ně1

p´n, nq,

因此 tp´n, nqu 是 A 的开覆盖, 从而存在有限子覆盖 tp´ni, niquk
i“1. 令

N “ maxtni | i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , ku

则

A Ă

k
ď

i“1

p´ni, niq “ p´N,Nq,

这说明 A 为有界集合. 为了说明 A 为闭集, 任取 x0 P Ac, 则

A Ă
ď

ně1

`

R ´
“

x0 ´
1
n
, x0 `

1
n

‰˘

“ R ´ tx0u,

同样由 A 的紧致性知, 存在 nj p1 ď j ď lq, 使得

A Ă

l
ď

j“1

`

R ´
“

x0 ´
1
nj
, x0 `

1
nj

‰˘

“ R ´
“

x0 ´
1
M
,x0 `

1
M

‰

,

其中 M “ maxtnj | j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , lu. 这说明

`

x0 ´
1
M
,x0 `

1
M

˘

Ă
“

x0 ´
1
M
,x0 `

1
M

‰

Ă Ac,

即 x0 为 Ac 的内点, 因此 Ac 为开集, A 为闭集. �
下面的例题描述的是 R 的 “连通” 性, 以后我们将证明连续函数的介值定理,

它所依赖的就是 R 和 R 中区间的 “连通” 性.

例 2.5.8. R 中的非空数集 A 既是开集又是闭集当且仅当 A “ R.

证明. 只要证明必要性即可. 设 A 既是开集又是闭集, x0 P A. 因为 A 为开集,

存在 δ ą 0, 使得

px0 ´ δ, x0 ` δq Ă A.

令

y0 “ supty | rx0, yq Ă Au,

则 y0 ą x0, rx0, y0q Ă A. 如果 y0 ă `8, 则当 y0 P A 时, 存在 η ą 0, 使得

py0 ´ η, y0 ` ηq Ă A,
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从而 px0, y0 ` ηq Ă A, 这与 y0 的定义相矛盾; 如果 y0 P Ac, 因为 A 为闭集, 故存

在 η1 ą 0, 使得

py0 ´ η1, y0 ` η1q Ă Ac,

这与 rx0, y0q Ă A 相矛盾. 因此只能 y0 “ `8, 即 rx0, `8q Ă A. 同理可证

p´8, x0s Ă A, 因此 A “ R. �

例 2.5.9. 设 fpxq 为 R 上定义的函数. 如果对任意的 x0 P R, 均存在 δ0 ą 0

以及常数 c0, 使得

fpxq “ c0, @ x P px0 ´ δ0, x0 ` δ0q,

则称 f 为局部常值函数. 证明, R 上的局部常值函数必为常值函数.

证明. 任取 c P fpRq, 考虑

f´1pcq “ tx P R | fpxq “ cu

根据题设知 f´1pcq 为开集. 显然, 当 c ‰ c1 时, f´1pcq X f´1pc1q “ H, 于是有

R ´ f´1pcq “
ď

c1‰c

f´1pc1q,

这说明 R ´ f´1pcq也是开集,即 f´1pcq既是开集又是闭集,由前例, f´1pcq “ R,即

fpxq ” c. �
习题 2.5

1. 设 pan, bnq 为开区间套

pa1, b1q Ą pa2, b2q Ą ¨ ¨ ¨ Ą pan, bnq Ą ¨ ¨ ¨ , bn ´ an Ñ 0 pn Ñ 8q,

如果数列 tanu和 tbnu分别是严格单调递增和严格单调递减的,则存在惟一的

c P pan, bnq, @ n ě 1.

2. 设 A Ă R, 令

dpAq “ sup
␣

|x1 ´ x2|
ˇ

ˇx1, x2 P A
(

,

称为 A 的直径. 证明, A 为有界集合当且仅当 dpAq ă 8.

3. 设 A 为闭集, tanu 为 A 中数列. 如果 tanu 收敛, 则其极限仍属于 A.

4. 证明闭集套原理: 设 An 为 R 上非空闭集套

A1 Ą A2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą An Ą ¨ ¨ ¨ ,

如果 dpAnq Ñ 0 pn Ñ 8q, 则存在惟一的点 c P An, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .
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5. 如果给定一族两两不相交的区间, 则这些区间只有至多可数个 (提示: 在每一

个区间内取一个有理点).

6. 设 tAαu pα P Γq 是一族集合, 定义

ď

αPΓ

Aα “
␣

x
ˇ

ˇ存在 α P Γ, 使得 x P Aα

(

,

称为这一族集合的并集. 类似地, 令

č

αPΓ

Aα “
␣

x
ˇ

ˇx P Aα, @ α P Γ
(

,

称为这一族集合的交集. 证明

`

ď

α

Aα

˘c
“
č

α

Ac
α,

`

č

α

Aα

˘c
“
ď

α

Ac
α.

7. 用定义证明一族开集的并集仍为开集, 一族闭集的交集仍为闭集.

8. p˚q 证明任何开区间 pa, bq 均不能写成一族两两不相交的闭区间的并.

9. 设 An pn ě 1q 为一列可数集. 证明
8
Ť

n“1
An 为可数集.

10. 如果 tanu 是有界但发散的数列, 则它必有两个收敛于不同值的收敛子列. (提

示: 先用 Bolzano 定理.)

11. 设 tanu 不是 Cauchy 列, 则存在 ε0 ą 0 以及子列 tank
u, 使得

|ank`1 ´ ank
| ě ε0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

12. 设 fpxq是定义在区间 I 中的函数, 如果对任意 x P I, 均存在 δx ą 0 以及 Mx,

使得

|fpyq| ď Mx, @ y P px´ δx, x` δxq X I,

则称 f 是局部有界的. 证明, 闭区间上局部有界的函数都是有界函数.

13. 设 f 为 R 上的局部单调递增函数, 即任给 x0 P R, 存在 δ ą 0, 使得 f 在

px0 ´ δ, x0 ` δq 是单调递增的. 证明 f 在整个 R 上也是单调递增的.

14. p˚q不按照我们给出的证明顺序,请证明关于实数系的几个基本定理的等价性.

15. p˚q 设每一点 x P R 均为函数 f : R Ñ R 的局部最小值点, 则 f 的值域 fpRq

是一个至多可数集.
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自然界的许多现象都是连续变化的, 例如在一定范围内的气温, 气压, 地球引

力等等. 当用函数来描述这些现象的时候, 就自然地出现了函数的连续性概念. 我

们将使用在前一章中发展起来的极限理论来定义连续性并研究连续函数的基本性

质, 特别是闭区间上连续函数的介值定理和最值定理. 我们还将运用极限理论定义

连续函数的积分运算.

§3.1 函数的极限

如同数列的极限那样, 我们用 ε´ δ 语言来讨论当变量趋于某一点 (或无穷远)

时函数取值的变化趋势.

§3.1.1 函数极限的定义

设 x0 P R, δ ą 0. 我们将开区间 px0 ` δ, x0 ` δq称为 x0 的一个开邻域,两个开

区间之并 px0 ´ δ, x0q Y px0, x0 ` δq 称为 x0 的一个去心开邻域或空心开邻域.

定义 3.1.1. 设函数 fpxq在点 x0 的一个空心开邻域 px0 ´δ0, x0qYpx0, x0 `δ0q

中有定义. 如果存在 A P R, 使得对任意给定的 ε ą 0, 都存在 0 ă δ ă δ0, 当

0 ă |x´ x0| ă δ 时, 有

|fpxq ´A| ă ε,

则称函数 fpxq 在 x0 处 p 当 x 趋于 x0 时 q 有极限 A, 记为

lim
xÑx0

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A px Ñ x0q.

需要注意的是, f 在 x0 处的极限与 f 在 x0 处的值没有直接关系, f 甚至可以

在 x0 处没有定义.

例 3.1.1. 研究函数
x2 ´ 1

2x2 ´ 3x` 1
在 x0 “ 1 处的极限.

解. 当 x ‰ 1 时

x2 ´ 1
2x2 ´ 3x` 1

“
px` 1qpx´ 1q

px´ 1qp2x´ 1q
“

x` 1
2x´ 1

,

因此, 任给 ε ą 0, 取 δ “ mint 1
4 ,

ε
6u, 当 0 ă |x´ 1| ă δ 时

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ 1
2x2 ´ 3x` 1

´ 2
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

x` 1
2x´ 1

´ 2
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

3px´ 1q

2x´ 1

ˇ

ˇ

ˇ
ă 6|x´ 1| ă ε.

这说明该函数在 x0 “ 1 处的极限为 2. �

65
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完全类似地, 我们也可以定义 x0 处的单侧极限: 如果存在 A P R, 使得对任意

给定的 ε ą 0, 都存在 0 ă δ ă δ0, 当 ´δ ă x´ x0 ă 0 时, 有

|fpxq ´A| ă ε,

则称函数 fpxq 在 x0 处 p 当 x 趋于 x´
0 时 q 有左极限 A, 记为

lim
xÑx´

0

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A px Ñ x´
0 q.

fpxq 在 x0 处的左极限也记为 fpx´
0 q 或 fpx0 ´ 0q. 如果存在 A P R, 使得对任意给

定的 ε ą 0, 都存在 0 ă δ ă δ0, 当 0 ă x´ x0 ă δ 时, 有

|fpxq ´A| ă ε,

则称函数 fpxq 在 x0 处 p 当 x 趋于 x`
0 时 q 有右极限 A, 记为

lim
xÑx`

0

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A px Ñ x`
0 q.

fpxq 在 x0 处的右极限也记为 fpx`
0 q 或 fpx0 ` 0q. 显然, 如果 f 在 x0 处极限存在,

则其左右极限也存在且等于此极限.

例 3.1.2. 考虑函数

fpxq “

$

&

%

1, x ą 0,

0, x ď 0,

研究 f 在 x0 “ 0 处的极限.

解. f 在 0 的左边为常数 0, 右边为常数 1, 故 f 在 0 处的左极限为 0, 右极限

为 1. 因为左右极限不相等, 故 f 在 0 处的极限不存在. �
一般地, 我们有

命题 3.1.1. f 在 x0 处有极限的充分必要条件是 f 在 x0 的左极限和右极限

都存在且相等.

证明. 只要证明充分性即可. 设 f 在 x0 处的左极限和右极限均为 A. 由定义,

任给 ε ą 0, 存在 δ1 ą 0, δ2 ą 0, 使得

|fpxq ´A| ă ε, x P px0 ´ δ1, x0q; |fpxq ´A| ă ε, x P px0, x0 ` δ2q.

记 δ “ mintδ1, δ2u, 则

|fpxq ´A| ă ε, 0 ă |x´ x0| ă δ,

因此 f 在 x0 处的极限为 A. �

例 3.1.3. 研究函数 fpxq “ rxs 的极限.
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−2 −1 1 2

−1

+1

f(x) = [x]

0
x

y

图 3.1 rxs 的图像

解. 当 k ď x ă k ` 1 (k 为整

数) 时, fpxq “ k. 这说明, 当 x0 不

是整数时, f 在 x “ x0 处的极限等

于 fpx0q “ rx0s; 当 x0 为整数时, f

在 x “ x0 处的左极限为 x0 ´ 1, 右

极限为 x0. �
数列极限的许多结果都可以推

广到函数极限的情形, 如下面的夹

逼原理和极限的惟一性.

命题 3.1.2 (夹逼原理). 设在

x0 的一个空心开邻域内有

f1pxq ď fpxq ď f2pxq.

如果 f1, f2 在 x0 的处的极限存在且等于 A, 则 f 在 x0 处的极限也等于 A.

证明. 与数列极限的夹逼原理完全类似, 用定义证明即可, 略. �

命题 3.1.3 (极限的惟一性). 设 A, B 均为 f 在 x0 处的极限, 则 A “ B.

证明. 利用不等式

0 ď |A´B| ď |fpxq ´A| ` |fpxq ´B|

和夹逼原理即可. �

命题 3.1.4 (绝对值的极限). 设 f 在 x0 处的极限 A, 则 |f | 在 x0 处的极限

为 |A|.

证明. 利用不等式

0 ď
ˇ

ˇ|fpxq| ´ |A|
ˇ

ˇ ď |fpxq ´A|

和夹逼原理即可. �
下面的函数极限是本课程中的一个基本极限.

例 3.1.4. 研究函数
sinx
x
在 x0 “ 0 处的极限.
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A

B

C

D

O
x

图 3.2 基本极限之一

解. 先考虑 0 ă x ă
π

2
的情形.

作半径为 1 的圆 (单位圆), O 为圆

心, A, D 为圆周上的点, 角 ∠AOD
大小为 x, DC, BA 均与 OA 垂直,

B 在 OD 的延长线上. 比较三角

形 △OAD, 扇形 OAD 以及三角形

△OAB 的面积大小, 得

1
2

sinx ă
1
2
x ă

1
2

tanx,

即

cosx ă
sinx
x

ă 1, @ x P p0,
π

2
q.

由于 cosx 和
sinx
x
为偶函数, 故上

式对 x P p´π
2 , 0q 也成立. 因此当 0 ă |x| ă π

2 时, 有
ˇ

ˇ

ˇ

sinx
x

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ
ă 1 ´ cosx “ 2 sin2 x

2
ď 2

`x

2
˘2

“
x2

2
.

由夹逼原理得

lim
xÑ0

sinx
x

“ 1.

注. 当 |x| ě
π

2
时,

| sinx| ď 1 ă
π

2
ď |x|,

因此我们得到下面的不等式:

| sinx| ď |x|, @ x P R,

等号仅在 x “ 0 处成立.

例 3.1.5. 证明

lim
xÑx0

sinx “ sinx0, lim
xÑx0

cosx “ cosx0, @ x0 P R.

证明. p1q 任给 ε ą 0, 取 δ “ ε, 当 0 ă |x´ x0| ă δ 时, 有

| sinx´ sinx0| “ 2
ˇ

ˇ cos
x` x0

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ sin
x´ x0

2

ˇ

ˇ

ď 2
ˇ

ˇ

x´ x0

2

ˇ

ˇ “ |x´ x0| ă δ “ ε.

p2q 关于 cosx 的极限可象 p1q 一样证明, 也可这样做:

lim
xÑx0

cosx “ lim
xÑx0

sin
`π

2
´ x

˘

“ sin
`π

2
´ x0

˘

“ cosx0.

我们再来看两个关于函数极限的例子.
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例 3.1.6. 设 x0 ě 0. 研究函数 fpxq “
?
x 在 x0 处的极限.

解. 当 x0 “ 0 时, 任给 ε ą 0, 取 δ “ ε2, 当 0 ă x ă δ 时

|
?
x´ 0| “

?
x ă

?
δ “ ε,

因此 lim
xÑ0`

?
x “ 0.

当 x0 ą 0 时, 任给 ε ą 0, 取 δ “ ε
?
x0, 当 0 ă |x´ x0| ă δ 时

|
?
x´

?
x0| “

|x´ x0|
?
x`

?
x0

ď
|x´ x0|

?
x0

ă ε,

因此 lim
xÑx0

?
x “

?
x0. �

例 3.1.7. 研究函数
?
x sin

1
x
在 x0 “ 0 处的右极限.

解. 当 x ą 0 时
ˇ

ˇ

?
x sin

1
x

ˇ

ˇ ď
?
x,

因此由上例及夹逼原理知

lim
xÑ0`

?
x sin

1
x

“ 0.

例 3.1.8. 设 a ą 0. 研究函数 ax 在 x0 “ 0 的极限.

解. 当 a “ 1 时 ax “ 1, 因此 lim
xÑ0

ax “ 1; 当 a ą 1 时, 任给 1 ą ε ą 0, 取

δ “ mint´ logap1 ´ εq, logap1 ` εqu,

当 0 ă |x| ă δ 时

logap1 ´ εq ă x ă logap1 ` εq,

即

1 ´ ε ă ax ă 1 ` ε,

也就是

|ax ´ 1| ă ε,

这说明 lim
xÑ0

ax “ 1.

当 0 ă a ă 1 时, 任给 1 ą ε ą 0, 取

δ “ mint| logap1 ´ εq|, | logap1 ` εq|u,

当 0 ă |x| ă δ 时, 有

logap1 ` εq ă x ă logap1 ´ εq,
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即

1 ´ ε ă ax ă 1 ` ε,

也就是

|ax ´ 1| ă ε,

这说明 lim
xÑ0

ax “ 1. �

例 3.1.9. 设 a ą 0, a ‰ 1. 研究 fpxq “ loga x 在 x0 “ 1 处的极限.

解. 不妨设 a ą 1. 任给 ε ą 0, 必存在 δ ą 0, 使得

a´ε ă 1 ´ δ ă 1 ` δ ă aε,

当 0 ă |x´ 1| ă δ 时, 有

a´ε ă 1 ´ δ ă x ă 1 ` δ ă aε,

即

| loga x´ 0| ă ε,

从而 lim
xÑ1

loga x “ 0. �
下面我们讨论函数在涉及无穷大或无穷远时的极限.

定义 3.1.2. 设 f 在 x0 的一个空心开邻域中有定义. 如果任给 A ą 0, 均存在

δ ą 0, 当 0 ă |x´ x0| ă δ 时, 有 fpxq ą A, 则称 f 在 x0 处的极限为 `8, 记为

lim
xÑx0

fpxq “ `8 或 fpxq Ñ `8 px Ñ x0q.

如果任给 A ă 0, 均存在 δ ą 0, 当 0 ă |x ´ x0| ă δ 时, 有 fpxq ă A, 则称 f 在 x0

处的极限为 ´8, 记为

lim
xÑx0

fpxq “ ´8 或 fpxq Ñ ´8 px Ñ x0q.

对于这种极限,夹逼原理和惟一性仍然成立. 我们也可以完全类似地给出 f 在

x0 处的左极限或右极限为无穷大的定义, 这里不赘述. 有时, 当我们说 f 在 x0 处

的极限为无穷大是指 |f | 在 x0 处的极限为 `8.

定义 3.1.3. 设 f 在 `8 的一个开邻域 pa,`8q 中有定义. 如果存在 A P R,

使得对于任给的 ε ą 0, 存在 M ą a, 当 x ą M 时, 有

|fpxq ´A| ă ε,
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则称 f 在 `8 处有极限 A, 记为

lim
xÑ`8

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A px Ñ `8q.

类似地, 设 f 在 ´8 的一个开邻域 p´8, aq 中有定义. 如果存在 A P R, 使得

对于任给的 ε ą 0, 存在 m ă a, 当 x ă m 时, 有

|fpxq ´A| ă ε,

则称 f 在 ´8 处有极限 A, 记为

lim
xÑ´8

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A px Ñ ´8q.

如果 f 在 ´8 以及 `8 处的极限均为 A, 则称 f 在 8 (无穷远) 处有极限 A,

记为

lim
xÑ8

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A px Ñ 8q.

我们可以类似地给出 f 在无穷远处极限为无穷大的定义, 这里也不再赘述.

下面的函数极限是本课程的另一个重要的基本极限.

例 3.1.10. 研究函数 p1 ` 1
x qx 在无穷远处的极限.

解. 当 x ě 1 时,

`

1 `
1

rxs ` 1
˘rxs

ď
`

1 `
1
x

˘x
ď
`

1 `
1

rxs

˘rxs`1
,

其中 rxs 是不超过 x 的最大整数. 因此

`

1 `
1

rxs ` 1
˘rxs`1`1 `

1
rxs ` 1

˘´1
ď
`

1 `
1
x

˘x
ď
`

1 `
1

rxs

˘rxs`1 `
1

rxs

˘

.

利用数列极限

lim
nÑ8

`

1 `
1
n

˘n
“ e

以及夹逼原理得

lim
xÑ`8

`

1 `
1
x

˘x
“ e.

类似可证 lim
xÑ´8

p1 ` 1
x qx “ e. �

§3.1.2 函数极限的性质

我们来讨论函数极限存在与否的判别方法和计算方法, 主要以有限极限为例.

定理 3.1.5 (Heine). 设函数 f 在 x0 的一个空心开邻域内有定义, 则 f 在 x0

处的极限为 A 当且仅当对任何收敛点列 xn Ñ x0 pn Ñ 8q 且 xn ‰ x0 p@ nq, 均有

lim
nÑ8

fpxnq “ A.
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证明. 先证必要性. 由定义, 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 使得当 0 ă |x ´ x0| ă δ

时, 有

|fpxq ´A| ă ε.

现在设 xn Ñ x0, xn ‰ x0. 仍由极限定义, 对于上述 δ, 存在 N , 使得当 n ą N 时

0 ă |xn ´ x0| ă δ. 因此当 n ą N 时, 有

|fpxnq ´A| ă ε,

这说明 lim
nÑ8

fpxnq “ A.

我们用反证法来证明充分性. 如果 f 在 x0 处极限不为 A (极限可能不存在),

则存在 ε0 ą 0, 使得对任何 δ ą 0, 都存在 xδ, 使得

0 ă |xδ ´ x0| ă δ, |fpxδq ´A| ě ε0.

特别地, 对 @ n ě 1, 均存在 xn, 使得

0 ă |xn ´ x0| ă
1
n
, |fpxnq ´A| ě ε0.

这说明 xn Ñ x0, xn ‰ x0, 但 fpxnq 不收敛到 A. �
注. p1q Heine 定理可以改述成下面应用起来较为方便的形式:

fpxq 在 x0 处有极限 ðñ @ xn Ñ x0 pxn ‰ x0q, lim
nÑ8

fpxnq 存在.

这时充分性的证明是这样的: 只要说明如果 fpxnq 均收敛, 则它们的极限必定都

相同. (反证法) 如果存在 x1
n Ñ x0, x1

n ‰ x0, fpx1
nq Ñ A 以及 x2

n Ñ x0, x2
n ‰ x0,

fpx2
nq Ñ B. 当 B ‰ A时,考虑新的点列 xn,使得 x2k “ x1

2k, x2k´1 “ x2
2k´1 pk ě 1q,

则 xn Ñ x0, xn ‰ x0 但 fpxnq 不收敛, 这就得到矛盾.

p2q 对于单侧极限, 无穷远处的极限以及极限为无穷大的情形, 有完全类似的

Heine 型定理.

例 3.1.11. 研究函数 fpxq “ sin
1
x
在 x0 “ 0 处的极限.

解. 我们选取点列 xn “
1
nπ
以及 yn “

1
2nπ ` π

2

, 则 xn, yn Ñ 0, xn, yn ‰ 0, 且

fpxnq “ 0, fpynq “ 1, 根据刚才的注记就知道 f 在 x0 “ 0 的极限不存在. �

定理 3.1.6 (Cauchy 准则). 设 f 在 x0 的一个空心开邻域中有定义, 则 f 在

x0 处存在有限极限当且仅当任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 使得当 0 ă |x1 ´ x0| ă δ,

0 ă |x2 ´ x0| ă δ 时, 有

|fpx1q ´ fpx2q| ă ε.
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证明. 必要性: 设 f 在 x0 处的极限为 A, 则任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 使得当

0 ă |x´ x0| ă δ 时, |fpxq ´A| ă
ε

2
. 因此, 当 0 ă |x1 ´ x0| ă δ, 0 ă |x2 ´ x0| ă δ 时,

有

|fpx1q ´ fpx2q| ď |fpx1q ´A| ` |fpx2q ´A| ă
1
2
ε`

1
2
ε “ ε.

充分性: 我们用 Heine 定理来证. 设 xn Ñ x0, xn ‰ x0, 则已知条件告诉我们

tfpxnqu 是一个 Cauchy 列, 根据数列极限的 Cauchy 准则, tfpxnqu 收敛. 于是由

Heine 定理知 f 在 x0 处的极限存在 (且有限). �
注. p1q 对于无穷远处极限为有限的情形, Cauchy 准则仍然成立.

p2q 从证明过程可以看出, f 在 x0 处不存在有限极限当且仅当存在 ε0 ą 0, 使

得对任意 δ ą 0, 总有 x1, x2, 使得

0 ă |x1 ´ x0| ă δ, 0 ă |x2 ´ x0| ă δ, |fpx1q ´ fpx2q| ě ε0.

例 3.1.12. 研究 Dirichlet 函数

Dpxq “

$

&

%

1, x P Q

0, x P R ´ Q,

的极限.

解. 在任何一点 x0 附近都有点取值为 0 或 1, 取 ε “ 1, 由刚才的注记 p2q 即

知 D 在 x0 处极限不存在. �

定理 3.1.7 (单调有界原理). 设函数在 px0 ´ δ, x0q 中有定义, 如果 f 单调递

增且有上界, 或单调递减且有下界, 则 f 在 x0 的左极限存在 p 且有限 q.

证明. 利用数列的单调性原理以及 Heine 定理即可. �
注. 如果 f 单调递增又无上界, 则 f 在 x0 处的左极限为 `8; 如果 f 单调递

减又无下界, 则 f 在 x0 处的左极限为 ´8; 对于函数的右极限有完全类似的结论.

下面我们叙述函数极限的一些基本性质, 它们和数列极限相应的性质十分类

似, 因此我们省略其证明.

定理 3.1.8. p1q p 局部有界性 q 如果 f 在 x0 处有有限极限, 则 f 在 x0 的一

个空心开邻域内有界.

p2q p 保序性 q 设 f, g 在 x0 处的极限分别为 A,B. 如果 fpxq ě gpxq 在 x0 的

一个空心开邻域内成立, 则 A ě B; 反之, 如果 A ą B, 则在 x0 内一个空心开邻域

内 fpxq ą gpxq; 特别地, 如果 A ą 0, 则在 x0 的一个空心开邻域内 fpxq ą 0.

p3q p 四则运算 q 设 f , g 在 x0 处有有限极限, 则

• lim
xÑx0

rαfpxq ` βgpxqs “ α lim
xÑx0

fpxq ` β lim
xÑx0

gpxq, 其中 α, β 为常数;
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• lim
xÑx0

fpxqgpxq “ lim
xÑx0

fpxq ¨ lim
xÑx0

gpxq;

• lim
xÑx0

fpxq{gpxq “ lim
xÑx0

fpxq{ lim
xÑx0

gpxq, 其中 lim
xÑx0

gpxq ‰ 0.

注. 对于无穷远处的极限有完全类似的结论成立.

下面关于复合函数的极限也很有用.

定理 3.1.9 (复合函数的极限). 设 fpyq 在 y0 处的极限为 A, gpxq 在 x0 处

的极限为 y0, 且存在 x0 的一个空心开邻域, 在此开邻域内 gpxq ‰ y0, 则复合函数

fpgpxqq 在 x0 处的极限为 A.

证明. 任给 ε ą 0, 由 lim
yÑy0

fpyq “ A 知, 存在 δ ą 0, 当 0 ă |y ´ y0| ă δ 时, 有

|fpyq ´A| ă ε.

又因为 gpxq Ñ y0 px Ñ x0q,对于这个 δ,存在 η ą 0,使得当 0 ă |x´ x0| ă η 时,有

0 ă |gpxq ´ y0| ă δ,

此时有

|fpgpxqq ´A| ă ε,

这说明 fpgpxqq 在 x0 处的极限为 A. �
注. p1q 定理中的条件 gpxq ‰ y0 一般不能去掉, 下面的函数就是例子: 令

fpyq “

$

&

%

1, y ‰ 0,

0, y “ 0,

以及 gpxq ” 0, 则 lim
yÑ0

fpyq “ 1, 但 fpgpxqq “ 0. 不过, 当 fpy0q “ A 时这个条件是

可以去掉的 (为什么?).

p2q 对于无穷远处的极限以及极限为无穷大的情形也有完全类似的结果.

我们再来计算一些函数极限的例子, 有些例子在后面的课程中可能会用到.

例 3.1.13. 研究函数 p1 ` xq
1
x 在 x0 “ 0 处的极限.

解. 作变量替换 y “
1
x

, 则

p1 ` xq
1
x “

`

1 `
1
y

˘y

当 x Ñ 0 时 y Ñ 8, 由复合函数的极限以及例 3.1.10, 有

lim
xÑ0

p1 ` xq
1
x “ lim

yÑ8

`

1 `
1
y

˘y
“ e.
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例 3.1.14. 设 a ą 0, a ‰ 1. 研究 fpxq “ loga x 在 x0 ą 0 处的极限.

解. 上一小节已证 lim
xÑ1

loga x “ 0, 因此

lim
xÑx0

loga x “ loga x0 ` lim
xÑx0

loga

` x

x0

˘

“ loga x0.

例 3.1.15. 设 a ą 0, 研究函数
ax ´ 1
x

在 x0 “ 0 处的极限.

解. 不妨设 a ‰ 1. 作变量替换 y “ ax ´ 1, 则 x Ñ 0 时 y Ñ 0. 于是

lim
xÑ0

ax ´ 1
x

“ lim
yÑ0

y

logap1 ` yq

“ lim
yÑ0

1

logarp1 ` yq
1
y s

“
1

loga e
“ ln a.

例 3.1.16. 设 a ą 1, k P R, 则

lim
xÑ`8

xk

ax
“ 0.

证明. 当 k ě 0, x ą 1 时,

0 ă
xk

ax
ď

prxs ` 1qk

arxs
“

prxs ` 1qk

arxs`1
a,

由前一章例 2.1.9 和夹逼原理知

lim
xÑ`8

xk

ax
“ 0.

当 k ă 0, x ą 1 时,

0 ă
xk

ax
ă a´x ď a´rxs,

仍由夹逼原理知极限为零. �

例 3.1.17. 设 P pxq, Qpxq 是次数相同的多项式, 求极限 lim
xÑ8

P pxq{Qpxq.

证明. 设 P pxq, Qpxq 次数为 n. 记

P pxq “ a0x
n ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an, Qpxq “ b0x
n ` b1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bn,

其中 a0, b0 ‰ 0. 由
P pxq

Qpxq
“
a0 ` a1x

´1 ` ¨ ¨ ¨ ` anx
´n

b0 ` b1x´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bnx´n

以及极限的四则运算性质可得

lim
xÑ8

P pxq

Qpxq
“
a0

b0
.

习题 3.1
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1. 给出下列几种函数极限的定义:

p1q lim
xÑx´

0

fpxq “ `8, p2q lim
xÑx`

0

fpxq “ ´8,

p3q lim
xÑ`8

fpxq “ ´8, p4q lim
xÑ´8

fpxq “ `8.

2. 按照极限的定义证明

p1q lim
xÑ0

x´ 1
x2 ´ 3

“
1
3
; p2q lim

xÑ1

4x´ 4
x2 ´ 1

“ 2; p3q lim
xÑ2´

a

4 ´ x2 “ 0;

p4q lim
xÑ`8

x2 ´ 3
x2 ´ 5

“ 1; p5q lim
xÑ2

x

x2 ´ 4
“ 8; p6q lim

xÑ`8
p
?
x` 1 ´

?
xq “ 0;

p7q lim
xÑ1`

x´ 1
?
x2 ´ 1

“ 0; p8q lim
xÑ8

x2 ` x

x` 2
“ 8; p9q lim

xÑ`8
px´

a

x2 ´ aq “ 0.

3. 求下列函数极限 (m,n 为正整数)

p1q lim
xÑ1

x4 ´ 1
x´ 1

; p2q lim
xÑ0

px` hq2 ´ h2

x
; p3q lim

xÑ0

?
3x` 1;

p4q lim
xÑ8

x2 ` 1
2x2 ´ x´ 1

; p5q lim
xÑ0

x2 ` 2
3x2 ` 4x

; p6q lim
xÑ1

1 ´ xm

1 ´ xn
;

p7q lim
xÑ0

p1 ` xqn ´ 1
x

; p8q lim
xÑ0

?
a2 ` x´ |a|

x
; p9q lim

xÑ0

?
1 ` x´

?
1 ´ x

x
.

4. 求下列函数极限 (m,n 为正整数)

p1q lim
xÑ0

p1 `mxqn ´ p1 ` nxqm

x2
; p2q lim

xÑ1

m
?
x´ 1

n
?
x´ 1

;

p3q lim
xÑ0

p1 `mxq
1
n ´ p1 ` nxq

1
m

x
; p4q lim

xÑ1

` m

1 ´ xm
´

n

1 ´ xn

˘

.

5. 求下列函数极限

p1q lim
xÑ0

sin 4x
x

; p2q lim
xÑ0

1 ´ cos 2x
x2

; p3q lim
xÑ0

tanx´ sinx
x3

;

p4q lim
xÑ0

x sin
1
x2

; p5q lim
xÑa

sin2 x´ sin2 a

x´ a
; p6q lim

xÑ0

sinpx3q

sin2 x
.

6. 求下列函数极限 (k ą 0)

p1q lim
xÑ0

xr
1
x

s; p2q lim
xÑ`8

rxs

x
; p3q lim

xÑ`8

lnx
xk

;

p4q lim
xÑ0

p1 ` x2q
1
x ; p5q lim

xÑ`8

`1 ` x

3 ` x

˘x; p6q lim
xÑ0

p1 ` xqa ´ 1
x

.

7. 求下列极限

p1q lim
nÑ`8

sinpπ
a

n2 ` 1q; p2q lim
nÑ`8

sin2pπ
a

n2 ` nq;

p3q lim
nÑ`8

cosn x
?
n

; p4q lim
nÑ`8

`

cos
x

2
cos

x

4
¨ ¨ ¨ cos

x

2n

˘

;

p5q lim
nÑ8

n sin
1
n

; p6q lim
nÑ8

`n` x

n´ 1
˘n
.



§3.2 无穷小 (大) 量的阶 77

8. 设 0 ă a ă 1, 求极限 lim
xÑ`8

rp1 ` xqa ´ xas.

9. 求极限 lim
nÑ`8

sinpsinp¨ ¨ ¨ psinxqqq (n 次复合函数).

10. 求极限 lim
xÑx0

Rpxq, 其中 Rpxq 为 Riemann 函数:

Rpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
q , x “

p
q , p, q 为互素正整数, p ă q;

1, x “ 0, 1;

0, x 为 p0, 1q 中的无理数.

11. 设 f 为周期函数, 如果 lim
xÑ`8

fpxq “ C, 则 f ” C.

12. p˚q 设 f, g 为两个周期函数, 如果 lim
xÑ`8

rfpxq ´ gpxqs “ 0, 则 f “ g.

13. p˚q 设 lim
xÑ0

fpxq “ 0, lim
xÑ0

1
x

“

fp2xq ´ fpxq
‰

“ 0, 证明 lim
xÑ0

fpxq

x
“ 0.

§3.2 无穷小 (大) 量的阶

在对两个变化量进行比较时, 我们有时不需要知道它们的确切大小, 而只需了

解它们之间的量级关系, 我们现在可以用极限来刻画这些量级关系.

定义 3.2.1 (无穷小量与无穷大量). 如果函数 f 在 x0 处的极限为 0, 则称 f

在 x Ñ x0 时为无穷小量, 记为 fpxq “ op1q px Ñ x0q; 如果 x Ñ x0 时 |f | Ñ `8,

则称 f 在 x Ñ x0 时为无穷大量.

注. p1q 无穷小 (大) 量不是一个数, 而是在某点邻域内有特定性质的函数. 在

无穷远处也可以类似定义无穷小量与无穷大量;

p2q对于数列也可以定义无穷小量与无穷大量: 设 tanu和 tbnu为两个数列,如

果 an{bn Ñ 0 pn Ñ 8q, 则称 tanu 关于 tbnu 是无穷小量, 记为 an “ opbnq; 无穷大

量可类似定义.

例 3.2.1. 说明
?
x` 1 ´ 1 “ op1q px Ñ 0q.

解. 因为
?
x` 1 ´ 1 “

x
?
x` 1 ` 1

Ñ 0 px Ñ 0q,

故由定义知
?
x` 1 ´ 1 在 x Ñ 0 时为无穷小量. �

我们可以利用无穷小量和无穷大量来比较函数. 例如, 设 f , g 在 x Ñ x0 时均

为无穷小 (大) 量, 则
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p1q 如果 f{g 在 x Ñ x0 时是无穷小量, 则称当 x Ñ x0 时 f 是 g 的高 (低) 阶

无穷小 (大) 量, 记为

fpxq “ opgpxqq px Ñ x0q;

p2q 如果 f{g 在 x0 的一个空心邻域中有界, 则记

fpxq “ Opgpxqq px Ñ x0q;

p3q如果 f{g 在 x0 处的极限为 A ‰ 0, 则称当 x Ñ x0 时 f 和 g 是同阶无穷小

(大) 量, 记为

fpxq “ O˚pgpxqq px Ñ x0q;

特别地, 如果 A “ 1, 则称当 x Ñ x0 时 f 和 g 是等价无穷小 (大) 量, 记为

f „ g px Ñ x0q.

p4q 设 k ą 0. 如果

|fpxq| “ O˚p|x´ x0|kq px Ñ x0q,

则称当 x Ñ x0 时 f 是 k 阶无穷小量; 如果

|fpxq| “ O˚p|x´ x0|´kq px Ñ x0q,

则称当 x Ñ x0 时 f 是 k 阶无穷大量. k 为正整数时也可将定义中的绝对值去掉.

注. 这些量级的比较也可在无穷远处进行, 此时 fpxq 可与 xk 进行比较.

例 3.2.2. 证明 1 ´ cosx „
1
2
x2 px Ñ 0q.

证明. 根据前节的结果, 有

lim
xÑ0

1 ´ cosx
x2

“ lim
xÑ0

2 sin2 1
2x

x2
“ 2

`1
2
˘2

“
1
2
.

例 3.2.3. 设 P pxq 是 n 次多项式, 则 P pxq “ O˚pxnq px Ñ 8q.

证明. 在前一节最后一例中取 Qpxq “ xn 即可. �
下面的结果在计算极限的时候十分有用.

定理 3.2.1 (等价代换). 设 x Ñ x0 时, f „ f1, g „ g1. 如果 f1{g1 在 x0 处

有极限, 则 f{g 在 x0 处有极限, 且极限相等; 反之亦然.

证明. 只要注意到

f{g “ pf{f1qpf1{g1qpg1{gq,

以及当 x Ñ x0 时 f{f1 Ñ 1, g{g1 Ñ 1 即可. �
注. 等价代换在无穷远处也可进行.
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例 3.2.4. 求极限 lim
xÑ0

sinαx
sinβx

.

解. 因为当 x Ñ 0 时 sinαx „ αx, sinβx „ βx, 故

lim
xÑ0

sinαx
sinβx

“ lim
xÑ0

αx

βx
“
α

β
.

例 3.2.5. 求极限 lim
xÑ0

tanx´ sinx
x3

.

解. 当 x Ñ 0 时,

tanx´ sinx “
sinx
cosx

p1 ´ cosxq „ x
`1
2
x2
˘

“
1
2
x3,

故

lim
xÑ0

tanx´ sinx
x3

“
1
2
.

需要注意的是, 等价代换不能用于加法和减法运算, 例如在上面的例子中, 当

x Ñ 0 时, 有

tanx „ sinx „ x,

但 tanx´ sinx 不能代换为零. �

例 3.2.6. 求极限 lim
xÑ0

ln cosx
tan2 x

.

解. 先来说明

lnp1 ` xq „ x px Ñ 0q.

事实上, 根据前一节例 3.1.13, 有

lnp1 ` xq

x
“ lnrp1 ` xq

1
x s Ñ ln e “ 1 px Ñ 0q.

于是, 当 x Ñ 0 时, 有

ln cosx “ lnr1 ´ p1 ´ cosxqs „ ´p1 ´ cosxq „ ´
1
2
x2.

另一方面

tan2 x “
sin2 x

cos2 x
„ x2 px Ñ 0q,

利用等价代换得

lim
xÑ0

ln cosx
tan2 x

“ ´
1
2
.

习题 3.2

1. 证明下列各式:

p1q x sin
?
x „ x

3
2 px Ñ 0`q; p2q

b

1 `
?
x´ 1 “ op1q px Ñ 0q;

p3q
a

1 ` x2 ´ 1 „
x2

2
px Ñ 0q; p4q

1
1 ´ x2

“ 1 ` x2 `Opx4q px Ñ 0q.
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2. 当 x Ñ 0` 时, 求下列无穷小量的阶并写出等价无穷小量:

p1q
?
x sinx; p2q

?
1 ` x´

?
1 ´ x; p3q lnp1 ` xq ´ lnp1 ´ xq;

p4q
3
?

1 ` 3x´ 1; p5q 4x2 ´ 5x` 10x6; p6q
?

1 ` tanx´
?

1 ` sinx.

3. 当 x Ñ `8 时, 讨论下列无穷大量的阶:

p1q x´ 5x3 ` x6; p2q
x5 ` 1
x4 ` 1

; p3q
x4

x2 ´ x` 1
;

p4q

b

x2 `
?
x; p5q

c

1 `

b

1 `
?
x; p6q x ln2 x.

4. 设 fpxq “ op1q px Ñ x0q, 证明当 x Ñ x0 时

p1q opfpxqq ` opfpxqq “ opfpxqq;

p2q opcfpxqq “ opfpxqq, 其中 c 为常数;

p3q gpxq ¨ opfpxqq “ opfpxqgpxqq, 其中 gpxq 为有界函数;

p4q ropfpxqqsk “ opfkpxqq;

p5q
1

1 ` fpxq
“ 1 ´ fpxq ` opfpxqq.

5. 用等价替换求极限:

p1q lim
xÑ0

x tanx
1 ´ cosx

; p2q lim
xÑ0

?
1 ` x4 ´ 1
1 ´ cos2 x

;

p3q lim
xÑ0

tanptanxq

x
; p4q lim

xÑ0

?
1 ` x` x2 ´ 1

sin 2x
.

6. 设 P pxq 为多项式, 如果 P pxq “ opxnq px Ñ 8q, 则 P pxq 的次数小于 n.

7. 设 f : p0,`8q Ñ R 满足条件 fp2xq “ fpxq, fpxq “ op1q px Ñ `8q. 证明

f ” 0.

8. p˚q 设 fpxq “ op1q, fp2xq ´ fpxq “ Opxq px Ñ 0q. 证明 fpxq “ Opxq px Ñ 0q.

§3.3 连续函数

连续变化的量用数学的语言来刻画就是连续函数,这是本课程的主要研究对象

之一.
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§3.3.1 连续函数的定义

定义 3.3.1 (连续性). 如果 f 在 x0 的一个邻域中有定义且 f 在 x0 处的极限

等于 fpx0q, 则称 f 在 x0 处连续, x0 称为 f 的一个连续点; 如果 f 在 x0 处的左

极限等于 fpx0q, 则称 f 在 x0 处左连续; 如果 f 在 x0 处的右极限等于 fpx0q, 则

称 f 在 x0 处右连续; 在定义域内每一点都连续的函数称为连续函数.

注. p1q 如果 x0 不是 f 的连续点, 则称 x0 是 f 的一个间断点. 显然, f 在 x0

处连续当且仅当 f 在 x0 处左连续和右连续. 我们还可以用 Heine 定理来描述连

续性: f 在 x0 处连续当且仅当对任意收敛到 x0 的点列 xn, 均有 fpxnq Ñ fpx0q

pn Ñ 8q.

p2q 用 ε ´ δ 的语言来描述 f 在 x0 处连续就是: 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当

|x´ x0| ă δ 时, 有

|fpxq ´ fpx0q| ă ε.

p3q˚ 上半连续和下半连续: 如果任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 |x´ x0| ă δ 时, 有

fpxq ą fpx0q ´ ε,

则称 f 在 x0 处下半连续; 如果任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 |x´ x0| ă δ 时, 有

fpxq ă fpx0q ` ε,

则称 f 在 x0 处上半连续.

p4q连续点和连续性的概念可以推广到在 R的子集X 上定义的函数 f : X Ñ R
上: x0 P X 为 f 的连续点是指当 x P X, x Ñ x0 时 fpxq Ñ fpx0q. 因此, 当

X “ ra, bs 时, f 为 ra, bs 上的连续函数是指 f 在 pa, bq 中每一点都连续, 且在 a 处

右连续, 在 b 处左连续.

例 3.3.1. 根据前面两节的计算, 我们已经知道下面的初等函数都是连续的:

C p常值函数q, x, sinx, cosx,
?
x, loga x pa ą 0, a ‰ 1q.

例 3.3.2. 如果 f 为连续函数, 则 |f | 也是连续函数.

解. 设 f 在 x0 处连续, 则由

0 ď
ˇ

ˇ|fpxq| ´ |fpx0q|
ˇ

ˇ ď |fpxq ´ fpx0q|

以及夹逼原理知 |fpxq| 在 x0 处连续. �
我们再看两个初等的连续函数的例子.
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例 3.3.3. 研究函数 fpxq “
1
x

px ‰ 0q 的连续性.

解. 设 x0 ą 0. 任给 ε ą 0, 取 δ “ min
␣

1
2x0,

1
2x

2
0ε
(

, 当 |x´ x0| ă δ 时

ˇ

ˇ

ˇ

1
x

´
1
x0

ˇ

ˇ

ˇ
“

|x´ x0|

|xx0|
ď

2|x´ x0|

x2
0

ă ε,

因此 fpxq 在 x0 处连续. 完全类似地可证明, 当 x0 ă 0 时, f 在 x0 处也连续. 因此
1
x
为连续函数. �

例 3.3.4. 研究函数 fpxq “ ax pa ą 0q 的连续性.

解. a “ 1 时 fpxq “ 1 为常值函数, 因此是连续函数. 设 a ‰ 1, x0 P R, 则

lim
xÑx0

ax “ lim
xÑx0

ax0ax´x0 “ ax0 lim
yÑ0

ay “ ax0 .

因此 fpxq 为连续函数. �
利用下面的两个定理可以得到连续函数的更多例子.

定理 3.3.1 (连续函数的四则运算). 设 fpxq, gpxq 都在 x0 处连续, 则

p1q αfpxq ` βgpxq 在 x0 处连续, 其中 α, β 为常数;

p2q fpxqgpxq 在 x0 处连续;

p3q 当 gpx0q ‰ 0 时, fpxq{gpxq 在 x0 处连续.

证明. 由函数极限的四则运算性质即可得到. �

例 3.3.5. 如果 f , g 为连续函数, 则 maxtf, gu 和 mintf, gu 均为连续函数.

解. 当 f , g 连续时, f ` g, f ´ g 均连续. 并且可以直接验证

maxtf, gu “
1
2
␣

pf ` gq ` |f ´ g|
(

, mintf, gu “
1
2
␣

pf ` gq ´ |f ´ g|
(

.

于是 maxtf, gu 和 mintf, gu 均为连续函数. �

例 3.3.6. 有理函数的连续性.

因为 fpxq “ x 为连续函数, 因此 x2 “ x ¨ x, x3 “ x ¨ x ¨ x, ¨ ¨ ¨ , xn pn ě 1q 都是

连续函数; 同理, 因为 fpxq “ x´1 连续, 因此 xn pn ď ´1q 也是连续函数. 进一步,

有理函数 (即两个多项式之商) 在定义域内均为连续函数. �

例 3.3.7. 三角函数的连续性.

因为 sinx, cosx 为连续函数, 故三角函数

cscx “
1

sinx
, secx “

1
cosx

, tanx “
sinx
cosx

, cotx “
cosx
sinx

在定义域内均为连续函数. �
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定理 3.3.2 (复合函数的连续性). 设函数 fpyq 在 y0 处连续, 函数 gpxq 在 x0

处的极限为 y0, 则有

lim
xÑx0

fpgpxqq “ f
`

lim
xÑx0

gpxq
˘

“ fpy0q,

特别地, 当 g 在 x0 处连续时, 复合函数 fpgpxqq 在 x0 处也连续.

证明. 因为函数 fpyq 在 y0 处连续, 故任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 |y ´ y0| ă δ

时,

|fpyq ´ fpy0q| ă ε.

对于这个 δ, 因为 gpxq Ñ y0 px Ñ x0q, 故存在 η ą 0, 使得当 0 ă |x´ x0| ă η 时,

|gpxq ´ y0| ă δ,

从而

|fpgpxqq ´ fpy0q| ă ε,

即 fpgpxqq Ñ fpy0q “ f
`

lim
xÑx0

gpxq
˘

. �

例 3.3.8. 设 α ‰ 0, 研究幂函数 fpxq “ xα 的连续性.

解. 设 α ą 0. 先来说明 fpxq 在 x “ 0 处是连续的. 事实上, 任给 ε ą 0, 取

δ “ ε
1
α , 当 |x| ă δ 时

|xα ´ 0| “ p|x|qα ď pε
1
α qα “ ε.

因此 fpxq 在 x “ 0 处连续.

如果 x ą 0, 则 xα “ eα ln x, 根据复合函数的连续性, 我们知道 fpxq连续;如果

x ă 0, 则 xα “ p´1qαeα ln |x|, 仍由复合函数的连续性知 fpxq 连续.

如果 α ă 0, 则

xα “
` 1
x

˘´α
,

因此当 x ‰ 0 时函数是连续的. 总之, 在定义域内, 幂函数是连续的. �

§3.3.2 间断点与单调函数

单调函数和可逆函数之间有很密切的联系, 我们先来研究单调函数的连续性.

例 3.3.9. 研究单调函数 fpxq “ rxs 的连续性, 其中 rxs 表示不超过 x 的最大

整数.

解. 当 k ď x ă k ` 1 pk 为整数q 时, rxs “ k. 因此, 当 x 不是整数时, fpxq 在

x 处连续. 当 x “ k 为整数时, fpxq 在 k 处的左极限为 k ´ 1, 右极限为 k. 这说明

fpxq 的间断点恰为所有的整数点. �
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定义 3.3.2. 设 x0为 fpxq的一个间断点. 如果 fpxq在 x0处的左极限 fpx0´0q

和右极限 fpx0 ` 0q 都存在且有限, 则称 x0 为第一类间断点; 其它的间断点都称为

第二类间断点.

左极限和右极限不相等的第一类间断点称为跳跃间断点; 左极限和右极限相

等的第一类间断点称为可去间断点.

根据定义, 函数 fpxq “ rxs 的间断点都是跳跃间断点.

例 3.3.10. 研究 Riemann 函数

Rpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
q , x “

p
q , p, q 为互素正整数, p ă q;

1, x “ 0, 1;

0, x 为 p0, 1q 中的无理数.

的连续性.

解. 设 x0 P r0, 1s, 我们说明 Rpxq 在 x0 处的极限为 0, 因而 fpxq 的间断点为

有理点, 它们都是可去间断点.

任给 ε ą 0, 因为满足条件
1
p

ě ε (即 p ď
1
ε
) 的正整数只有有限多个, 相应的

分数
q

p
pq ď pq 也只有有限多个, 记为 txiu

k
i“1. 令

δ “ mint|xi ´ x0|
ˇ

ˇxi ‰ x0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , ku,

当 x P r0, 1s, 0 ă |x ´ x0| ă δ 时, 如果 x 为无理数, 则 Rpxq “ 0; 如果 x “
q

p
为有

理数, 则

Rpxq “
1
p

ă ε,

总之, 均有

|Rpxq ´ 0| “ Rpxq ă ε,

这说明 Rpxq 在 x0 处的极限为 0. �

例 3.3.11. 研究 fpxq “

$

&

%

sin
1
x
, x ‰ 0,

0, x “ 0
的连续性.

解. 我们已经知道 fpxq 在 x “ 0 处无极限, 因此 x “ 0 为 fpxq 的第二类间断

点. 其它的点均为 fpxq 的连续点. �
下面的结果说明单调函数在定义域内部的间断点都是跳跃间断点.

命题 3.3.3. 设 fpxq 是区间 pa, bq 中的单调函数, x0 P pa, bq. 如果 x0 为 fpxq

的间断点, 则 x0 是跳跃间断点.
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证明. 由单调性知 fpxq在 x0 处的左极限和右极限都存在且有限,当 f 单调递

增时, 有

fpx0 ´ 0q ď fpx0q ď fpx0 ` 0q,

当 f 单调递减时, 有

fpx0 ´ 0q ě fpx0q ě fpx0 ` 0q.

因此, 如果 x0 为 fpxq 的间断点, 则 x0 必为跳跃间断点. �

命题 3.3.4. p˚q 设 fpxq 是定义在区间 I 中的单调函数, 则 fpxq 的间断点为

至多可数多个.

证明. 不妨设 fpxq 单调递增, 且 I 为开区间. 假设 x1 ă x2 为间断点, 则

fpx1 ´ 0q ď fpx1q ď fpx1 ` 0q ď fpx2 ´ 0q ď fpx2q ď fpx2 ` 0q.

x1 x2

f(x1 − 0)

f(x1 + 0)

f(x2 − 0)

f(x2 + 0)

0
x

y

图 3.3 单调函数的间断点

因此, 区间 pfpx1 ´ 0q, fpx1 ` 0qq 和 pfpx2 ´ 0q, fpx2 ` 0qq 不相交. 如果我们把每一

个间断点 x 均对应到开区间 pfpx ´ 0q, fpx ` 0qq, 则这些开区间互不相交. 这样的

开区间只有至多可数多个, 因此 fpxq 的间断点也至多可数. �
从以上命题的证明可以得到

命题 3.3.5. 设 fpxq 是定义在区间 I 中的严格单调函数, 则 fpxq 连续当且仅

当 fpIq 也是区间.

证明. 不妨设 fpxq 严格单调递增. 如果 fpIq 为区间, 则 fpxq 没有间断点, 这

是因为间断点 x0 对应的区间 pfpx0 ´ 0q, fpx0 ` 0qq 不在值域内, 从而会分割值域.

即值域为区间时 f 是连续的.

如果 f 连续, 则由下一节的介值定理知 fpIq 为区间. �
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推论 3.3.6. 定义在区间 I 中的严格单调连续函数 fpxq 一定是可逆的, 且其

逆也是严格单调连续的.

证明. 不妨设 fpxq 严格单调递增. 由上一命题知 fpIq “ J 是区间. 因为映

射 f : I Ñ J 是一一映射, 故它是可逆的. 设 y1 ă y2 P J , 记 x1 “ f´1py1q,

x2 “ f´1py2q. 如果 x1 ě x2, 则因为 f 单调递增, 故 y1 “ fpx1q ě fpx2q “ y2, 这就

得到矛盾. 这说明

x1 “ f´1py1q ă x2 “ f´1py2q,

因此 f´1 是 J 上的严格单调递增函数. 因为 f´1pJq “ I 为区间, 由上一命题即知

f´1 连续. �
注. 利用下一节的介值定理可以证明, 区间上的连续函数可逆当且仅当它是严

格单调的.

定理 3.3.7. 初等函数在其定义域内均为连续函数.

证明. 我们已经证明了常值函数, 三角函数, 幂函数, 指数函数与对数函数在其

定义域内是连续的. 根据上面的推论, 反三角函数在其定义域内也是连续的. 这些

基本初等函数在四则运算以及复合之下也都是连续函数. �
利用初等函数的连续性,求函数极限的时候通常就可以直接代入定义域内的变

量值来计算.

例 3.3.12. 求函数 fpxq “
`2 ` x

1 ` x

˘1`
?

1`
?

2x´1
在 x0 “ 1 处的极限.

解. fpxq 是连续函数, 因此

lim
xÑ1

fpxq “ fp1q “
`3
2
˘1`

?
1`

?
2´1

“
`3
2
˘1`

?
2
.

习题 3.3

1. 研究下列函数在 x “ 0 处的连续性:

p1q fpxq “
a

|x|, p2q fpxq “ sinprxsq, p3q fpxq “
rxs lnp1 ` xq

1 ` sinx
.

2. 研究下列函数的连续性:

p1q fpxq “ sgnpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´1, x ă 0,

0, x “ 0,

1, x ą 0.

p2q fpxq “

$

&

%

x

sinx
, x ‰ kπ,

1, x “ kπ.
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3. 求下列函数的间断点并判断间断点的类型:

p1q fpxq “

$

&

%

x, x 为有理数,

´x, x 为无理数.
p2q fpxq “

$

&

%

p1 ` x2q
1

x2 , x ‰ 0,

0, x “ 0.

4. 求下列函数的间断点并判断间断点的类型:

p1q fpxq “

$

&

%

e´ 1
x2 , x ‰ 0,

0, x “ 0.
p2q fpxq “

$

&

%

sinpπxq, x 为有理数,

0, x 为无理数.

5. 求 a, b, c 的值, 使得下面的函数是连续函数:

fpxq “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

1, x ď ´1,

ax2 ` bx` c, |x| ă 1, x ‰ 0,

2, x “ 0,

3, x ě 1.

6. 证明, 如果 f2 为连续函数, 则 |f | 也是连续函数.

7. 设函数 fpxq 在 x0 处连续, 且 fpx0q ą 0, 证明, 存在 δ ą 0, 当 |x ´ x0| ď δ 时

fpxq ą
1
2
fpx0q.

8. 证明, 如果一个连续函数在有理数上取值为零, 则它恒为零; 两个连续函数如

果在有理点上取值相同, 则它们是相等的函数. (提示: 无理数可以用有理数逼

近.)

9. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数, 且任给 x P ra, bs, 均存在 y P ra, bs, 使得

fpyq ď
1
2
fpxq,

证明, 存在 ξ P ra, bs, 使得 fpξq ď 0.

10. 设 fpxq 为连续函数, c ą 0 为任意给定的常数, 证明函数

fcpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´c, 当 fpxq ă ´c 时,

fpxq, 当 |fpxq| ď c 时,

c, 当 fpxq ą c 时

也是连续函数.
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11. 设 f 为 ra, bs 上的连续函数, 定义

Mpxq “ sup
aďtďx

fptq, mpxq “ inf
aďtďx

fptq, x P ra, bs,

则 Mpxq 和 mpxq 也是 ra, bs 上的连续函数.

12. p˚q 设 fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数, 且存在 α ą 0, 使得

|fp2xq ´ fpxq| ď xα, @ x P r0, 1s,

证明, 存在常数 C, 使得

|fpxq ´ fp0q| ď Cxα, @ x P r0, 1s.

13. p˚q 设 fpxq 是 pa, bq 中定义的无第二类间断点的函数, 如果对任意的两点 x,

y P pa, bq, 均有

f
`x` y

2
˘

ď
1
2
“

fpxq ` fpyq
‰

,

则 f 为 pa, bq 中的连续函数.

14. p˚q 设 R 上定义的函数 f 满足条件

fpx` yq “ fpxq ` fpyq, @ x, y P R.

则当 f 连续或单调时, 必存在常数 c, 使得 fpxq “ cx, @ x P R.

15. p˚q设 f 为 R上的连续函数, 如果对任意的 x, y P R均有 fpx` yq “ fpxqfpyq,

则要么 f 恒为零, 要么存在常数 a ą 0, 使得 fpxq “ ax, @ x P R.

§3.4 闭区间上连续函数的性质

前面一节已经涉及到在区间上定义的连续函数的性质,我们现在做进一步的研

究. 我们将会发现, 函数的性质密切依赖于实数系的基本性质.

§3.4.1 最值定理和介值定理

连续函数的性质实际上是实数系的基本性质的某种反映.对于本节中的几个重

要定理, 我们一般给出两个不同的证明, 读者可以从中体会关于实数性质的基本结

果是如何运用来研究连续函数的.

定理 3.4.1 (有界性定理). 设 fpxq 为闭区间 ra, bs 上的连续函数, 则 fpxq 在

ra, bs 上有界.
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证明. 我们用两种方法来证明.

证法一: 用反证法. 假设 fpxq 无界, 则存在点列 txnu Ă ra, bs, 使得

|fpxnq| ě n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

因为 txnu 为有界点列, 故存在收敛子列 txniu, 使得

lim
iÑ8

xni “ x0 P ra, bs.

又因为 fpxq 在 x0 处连续, 故

lim
iÑ8

fpxniq “ fpx0q.

特别地, tfpxniqu 是有界点列, 这和 |fpxniq| ě ni p @ i ě 1q 相矛盾.

证法二: 任取 x P ra, bs, 因为 f 在 x 处连续, 故存在 δx ą 0, 使得

|fpx1q ´ fpxq| ď 1, @ x1 P px´ δx, x` δxq X ra, bs.

区间族
␣

px´ δx, x` δxq
(

xPra,bs
组成了闭区间 ra, bs的一个开覆盖,因此存在有限子

覆盖, 记为
␣

pxi ´ δxi , xi ` δxiq, i “ 1, 2, . . . , k
(

.

令 M “ max
1ďiďk

t|fpxiq| ` 1u. 任取 x P ra, bs, 设 x P pxi ´ δxi , xi ` δxiq, 则

|fpxq| ď |fpxq ´ fpxiq| ` |fpxiq| ď 1 ` |fpxiq| ď M,

这说明 fpxq 是有界的. �
注. 闭区间的条件不能减弱, 例如函数 fpxq “

1
x
在 p0, 1s 上连续, 但无界.

定理 3.4.2 (最值定理). 设 fpxq 为闭区间 ra, bs 上的连续函数, 则 fpxq 在

ra, bs 上必取到最大值和最小值, 即存在 x˚, x˚ P ra, bs, 使得

fpx˚q ď fpxq ď fpx˚q, @ x P ra, bs.

证明. 我们用两种方法证明.

证法一:根据有界性定理, fpxq有界,因此 fpra, bsq必有上确界和下确界. 记上

确界为 M , 则存在点列 txnu Ă ra, bs, 使得

M ´
1
n

ď fpxnq ď M.

根据夹逼原理, fpxnq Ñ M pn Ñ 8q. 因为 txnu 为有界点列, 故存在收敛子列

txniu, 使得

lim
iÑ8

xni
“ x˚ P ra, bs.
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因为 fpxq 在 x˚ 处连续, 故 fpxniq Ñ fpx˚q pi Ñ 8q. 这说明 M “ fpx˚q, M 即为

fpxq 的最大值. 同理可证最小值可以取到, 或考虑 ´f 的最大值即可.

证法二: 用反证法. 设 M 为 f 的上确界, 但 fpxq ‰ M , @ x P ra, bs. 考虑函数

F pxq “
1

M ´ fpxq
, x P ra, bs.

F pxq是 ra, bs上的正的连续函数. 由有界性定理,存在正数 K ą 0,使得 F pxq ď K.

从而

fpxq ď M ´
1
K
, @ x P ra, bs.

这与 M 为 f 的上确界相矛盾,因此 M 必被 fpxq取到. 下确界的情形同理可证. �
注. 闭区间的条件不能减弱, 如 fpxq “ x, x P p0, 1s 是连续的, 但在 p0, 1s 上达

不到最小值.

定理 3.4.3 (零值定理, Bolzano). 设 fpxq 为闭区间 ra, bs 上的连续函数, 且

fpaqfpbq ă 0, 则存在 ξ P pa, bq, 使得 fpξq “ 0.

证明. 我们用两种方法证明.

证法一: 用闭区间套原理. 不妨设 fpaq ă 0, fpbq ą 0. (反证法) 假设 fpxq ‰ 0,

@ x P pa, bq. 将 ra, bs 二等分, 如果 f
`a` b

2
˘

ą 0, 则取 a1 “ a, b1 “
a` b

2
; 如果

f
`a` b

2
˘

ă 0, 则取 a1 “
a` b

2
, b1 “ b, 总之 fpa1q ă 0, fpb1q ą 0. 再将 ra1, b1s 二

等分, 用 ra2, b2s表示满足 fpa2q ă 0, fpb2q ą 0的那一半小区间. 如此继续,我们得

到闭区间套

ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ Ą ran, bns Ą ¨ ¨ ¨ ,

满足 fpanq ă 0, fpbnq ą 0, 且

bn ´ an “
b´ a

2n
Ñ 0, n Ñ 8.

由闭区间套原理, 存在 x0 P ra, bs, 使得

lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

bn “ x0.

根据 f 的连续性, 有

0 ě lim
nÑ8

fpanq “ fpx0q “ lim
nÑ8

fpbnq ě 0,

从而 fpx0q “ 0. 显然 x0 ‰ a, b, 这就导出了矛盾.

证法二: 不妨设 fpaq ă 0, fpbq ą 0. 令

A “
␣

x P ra, bs
ˇ

ˇ fpxq ă 0
(

,
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则 a P A. 记 ξ 为 A 的上确界, 由 f 的连续性易见 ξ ą a. 由确界的定义, 存在

xn P ra, bs, 使得 fpxnq ă 0, xn Ñ ξ. 因此

fpξq “ lim
nÑ8

fpxnq ď 0,

特别地, ξ ă b. 由 A 的定义知 f 在 pξ, bs 上非负, 由 f 的连续性知 fpξq ě 0, 这说

明 fpξq “ 0. 显然 ξ P pa, bq. �

a

f(a)

b

f(b)

ξ0
x

y

图 3.4 零值定理

注. 如果条件改为 fpaqfpbq ď 0, 则存在 ξ P ra, bs, 使得 fpξq “ 0. 事实上, 如果

fpaqfpbq “ 0, 则 fpaq “ 0 或 fpbq “ 0, 从而取 ξ “ a 或 ξ “ b 即可; 当 fpaqfpbq ă 0

时用零值定理的结论即可.

定理 3.4.4 (介值定理). 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数, µ 是严格介于 fpaq

和 fpbq 之间的数, 则存在 ξ P pa, bq, 使得 fpξq “ µ.

证明. 设 µ 是严格介于 fpaq 和 fpbq 之间的数, 则 pfpaq ´ µqpfpbq ´ µq ă 0. 因

此, 由零值定理, 连续函数 fpxq ´ µ 在 pa, bq 内存在零点 ξ, 即 fpξq “ µ. �

推论 3.4.5. 设 fpxq 是 ra, bs 上的连续函数, 则 fpra, bsq “ rm,M s, 其中 m,

M 分别是 f 在 ra, bs 上的最小值和最大值.

证明. 当 m “ M 时 fpxq 为常值函数, 结论自然成立. 设 m ă M . 显然,

fpra, bsq Ă rm,M s. 另一方面, 由最值定理, 存在 x˚, x
˚, 使得 fpx˚q “ m, fpx˚q “

M . 由介值定理,介于 m和 M 之间的值也能被 fpxq取到,因此 rm,M s Ă fpra, bsq.

这说明 fpra, bsq “ rm,M s. �

推论 3.4.6. 设 fpxq 是区间 I 中的连续函数, 则 fpIq 也是区间 p 可退化为一

点 q.
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证明. 如果 fpxq 为常值函数, 则 fpIq 退化为一点. 否则, 任取 y1 ă y2 P fpIq,

设 fpx1q “ y1, fpx2q “ y2, 在以 x1, x2 为端点的闭区间上用介值定理, 我们就知道

ry1, y2s Ă fpIq. 由 y1, y2 的任意性知 fpIq 为一个区间. �

推论 3.4.7. 设 fpxq 是区间 I 中的连续函数, 则 fpxq 可逆当且仅当 fpxq 是

严格单调函数.

证明. 只要证明必要性就可以了. 设 x1 ă x2 P I. 因为 fpxq 可逆, 故 fpx1q ‰

fpx2q. 如果 fpx1q ă fpx2q, 我们将证明 fpxq 在 rx1, x2s 上是严格单调递增的. (反

证法) 设 x1 ă x2 P rx1, x2s, fpx1q ě fpx2q. 分情况讨论:

p1q fpx2q ă fpx1q. 这时 fpx2q ă fpx1q ă fpx2q, 由介值定理, 存在 ξ P rx2, x2s,

使得 fpξq “ fpx1q, 这与 fpxq 可逆相矛盾;

p2q fpx2q ą fpx1q. 这时 fpx1q ě fpx2q ą fpx1q, 由介值定理, 存在 ξ P rx1, x
1s,

使得 fpξq “ fpx2q, 这与 fpxq 可逆相矛盾.

如果 fpx1q ą fpx2q, 完全类似地可以证明 fpxq 在 rx1, x2s 上是严格单调递减

的. 总之, fpxq 在任何闭区间上都是严格单调的, 从而不难得出 fpxq 在 I 中是严

格单调的. �

x1 x′′ ξ x20
x

y

x1 ξ x′ x′′ x20
x

y

图 3.5 单调函数与可逆性质

例 3.4.1. 设 f : ra, bs Ñ ra, bs 为连续函数, 则存在 ξ P ra, bs, 使得 fpξq “ ξ.

证明. 考虑函数 F pxq “ fpxq ´ x, x P ra, bs. F pxq 仍为连续函数, 且

F paqF pbq “ pfpaq ´ aqpfpbq ´ bq ď 0,

由零值定理及其注记知, 存在 ξ P ra, bs, 使得 F pξq “ 0, 此时 fpξq “ ξ. �

例 3.4.2. 证明奇数次的实系数多项式必有实根.

证明. 设 P pxq “ a0x
2n´1 ` a1x

2n´2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2n´2x ` a2n´1 是次数为 2n ´ 1

pn ě 1q 的多项式, ai P R p0 ď i ď 2n´ 1q, a0 ‰ 0. 不妨设 a0 ą 0, 则

lim
xÑ8

P pxq

x2n´1
“ lim

xÑ8

`

a0 `
a1

x
` ¨ ¨ ¨ `

a2n´1

x2n´1

˘

“ a0 ą 0,
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从而存在 x1 ă 0 ă x2 P R, 使得

P px1q

x2n´1
1

ą 0,
P px2q

x2n´1
2

ą 0,

此时 P px1q ă 0, P px2q ą 0. 因为多项式是连续函数, 由零值定理, 存在 ξ P px1, x2q,

使得 P pξq “ 0. �

§3.4.2 一致连续性

闭区间上的连续函数的另一条重要性质就是所谓的一致连续性.

定义 3.4.1 (一致连续). 设函数 fpxq 定义在区间 I 中, 如果任给 ε ą 0, 均存

在 δ “ δpεq ą 0, 使得当 x1, x2 P I, 且 |x1 ´ x2| ă δ 时有

|fpx1q ´ fpx2q| ă ε,

则称 fpxq 在 I 中一致连续.

注. p1q 显然, 一致连续函数一定是连续函数. 一致连续性和连续性的区别就

是, 用 ε ´ δ 语言定义 x0 处的连续性时, 定义中出现的 δ 一般会依赖于连续点 x0

以及 ε, 而一致连续性定义中出现的 δ 是不依赖于具体连续点的, 即对所有的连续

点都能取到一个公共的 δ, 一致性就体现在这儿.

p2q 用逆反命题的形式改写定义, 就得到: fpxq 在 I 中不一致连续当且仅当存

在 ε0 ą 0, 以及 I 中点列 tanu, tbnu, 使得 an ´ bn Ñ 0 pn Ñ 8q, 且

|fpanq ´ fpbnq| ě ε0.

例 3.4.3. 研究函数 fpxq “ sin
1
x
, x P p0,`8q 的一致连续性.

解. 取 an “
1

2nπ
, bn “

1
2nπ ` π

2

, @ n ě 1. 则

an ´ bn “
1

2nπ
´

1
2nπ ` π

2

“
1

2np4n` 1qπ
Ñ 0 pn Ñ 8q,

且有

|fpanq ´ fpbnq| “ 1, @ n ě 1.

因此 fpxq 在 p0,`8q 中不是一致连续的. 利用下面的命题 3.4.8 可以说明, 对任意

δ ą 0, fpxq 在 rδ,`8q 中都是一致连续的. �

例 3.4.4. 研究函数 fpxq “ sinx, x P R 的一致连续性.
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解. 任给 ε ą 0, 取 δ “ ε. 当 x1, x2 P R, 且 |x1 ´ x2| ă δ 时, 有

| sinx1 ´ sinx2| “
ˇ

ˇ2 sin
x1 ´ x2

2
cos

x1 ` x2

2

ˇ

ˇ

ď 2
ˇ

ˇ sin
x1 ´ x2

2

ˇ

ˇ

ď |x1 ´ x2| ă ε.

这说明 sinx 在 p´8,`8q 中是一致连续的. �
sinx 是所谓 Lipschitz 函数的特殊情形.

例 3.4.5. 设 fpxq 是定义在区间 I 中的函数. 如果存在 0 ă α ď 1, 以及常数

M , 使得

|fpx1q ´ fpx2q| ď M |x1 ´ x2|α, @ x1, x2 P I,

则称 fpxq 是 I 中的 α 阶 Hölder 函数. 当 α “ 1 时也称为 Lipschitz 函数.

Hölder 函数都是一致连续的: 任给 ε ą 0, 取

δ “
` ε

M

˘
1
α ,

则当 x1, x2 P I, |x1 ´ x2| ă δ 时, 有

|fpx1q ´ fpx2q| ď M |x1 ´ x2|α ă M
` ε

M

˘

“ ε.

下面的命题是关于一致连续函数性质的, 其证明留作习题.

命题 3.4.8. 设 fpxq, gpxq 为区间 I 中的一致连续函数. 则

p1q αfpxq ` βgpxq 在 I 中也是一致连续的;

p2q 如果 fpxq, gpxq 为有界函数, 则 fpxqgpxq 也是一致连续的;

p3q 如果 fpxq 有界, 且存在 ε0 ą 0, 使得 gpxq ě ε0, @ x P I, 则 fpxq{gpxq 也是

一致连续的;

p4q 一致连续函数的复合函数仍为一致连续函数.

定理 3.4.9 (Cantor). 闭区间上的连续函数是一致连续的.

证明. 我们用两种方法证明. 设 fpxq 是 ra, bs 上的连续函数.

证法一: (反证法) 如果 fpxq 不是一致连续的, 则存在 ε0 ą 0, 以及点列 tanu,

tbnu Ă ra, bs, 使得 an ´ bn Ñ 0 pn Ñ 8q, 且

|fpanq ´ fpbnq| ě ε0.

因为 tbnu 为有界点列, 故存在收敛子列 tbniu, 设 bni Ñ x0 P ra, bs. 此时

ani “ pani ´ bniq ` bni Ñ 0 ` x0 “ x0 pi Ñ 8q.
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因为 fpxq 在 x0 处连续, 故

ε0 ď |fpaniq ´ fpbniq| Ñ |fpx0q ´ fpx0q| “ 0 pi Ñ 8q,

这就导出了矛盾.

证法二: 任给 ε ą 0, 因为 fpxq 连续, 故对于任意 x P ra, bs, 存在 δx ą 0, 使得

|fpx1q ´ fpxq| ă
ε

2
, @ x1 P px´ δx, x` δxq X ra, bs.

显然,
␣

px´ δx

2 , x` δx

2 q
(

xPra,bs
为闭区间 ra, bs 的一个开覆盖, 因而存在有限子覆盖,

即存在 xi (1 ď i ď k), 使得

ra, bs Ă

k
ď

i“1

`

xi ´
δxi

2
, x`

δxi

2
˘

.

记

δ “ min
␣δxi

2

ˇ

ˇ i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k
(

,

则对于任意的 x1, x2 P ra, bs, 如果 |x1 ´ x2| ă δ, 设

x1 P
`

xi ´
δxi

2
, xi `

δxi

2
˘

, p对某个 iq

则

|x2 ´ xi| ď |x2 ´ x1| ` |x1 ´ xi| ă δ `
δxi

2
ď δxi ,

从而有 x2 P pxi ´ δxi , xi ` δxiq. 因此, 我们有

|fpx1q ´ fpx2q| ď |fpx1q ´ fpxiq| ` |fpxiq ´ fpx2q| ď 2
ε

2
“ ε,

这说明 fpxq 在 ra, bs 上是一致连续的. �
最后, 我们引进函数振幅的概念, 并利用它来刻画连续性和一致连续性. 某个

变化量的振幅,是指其 “最大”和 “最小”值的差. 如果这个变化量的值趋于一个定

数, 则其振幅应趋于零. 我们在第二章研究数列极限的时候就曾经用过这种方法,

现在只不过将这种方法用于考察函数的连续性而已.

定义 3.4.2 (振幅). 设 fpxq 在 x0 的一个开邻域内有定义, 称

ωf px0, rq “ sup
␣

|fpx1q ´ fpx2q|
ˇ

ˇx1, x2 P px0 ´ r, x0 ` rq
(

pr ą 0q

为 f 在区间 px0 ´ r, x0 ` rq 上的振幅. 显然, ωf px0, rq 关于 r Ñ 0` 单调递减, 因此

ωf px0q “ lim
rÑ0`

ωf px0, rq

存在 p 不一定有限 q, 称为 f 在 x0 处的振幅.
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注. p1q ωf px0, rq 也可以定义为

ωf px0, rq “ sup
xPpx0´r,x0`rq

fpxq ´ inf
xPpx0´r,x0`rq

fpxq,

请读者自行验证两种定义的等价性.

p2q 也可类似地对闭区间以及 x0 的一侧定义函数的振幅.

例 3.4.6. 研究函数

fpxq “

$

&

%

1
x
, x ą 0,

0, x “ 0,

在 x “ 0 处的振幅.

解. 因为

ωf

`

0,
1
n

˘

“ n Ñ `8 pn Ñ 8q,

故 f 在 x “ 0 处的振幅为 `8. �

例 3.4.7. 研究函数

fpxq “

$

&

%

sin
1
x
, x ą 0,

0, x “ 0,

在 x “ 0 处的振幅.

解. 因为 |fpxq| ď 1, 故 ωf p0q ď 2. 另一方面, 对 n ě 1, 取

an “
1

2nπ ` π
2

, bn “
1

2nπ ´ π
2

,

则 an, bn Ñ 0 pn Ñ 8q, 且

|fpanq ´ fpbnq| “ |1 ´ p´1q| “ 2,

故 f 在 x “ 0 处的振幅为 2. �
一般地, 不难看出, fpxq 在 x0 附近有界当且仅当 ωf px0q 是有限数. 下面的结

果可以跟定理 2.2.3 对照起来看.

命题 3.4.10. fpxq 在 x0 处连续当且仅当 ωf px0q “ 0.

证明. 设 fpxq 在 x0 处连续. 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 |x´ x0| ă δ 时

|fpxq ´ fpx0q| ă
ε

2
.

因此, 对于 @ x1, x2 P px0 ´ r, x0 ` rq p0 ă r ď δq, 有

|fpx1q ´ fpx2q| ď |fpx1q ´ fpx0q| ` |fpx0q ´ fpx2q| ă 2
ε

2
“ ε.
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即当 0 ă r ď δ 时

ωf px0, rq ď ε.

这说明 ωf px0q “ lim
rÑ0`

ωf px0, rq “ 0.

反之, 设 lim
rÑ0`

ωf px0, rq “ ωf px0q “ 0, 则任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 使得

ωf px0, rq ă ε, @ 0 ă r ď δ.

特别地, 对于满足 |x´ x0| ă δ 的点 x, 有

|fpxq ´ fpx0q| ď ωf px0, δq ă ε,

这说明 fpxq 在 x0 处连续. �
我们可以类似地用振幅来刻画一致连续性. 设 f 定义在区间 I 中, r ą 0. 令

ωf prq “ sup
␣

|fpx1q ´ fpx2q|
ˇ

ˇ@ x1, x2 P I, |x1 ´ x2| ă r
(

,

则 ωf prq 关于 r Ñ 0` 单调递减. 利用一致连续的定义可得

命题 3.4.11. f 在 I 中一致连续当且仅当 lim
rÑ0`

ωf prq “ 0.

习题 3.4

1. 设 f 在 ra,`8q中连续,且 lim
xÑ`8

fpxq “ A,则 f 在 ra,`8q中有界,且最大值

和最小值中的一个必定能被 f 达到.

2. 证明, 如果 f 为 ra, bs 上连续函数, 且 fpxq ‰ 0, @ x P ra, bs. 则 f 在 ra, bs 上恒

正或恒负, 且存在常数 c ą 0, 使得 |fpxq| ě c, @ x P ra, bs.

3. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数, xi pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq 为 ra, bs 中的点. 则存在

ξ P ra, bs, 使得

fpξq “
1
n

“

fpx1q ` fpx2q ` ¨ ¨ ¨ ` fpxnq
‰

.

4. 设 f 在 pa, bq 中连续, 且 fpa` 0qfpb´ 0q ă 0, 则存在 ξ P pa, bq, 使得 fpξq “ 0.

5. 证明方程 x sinx “ 1 有无穷多个解.

6. 证明三次多项式 x3 ` 2x´ 1 只有惟一的实根, 且此根位于区间 p0, 1q 内.

7. 设 fpxq “ P pxq 是奇数次实系数多项式. 证明, f : R Ñ R 是满射.

8. 研究下列函数的一致连续性:

p1q
?
x, x ě 0, p2q x cos

1
x
, x ą 0, p3q cospx2q, x P R.
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9. 设 fpxq 为 ra,`8q 中的连续函数, 极限 lim
xÑ`8

fpxq “ A 存在且有限. 证明 f

在 ra,`8q 中一致连续. (提示: 闭区间上一致连续, 无穷远有极限.)

10. 设 fpxq为 pa, bq中的连续函数. 证明, fpxq在 pa, bq中一致连续当且仅当 f 在

a 处的右极限以及在 b 处的左极限均存在且有限. (提示: Cauchy 准则.)

11. 设 fpxq 为 pa, bq 中的有界函数, δ ą 0. 则有

tx P pa, bq |ωf pxq ě δu “ tx P pa, bq | @ r ą 0, 均有 ωf px, rq ě δu,

以及

tx P pa, bq |ωf pxq ă δu “ tx P pa, bq | 存在 r ą 0, 使得 ωf px, rq ă δu,

由此说明 tx P pa, bq |ωf pxq ă δu 是开集.

12. p˚q 设 f 为给定的有界函数. 证明振幅函数 ωf pxq 关于 x 是上半连续的.

13. 设 f 为 R 上的连续函数, 且 fpfpxqq “ x. 证明, 存在 ξ P R, 使得 fpξq “ ξ.

14. 设 fpxq 为 R 上连续函数, 且 lim
xÑ8

fpfpxqq “ 8, 证明 lim
xÑ8

fpxq “ 8.

15. 是否存在 R 上的连续函数 fpxq, 使得 fpfpxqq “ e´x ? (提示: 先证 f 单调.)

16. p˚q 设 fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数, fp0q “ fp1q. 证明, 对任意正整数 n, 均存

在 ξn P r0, 1s, 使得

fpξnq “ f
`

ξn `
1
n

˘

.

17. p˚q 证明, R 上连续的周期函数是一致连续的; 利用这个结论说明 sinpx2q 不是

周期函数.

18. p˚q 设 a ą 0, fpxq 为 ra,`8q 中的 Lipschitz 函数. 证明
fpxq

x
为 ra,`8q 中的

一致连续函数.

§3.5 连续函数的积分

现在我们介绍关于连续函数的不属于初等四则运算的一个新的运算, 叫做积

分. 许多实际的应用问题都涉及到积分, 例如已知运动质点的速度求位移, 求曲线

的长度,求平面图形的面积,求立体图形的体积等等都可以转化为相应的积分问题.

积分的内容占据了本课程的半壁江山,在本节之中我们将介绍闭区间上连续函数的

积分, 一般函数的积分请见第六章和第七章, 以及后面多元函数积分的章节.
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§3.5.1 积分的定义

y = f(x)

a b0
x

y

图 3.6 曲边梯形

设 f 为闭区间 ra, bs 上的连续函数, 我们考

虑由 f 的图像, 直线 x “ a, x “ b 以及 y “ 0 (x

轴) 在平面上所围成的曲边梯形的 “面积”, 我们

用记号

ż b

a

fpxqdx表示这个 “面积”的值,称为 f

在 ra, bs 上的积分.

p1q 设 fpxq ” c 为常值函数, 则所求面积是

矩形的面积, 因此自然地定义
ż b

a

fpxqdx “ cpb´ aq.

p2q 设 fpxq 为 ra, bs 上的线性函数, 则所求面积是一个梯形的面积, 因此定义
ż b

a

fpxqdx “
1
2

rfpaq ` fpbqspb´ aq.

f(x) ≡ c

a b0
x

y
f(x) = l(x)

a b0
x

y

图 3.7 矩形和梯形

当 f 为常值函数时, 这个定义和 p1q 是一致的. 并且, 从定义可得

• 如果 f , g 均为线性函数, 则
ż b

a

rfpxq ` gpxqsdx “

ż b

a

fpxqdx`

ż b

a

gpxqdx,

ż b

a

rfpxq ´ gpxqsdx “

ż b

a

fpxqdx´

ż b

a

gpxqdx,

这可从定义直接得到.

• 如果 f 为线性函数, 且存在常数 M , 使得 |fpxq| ď M , @ x P ra, bs, 则
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď Mpb´ aq.

事实上, 由定义, 有
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

1
2
“

fpaq ` fpbq
‰

pb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
“

|fpaq| ` |fpbq|
‰

pb´ aq ď Mpb´ aq.
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• 如果 f 为线性函数, c P pa, bq, 则
ż b

a

fpxqdx “

ż c

a

fpxqdx`

ż b

c

fpxqdx.

这是因为, ra, bs 上的线性函数 fpxq 可以写为

fpxq “ fpaq `
fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ aq 或 fpxq “ fpbq `

fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ bq,

因此有

ż c

a

fpxqdx`

ż b

c

fpxqdx “
1
2

rfpaq ` fpcqspc´ aq `
1
2

rfpcq ` fpbqspb´ cq

“
1
2

rfpaq ` fpbq `
fpbq ´ fpaq

b´ a
pc´ bqspc´ aq

`
1
2

rfpaq ` fpbq `
fpbq ´ fpaq

b´ a
pc´ aqspb´ cq

“
1
2

rfpaq ` fpbqspc´ aq `
1
2

rfpaq ` fpbqspb´ cq

“
1
2

rfpaq ` fpbqspb´ aq

“

ż b

a

fpxqdx.

a b0
x

y

图 3.8 分段线性函数的积分

p3q设 fpxq为 ra, bs上连续的分段线性函数,

即存在区间 ra, bs 中的分点

a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

使得 fpxq在每一个小区间 rxi´1, xis上均为线性

函数, 则定义
ż b

a

fpxqdx “

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

fpxqdx,

这个定义是恰当的: 如果存在 ra, bs 的另外一些分点

a “ x1
0 ă x1

1 ă ¨ ¨ ¨ ă x1
m “ b

使得 fpxq 在每一个小区间 rx1
i´1, x

1
is 上均为线性函数, 则所有这些分点 txi, x

1
iu 按

从小到大的顺序排列后依然将 ra, bs分割为一些小区间, 在每个小区间上 f 仍为线

性函数, 且根据 p2q 中线性函数积分性质的第三条可知, f 在这些新的小区间上的

积分之和与分点 txiu 或 tx1
iu 分割后形成的小区间上 f 的积分之和是一致的.

以上说明了分段线性函数的积分与区间中分点的选取无关.利用这一点不难看

出, p2q 中线性函数积分的三条性质对于分段线性函数也完全成立.
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a b0
x

y

图 3.9 连续函数的积分

p4q 现在假设 f 是 ra, bs 上的连续函数, 不

一定是分段线性的, 我们要定义 f 在 ra, bs 上的

积分. 一个自然的想法是用分段线性的函数去逼

近 f . 事实上, 任给正整数 n, 将 ra, bs 作 n 等分,

分点为 xi “ a `
i

n
pb ´ aq, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n. 在

每一个小区间 rxi´1, xis上定义 lipxq为满足条件

lipxi´1q “ fpxi´1q, lipxiq “ fpxiq 的线性函数, lipxq 的表达式为

lipxq “ fpxi´1q `
fpxiq ´ fpxi´1q

xi ´ xi´1
px´ xi´1q.

在 ra, bs 上定义连续分段线性函数 fnpxq 为

fnpxq “ lipxq, x P rxi´1, xis, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.

命题 3.5.1. 设 f, fn 如上, 则任给 ε ą 0, 存在 N “ Npεq, 当 n ą N 时

|fpxq ´ fnpxq| ă ε, @ x P ra, bs.

证明. 这需要用到闭区间上连续函数的一致连续性. 任给 ε ą 0,存在 δ ą 0,使

得

|fpx1q ´ fpx2q| ď ε, @ |x1 ´ x2| ă δ.

取正整数 N ą pb ´ aq{δ, 则当 n ą N 时
1
n

pb ´ aq ă δ. 此时, 设 x P rxi´1, xis

p1 ď i ď nq, 则有

|fpxq ´ fnpxq| “ |fpxq ´ lipxq|

“
ˇ

ˇfpxq ´ fpxi´1q ´
fpxiq ´ fpxi´1q

xi ´ xi´1
px´ xi´1q

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

`

fpxq ´ fpxi´1q
˘ xi ´ x

xi ´ xi´1
`
`

fpxq ´ fpxiq
˘ x´ xi´1

xi ´ xi´1

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε
xi ´ x

xi ´ xi´1
` ε

x´ xi´1

xi ´ xi´1

“ ε.

这就证明了命题. �
利用这个命题, 当 m,n ą N 时, 就有

|fmpxq ´ fnpxq| ď |fmpxq ´ fpxq| ` |fpxq ´ fnpxq| ď 2ε,

因为 fmpxq ´ fnpxq 也是分段线性函数, 故有

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fmpxqdx´

ż b

a

fnpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

`

fmpxq ´ fnpxq
˘

dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď 2εpb´ aq,
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这说明, 数列
!

ż b

a

fnpxqdx
)

是 Cauchy 列, 因此其极限存在, 我们现在就定义

ż b

a

fpxqdx “ lim
nÑ8

ż b

a

fnpxqdx.

如果 fpxq本来就是 ra, bs上的连续分段线性函数,则这个定义与 p3q中的积分

定义是一致的, 我们把这个一致性的证明留给读者思考. 根据分段线性函数积分的

定义, f 的积分可以表示为
ż b

a

fpxqdx “ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

1
2
“

fpa`
i´ 1
n

pb´ aqq ` fpa`
i

n
pb´ aqq

‰ 1
n

pb´ aq

“ lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

i“1

f
`

a`
i

n
pb´ aq

˘

pb´ aq, (3.1)

a b0
x

y

图 3.10 积分的极限表示

注. 和式
1
n

n
ř

i“1

fpa` i
n pb´aqq是一个平均数,

其极限可以认为是 fpxq 在区间 ra, bs 上的平均

值.在这个意义下, fpxq在 ra, bs上的积分就等于

fpxq的平均值乘以区间长度,这是连续函数积分

的几何含义.

下面我们按照积分的定义计算两个例子.

例 3.5.1. 计算积分
ż b

a

cosxdx.

解. 将 ra, bs 作 n 等分, 利用等式

sin
1
2
h cospa` ihq “

1
2
“

sin
`

a` pi`
1
2

qh
˘

´ sin
`

a` pi´
1
2

qh
˘‰

以及 (3.1) 得 (其中 h “ pb´ aq{n)
ż b

a

cosxdx “ lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

i“1

cos
`

a`
i

n
pb´ aq

˘

pb´ aq

“ lim
nÑ8

b´ a

2n sin b´a
2n

n
ÿ

i“1

“

sin
`

a` pi`
1
2

q
b´ a

n

˘

´ sin
`

a` pi´
1
2

q
b´ a

n

˘‰

“ lim
nÑ8

b´ a

2n sin b´a
2n

“

sin
`

a` pn`
1
2

q
b´ a

n

˘

´ sin
`

a`
b´ a

2n
˘‰

“ sin b´ sin a.

例 3.5.2. 求函数 fpxq “ ax 在区间 r0, 1s 上的积分, 其中 a ą 0, a ‰ 1.

解. 将 r0, 1s 作 n 等分, 利用 (3.1) 得
ż 1

0

axdx “ lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

i“1

a
i
n “ lim

nÑ8

1
n
a

1
n
a´ 1
a

1
n ´ 1

“ lim
tÑ0`

pa´ 1q
tat

at ´ 1
“
a´ 1
ln a

.
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利用连续函数的一致连续性, 我们可以改写 (3.1). 事实上, 沿用前面的记号如

ε, N 等, 当 n ą N 时, 在等分小区间 rxi´1, xis 中任取一点 ξi, 则有

|fpxiq ´ fpξiq| ď ε, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

因此

ˇ

ˇ

ˇ

1
n

n
ÿ

i“1

fpxiqpb´ aq ´
1
n

n
ÿ

i“1

fpξiqpb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
n

n
ÿ

i“1

|fpxiq ´ fpξiq|pb´ aq ď εpb´ aq,

这说明
ż b

a

fpxqdx “ lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

i“1

fpξiqpb´ aq, @ ξi P rxi´1, xis. (3.2)

这个极限等式也可以作为积分的定义, 它的好处是无须总在小区间的端点取 fpxq

的值, 而极限仍然不变.

例 3.5.3. 求函数 fpxq “
1
x2
在区间 ra, bs 上的积分, 其中 b ą a ą 0.

解. 将 ra, bs 作 n 等分, 在区间 rxi´1, xis 上取 ξi “
?
xi´1xi, 则

ż b

a

1
x2

dx “ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

xi ´ xi´1

xi´1xi
“ lim

nÑ8

n
ÿ

i“1

` 1
xi´1

´
1
xi

˘

“ lim
nÑ8

` 1
x0

´
1
xn

˘

“
1
a

´
1
b
.

§3.5.2 积分的基本性质

前一小节定义了连续函数 f 在闭区间 ra, bs 上的积分, 现在我们做如下约定:

ż a

a

fpxqdx “ 0;
ż a

b

fpxqdx “ ´

ż b

a

fpxqdx.

从积分定义的讨论, 特别是 (3.1) 式, 我们可以得到积分的如下简单性质:

• (线性性) 如果 f, g 为 ra, bs 上的连续函数, α, β P R, 则

ż b

a

pαfpxq ` βgpxqqdx “ α

ż b

a

fpxqdx` β

ż b

a

gpxqdx;

• 如果 |fpxq| ď M , @ x P ra, bs, 则
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď Mpb´ aq;

• (保序性) 如果 f ě g 为 ra, bs 上的连续函数, 则
ż b

a

fpxqdx ě

ż b

a

gpxqdx; 特别

地, 由 ´|f | ď f ď |f | 可得
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż b

a

|fpxq|dx;
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• (关于区间的可加性) 设 f 为连续函数, a, b, c 为定义域中三点, 则

ż c

a

fpxqdx “

ż b

a

fpxqdx`

ż c

b

fpxqdx;

事实上, 不妨设 a ă b ă c. 任给 ε ą 0, 分别在区间 ra, bs, rb, cs 上取连续的分

段线性函数 φ 和 ψ, 使得 φpbq “ ψpbq, 且

|fpxq ´ φpxq| ď ε, @ x P ra, bs; |fpxq ´ ψpxq| ď ε, @ x P rb, cs.

在 ra, cs 上定义分段线性函数 gpxq, 使得在 ra, bs 上 g “ φ, 在 rb, cs 上 g “ ψ,

于是

|fpxq ´ gpxq| ď ε, @ x P ra, cs.

根据积分的保序性以及分段线性函数的积分关于区间的可加性, 得

ˇ

ˇ

ˇ

ż c

a

fpxqdx´

ż b

a

fpxqdx´

ż c

b

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż c

a

gpxqdx´

ż b

a

fpxqdx´

ż c

b

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
` εpc´ aq

“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

rgpxq ´ fpxqsdx`

ż c

b

rgpxq ´ fpxqsdx
ˇ

ˇ

ˇ
` εpc´ aq

ď εpb´ aq ` εpc´ bq ` εpc´ aq “ 2εpc´ aq,

由于 ε 是任取的, 故积分关于区间的可加性成立.

• 如果 fpxq 为 ra, bs 上的非负连续函数, 则
ż b

a

fpxqdx ě 0, 且等号成立当且仅

当 f ” 0. 这条性质的前半部分从积分的保序性得到. 至于后半部分, 如果

fpx0q ą 0, 则由 f 的连续性可知, 存在区间 rc, ds Ă ra, bs, 使得

fpxq ě
1
2
fpx0q, @ x P rc, ds.

此时由积分关于区间的可加性以及保序性可得

ż b

a

fpxqdx “

ż c

a

fpxqdx`

ż d

c

fpxqdx`

ż b

d

fpxqdx ě

ż d

c

fpxqdx ě
fpx0q

2
pd´ cq ą 0,

即此时 fpxq 在 ra, bs 上的积分为正.

例 3.5.4. 设 f 在 ra, bs 上连续, c P ra, bs. 定义函数

F pxq “

ż x

c

fptqdt, x P ra, bs,

则 F 为 Lipschitz 函数.
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证明. 设 |fpxq| ď M , @ x P ra, bs. 不妨设 x1 ď x2 P ra, bs, 则

|F px2q ´ F px1q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż x2

c

fpxqdx´

ż x1

c

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ż x2

x1

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż x2

x1

|fpxq|dx

ď M |x2 ´ x1|.

因此 F 为 Lipschitz 函数. �

例 3.5.5. 设 f 为 ra, bs 上的连续函数, 如果对 ra, bs 上任意连续函数 g, 均有
ż b

a

fpxqgpxqdx “ 0,

则 f “ 0.

证明. 取 g “ f , 则由已知条件得
ż b

a

f2pxqdx “

ż b

a

fpxqgpxqdx “ 0,

从而 f2 “ 0, 即 f “ 0. �
为了方便积分的计算,我们可以进一步将 (3.1)式和 (3.2)作改写. 在定义积分

时, 我们使用的是将区间作等分然后求极限的方法. 我们要说明的是, 作区间划分

时不必取等分分点. 事实上, 在 ra, bs 中任取分点 a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b, 称

π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

为 ra, bs 的一个分划 (或分割). 记 }π} “ max
1ďiďn

|xi ´ xi´1|. 任给 ε ą 0, 由连续函数

的一致连续性, 存在 δ ą 0, 当 }π} ă δ 时

|fpxq ´ fpx1q| ă ε, @ x, x1 P rxi´1, xis, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

任取 ξi P rxi´1, xis, 由
ż b

a

fpxqdx “

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

fpxqdx

“

n
ÿ

i“1

fpξiqpxi ´ xi´1q `

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

“

fpxq ´ fpξiq
‰

dx

得
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´

n
ÿ

i“1

fpξiqpxi ´ xi´1q

ˇ

ˇ

ˇ
ď

n
ÿ

i“1

εpxi ´ xi´1q “ εpb´ aq,

这说明
ż b

a

fpxqdx “ lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

fpξiqpxi ´ xi´1q, (3.3)

(3.2) 式是上式的特殊情形.
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例 3.5.6. 求函数 fpxq “
1
x
在区间 ra, bs 上的积分, 其中 b ą a ą 0.

解. 将 ra, bs 做如下分划:

a ă aq ă aq2 ă ¨ ¨ ¨ ă aqn “ b,

其中 q “ p b
a q

1
n ą 1. 取 ξi “ aqi´1 p1 ď i ď nq, 则

ż b

a

1
x
dx “ lim

nÑ8

n
ÿ

i“1

1
aqi´1

paqi ´ aqi´1q

“ lim
nÑ8

npq ´ 1q “ lim
nÑ8

n
´

` b

a

˘
1
n ´ 1

¯

“ lim
tÑ0`

pb{aqt ´ 1
t

“ lnpb{aq.

例 3.5.7. 求函数 fpxq “
1

1 ` x2
在区间 r0, 1s 上的积分.

解. 将 r0, 1s 做如下分划:

0 ă tan
π

4n
ă tan

2π
4n

ă ¨ ¨ ¨ ă tan
iπ

4n
ă ¨ ¨ ¨ ă 1,

取 ξi “
?
xixi´1, 则

ż 1

0

dx

1 ` x2
“ lim

nÑ8

n
ÿ

i“1

xi ´ xi´1

1 ` xixi´1

“ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

tan
` iπ

4n
´

pi´ 1qπ

4n
˘

“ lim
nÑ8

n tan
π

4n
“
π

4
.

在计算积分的时候,有时需要对变量做一些简单的变换.例如,当 fpxq为 ra, bs

上的连续函数时, fpt` cq 是关于 t P ra´ c, b´ cs 的连续函数, 根据 (3.1) 易见
ż b

a

fpxqdx “

ż b´c

a´c

fpt` cqdt;

同理, 当 α ‰ 0 时, 也有
ż b

a

fpxqdx “ α

ż b{α

a{α

fpαtqdt.

例 3.5.8. x ą 0, 求积分
ż x

0

atdt pa ą 0, a ‰ 1q.

解. 令 t “ xs, 则由例 3.5.2, 有
ż x

0

atdt “ x

ż 1

0

paxqsds “ x
ax ´ 1
ln ax

“
ax ´ 1
ln a

.



§3.5 连续函数的积分 107

命题 3.5.2 (积分中值定理). 设 f, g 为 ra, bs 上的连续函数. 如果 g 不变号,

则存在 ξ P ra, bs, 使得
ż b

a

fpxqgpxqdx “ fpξq

ż b

a

gpxqdx.

证明. 不妨设 g ě 0. f 在 ra, bs 上的最小值和最大值分别记为 m,M , 则

mgpxq ď fpxqgpxq ď Mgpxq, @ x P ra, bs.

根据积分的保序性和线性性, 有

m

ż b

a

gpxqdx ď

ż b

a

fpxqgpxqdx ď M

ż b

a

gpxqdx.

如果

ż b

a

gpxqdx “ 0, 则任取 ξ P ra, bs 即可. 如果
ż b

a

gpxqdx ą 0, 则

m ď

´

ż b

a

gpxqdx
¯´1

ż b

a

fpxqgpxqdx ď M,

由连续函数的介值定理知存在 ξ P ra, bs, 使得

fpξq “

´

ż b

a

gpxqdx
¯´1

ż b

a

fpxqgpxqdx,

此 ξ 即为所求的点. �
注. 在此命题中取 g “ 1, 则得到简单推论: 存在 ξ P ra, bs, 使得

ż b

a

fpxqdx “ fpξqpb´ aq, 或 fpξq “
1

b´ a

ż b

a

fpxqdx.

这里 fpξq 也就是 fpxq 在 ra, bs 上的平均值.

例 3.5.9. 设 f 为 r0, as 上的连续函数, 则

lim
xÑ0`

1
x

ż x

0

fptqdt “ fp0q.

证明. 由积分中值定理, 当 x P p0, aq 时, 存在 ξ “ ξx P r0, xs, 使得

1
x

ż x

0

fptqdt “ fpξq.

当 x Ñ 0` 时, ξ Ñ 0`. 由 f 的连续性以及上式即得欲证结论. �

例 3.5.10. p˚q 设 f 为 r0, as 上的连续函数, 定义

f0pxq “ fpxq, fnpxq “

ż x

0

fn´1ptqdt, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明, 存在 ξ “ ξn,x P r0, xs 使得

fnpxq “ fpξq
xn

n!
.
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证明. 我们对 n 使用归纳法. n “ 1 的情形就是积分中值定理. 设结论对 n´ 1

成立, 则

m
xn´1

pn´ 1q!
ď fn´1pxq ď M

xn´1

pn´ 1q!
,

其中 m, M 分别是 f 的最小值和最大值. 利用 tn´1 在 r0, xs 上积分为 xn{n (习题)

可得

m
xn

n!
ď

ż x

0

fn´1ptqdt ď M
xn

n!
,

于是欲证结论由连续函数的介值定理得到. �

§3.5.3 进一步的例子

� 本小节内容可以作为选读材料.

下面继续举几个和积分有关的例子.

例 3.5.11. 求极限 lim
nÑ`8

` 1
n` 1

`
1

n` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1
2n

˘

.

解. 我们有

lim
nÑ`8

` 1
n` 1

`
1

n` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1
2n

˘

“ lim
nÑ`8

1
n

“ 1
1 ` 1

n

` ¨ ¨ ¨ `
1

1 ` n
n

‰

“

ż 1

0

1
1 ` x

dx “

ż 2

1

1
t
dt “ ln 2.

例 3.5.12. 求出所有满足下面条件的连续函数 f :

fpx` yq “ fpxq ` fpyq, @ x, y P R.

解. 因为 f 连续, 我们在等式 fpx` tq “ fpxq ` fptq 两边关于 t 积分, 有
ż x`y

x

fptqdt “

ż y

0

fpx` tqdt “ fpxqy `

ż y

0

fptqdt,

因此
ż x`y

0

fptqdt “ fpxqy `

ż x

0

fptqdt`

ż y

0

fptqdt.

在上式中交换 x, y 的位置立即得到 fpxqy “ fpyqx. 特别地, 令 y “ 1 可得出

fpxq “ fp1qx “ Cx. �

例 3.5.13 (Young不等式). 设 f 是 r0,`8q中的单调递增连续函数, fp0q “ 0,

f´1pyq 表示 f 的反函数, 则当 a, b ą 0 时

ab ď

ż a

0

fpxqdx`

ż b

0

f´1pyqdy,

等号成立当且仅当 b “ fpaq.
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证明. 我们分情况讨论.

p1q b “ fpaq. 这时 f : r0, as Ñ r0, bs 为连续函数, 其逆 f´1 : r0, bs Ñ r0, as 也是

连续函数. 取 r0, as 的 n 等分:

π : 0 “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ a,

则 yi “ fpxiq p0 ď i ď nq 构成 r0, bs 的分划:

π1 : 0 “ fpx0q “ y0 ă y1 ă ¨ ¨ ¨ ă yn “ b

因为 f 在闭区间上一致连续, 故当 n Ñ 8 时 }π1} Ñ 0. 因此
ż a

0

fpxqdx`

ż b

0

f´1pyqdy

“ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

fpxiqpxi ´ xi´1q ` lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

f´1pfpxi´1qqpfpxiq ´ fpxi´1qq

“ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

“

fpxiqpxi ´ xi´1q ` xi´1pfpxiq ´ fpxi´1qq
‰

“ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

“

fpxiqxi ´ xi´1fpxi´1q
‰

“ lim
nÑ8

rxnfpxnq ´ x0fpx0qs

“ afpaq ´ 0fp0q “ afpaq “ ab.

p2q 0 ă b ă fpaq. 由 f 的连续性, 存在 ξ P p0, aq 使得 b “ fpξq. 由 p1q, 有
ż a

0

fpxqdx`

ż b

0

f´1pyqdy

“

ż ξ

0

fpxqdx`

ż a

ξ

fpxqdx`

ż fpξq

0

f´1pyqdy

ą fpξqpa´ ξq `

ż ξ

0

fpxqdx`

ż fpξq

0

f´1pyqdy

“ fpξqpa´ ξq ` ξfpξq “ afpξq “ ab.

p3q b ą fpaq. 这时将 f 视为 f´1 的反函数就可将问题化为情形 p2q. �
作为应用, 如果我们考虑连续函数 fpxq “ xp´1 pp ą 1q, 其逆为

f´1pyq “ y
1

p´1 “ yq´1, p其中
1
p

`
1
q

“ 1q

于是当 a, b ą 0 时,

ab ď

ż a

0

xp´1dx`

ż b

0

yq´1dy “
ap

p
`
bq

q
.

这个不等式也称为 Young 不等式 (上式中的积分参见本节习题 3.5p3q), 等号成立

的条件是 bq “ ap. 当 p “ q “ 2 时, Young 不等式也就是平均值不等式.
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a

b = f(a) y = f(x)

0
x

y

a

b

f(a) y = f(x)

0
x

y

图 3.11 Young 不等式

例 3.5.14 (Hölder不等式). 设 f, g 为 ra, bs上非负连续函数, p ą 1,
1
p

`
1
q

“ 1.

则
ż b

a

fpxqgpxqdx ď

”

ż b

a

fppxqdx
ı

1
p
”

ż b

a

gqpxqdx
ı

1
q

,

等号成立当且仅当 fp “ cgq 或 cfp “ gq, c 为常数.

证明. 不妨设
ż b

a

fppxqdx ą 0,
ż b

a

gqpxqdx ą 0.

则由 Young 不等式, 有

fpxqgpxq
”

ż b

a

fppxqdx
ı

1
p
”

ż b

a

gqpxqdx
ı

1
q

ď
1
p

fppxq
ż b

a

fppxqdx

`
1
q

gqpxq
ż b

a

gqpxqdx

,

上式两边在 ra, bs 上积分, 得

ż b

a

fpxqgpxqdx

”

ż b

a

fppxqdx
ı

1
p
”

ż b

a

gqpxqdx
ı

1
q

ď
1
p

ż b

a

fppxqdx

ż b

a

fppxqdx

`
1
q

ż b

a

gqpxqdx

ż b

a

gqpxqdx

“
1
p

`
1
q

“ 1.

不等式得证. 等号成立的条件可由 Young 不等式等号成立的条件得到. �

例 3.5.15. 设 f 是 ra, bs 上的连续函数, g 是周期为 T 的连续周期函数, 则

lim
nÑ8

ż b

a

fpxqgpnxqdx “
1
T

ż b

a

fpxqdx

ż T

0

gpxqdx.
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证明. 不妨设周期函数 gpxq 在一个周期区间内积分为零, 不然考虑 gpxq ´ C

即可, 其中

C “
1
T

ż T

0

gpxqdx. pg 的平均值q

由于闭区间上连续函数是一致连续的, 故任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ě N 时,

|fpx1q ´ fpx2q| ď ε, @ |x1 ´ x2| ď T {n.

当 n 充分大时, 不妨设

i´ 1
n

T ă a ď
i

n
T,

k

n
T ď b ă

k ` 1
n

T,

其中 i, k 为整数. 利用

ż

pj`1q
n T

j
n T

gpnxqdx “
1
n

ż pj`1qT

jT

gptqdt “ 0, @ j P Z

可得

ż b

a

fpxqgpnxqdx

“

ż i
n T

a

fpxqgpnxqdx`

k´1
ÿ

j“i

ż

pj`1q
n T

j
n T

fpxqgpnxqdx`

ż b

k
n T

fpxqgpnxqdx

“

ż i
n T

a

fpxqgpnxqdx`

k´1
ÿ

j“i

ż

pj`1q
n T

j
n T

“

fpxq ´ fp
j

n
T q

‰

gpnxqdx

`

k´1
ÿ

j“i

fp
j

n
T q

ż

pj`1q
n T

j
n T

gpnxqdx`

ż b

k
n T

fpxqgpnxqdx

“

ż i
n T

a

fpxqgpnxqdx`

k´1
ÿ

j“i

ż

pj`1q
n T

j
n T

“

fpxq ´ fp
j

n
T q

‰

gpnxqdx`

ż b

k
n T

fpxqgpnxqdx.

于是, 当 n 充分大时, 可得如下估计

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqgpnxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď
T

n
max |f | max |g| `

pk ´ iq

n
Tεmax |g| `

T

n
max |f | max |g|

ď
2T
n

max |f | max |g| ` pb´ aqεmax |g|,

由此易见

lim
nÑ8

ż b

a

fpxqgpnxqdx “ 0.

注. 这个证明利用了这一点, 即当 n 充分大时, gpnxq 的周期充分小, 从而在一

个周期之内 f 近似地为常数. �
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0
x

y

图 3.12 周期振荡函数的积分

习题 3.5

1. 如果 f 本身就是分段线性的连续函数, 试说明用等分区间作分段线性逼近所

得积分的极限与分段线性函数的积分是一致的.

2. 按照定义计算积分
ż b

a

sinx dx.

3. p1q 设 b ą a ą 0, α ‰ ´1. 按照定义求积分
ż b

a

xαdx. p2q˚ 设 b, α ą 0, 求积分
ż b

0

xαdx, 利用积分计算极限

lim
nÑ8

1α ` 2α ` ¨ ¨ ¨ ` nα

nα`1
.

4. 不借助对数函数, 证明函数

fpxq “

ż x

1

dt

t
, x ą 0

具有性质 fpxyq “ fpxq ` fpyq, @ x, y ą 0.

5. 设 g 为连续周期函数, 周期为 T , 则当 b´ a “ T 时

ż b

a

gpxqdx “

ż T

0

gpxqdx.

6. 通过计算证明 arctanx “

ż x

0

1
1 ` t2

dt.

7. 试说明, 积分中值定理中的点 ξ 可取在开区间 pa, bq 中.

8. 设 f 为 ra, bs 上的连续函数, 如果对 ra, bs 上任意满足条件 gpaq “ gpbq “ 0 的

连续函数 g, 均有
ż b

a

fpxqgpxqdx “ 0, 则 f ” 0.
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9. 设 f 为 ra, bs上的连续函数,如果对 ra, bs上任意满足条件

ż b

a

gpxqdx “ 0的连

续函数 g, 均有
ż b

a

fpxqgpxqdx “ 0, 则 f “ C 为常数. (提示: 设 f 的平均值为

C, 考虑 g “ f ´ C 以及 g2 的积分.)

10. p˚q 利用积分 ex “ 1 `

ż x

0

etdt 证明

ex “ 1 ` x`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn´1

pn´ 1q!
`
xn

n!
eθx, θ P r0, 1s.

11. 设 f 为 ra, bs 上单调递增的连续函数, 则

pa` bq

ż b

a

fpxqdx ď 2
ż b

a

xfpxqdx,

等号成立当且仅当 f 为常值函数. (提示: 考虑 px´ a`b
2 qpfpxq ´ fpa`b

2 qq.)

12. p˚q 设 f 为 ra, bs 上的连续函数. 则

lim
nÑ`8

”

ż b

a

|fpxq|ndx
ı

1
n

“ max
xPra,bs

|fpxq|.

13. 设 f, g 为 ra, bs 上非负连续函数, 利用 Hölder 不等式证明

´

ż b

a

fn`1pxqgpxqdx
¯2

ď

´

ż b

a

fnpxqgpxqdx
¯´

ż b

a

fn`2pxqgpxqdx
¯

.

14. p˚q 设 f, g 为 ra, bs 上正的连续函数, 证明

lim
nÑ8

ż b

a

fn`1pxqgpxqdx

ż b

a

fnpxqgpxqdx

“ max
xPra,bs

fpxq.

15. 用 Young 不等式证明 Hölder 不等式: 设 ai, bi ě 0 pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq, 则

n
ÿ

i“1

aibi ď
`

n
ÿ

i“1

ap
i

˘
1
p
`

n
ÿ

i“1

bqi
˘

1
q , 其中 p, q ą 0,

1
p

`
1
q

“ 1.

16. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数, 则

lim
nÑ8

ż b

a

fpxq sinnx dx “ lim
nÑ8

ż b

a

fpxq cosnx dx “ 0.
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17. p˚q 设 fpxq 为 r0,`8q 中的严格单调递增连续函数, 则

F pxq “

$

’

&

’

%

1
x

ż x

0

fptqdt, x ą 0,

fp0q, x “ 0

也是 r0,`8q 中的严格单调递增连续函数.

18. p˚q 设 fpxq 为 ra, bs 上正连续函数, 则

lim
rÑ0`

´ 1
b´ a

ż b

a

frpxq dx
¯

1
r

“ exp
´ 1
b´ a

ż b

a

ln fpxq dx
¯

,

并用 Hölder 不等式说明上式左端关于 r 单调递增.
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本章初步介绍一元函数的微分学,我们引入导数和微分的概念来研究函数在一

点附近的局部变化性质. 将微分和积分这一对概念统一在一起的是重要的 Newton-

Leibniz 公式.

§4.1 可导与可微

在经典物理学中,如果我们考察质点沿直线的运动,则有速度和加速度的概念.

速度是反映位移随时间变化的量, 即速度是位移函数的变化率, 而加速度是反映速

度随时间变化的量. 我们现在利用极限给出这些变化量的数学定义.

定义 4.1.1 (导数). 设函数 f 在 x0 附近有定义, 如果极限

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0

存在且有限, 则称 f 在 x0 处可导, 此极限称为 f 在 x0 处的导数, 记为 f 1px0q.

注. p1q 如果记 y “ fpxq, ∆x “ x´ x0, ∆y “ fpxq ´ fpx0q, 则导数也可表示为

f 1px0q “ lim
∆xÑ0

∆y
∆x

“ lim
∆xÑ0

fpx0 ` ∆xq ´ fpx0q

∆x
.

导数的另一记号是
df

dx
px0q, 它主要强调 f 是关于 x 求导的.

p2q既然导数是用极限定义的,我们当然也可以用 ε´ δ 语言来描述它: 如果存

在 A P R, 使得任给 ε ą 0, 均存在 δ ą 0, 当 0 ă |x´ x0| ă δ 时

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
´A

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε,

则 f 在 x0 处可导, 导数为 A.

例 4.1.1. 研究下列函数的导数:

C, xn pn ě 1q, ax pa ą 0, a ‰ 1q, lnx, sinx, cosx.

解. 显然,常值函数的导数恒为零. 这和我们的直观是相吻合的,因为导数反映

函数的变化率, 而常值函数的变化率当然为零.

当 n ě 1 时, 根据 Newton 二项式展开, 有

px0 ` ∆xqn “ xn
0 ` nxn´1

0 ∆x` ¨ ¨ ¨ ,

115
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其中省略的是 ∆x 的高次项. 于是

lim
∆xÑ0

px0 ` ∆xqn ´ xn
0

∆x
“ nxn´1

0 ,

即 pxnq1 “ nxn´1.

当 a ą 0, a ‰ 1 时, 利用例 3.1.15 的计算可得

lim
∆xÑ0

ax0`∆x ´ ax0

∆x
“ ax0 lim

∆xÑ0

a∆x ´ 1
∆x

“ ax0 ln a,

即 paxq1 “ ax ln a. 特别地, pexq1 “ ex.

当 x0 ą 0 时, 利用例 3.1.13 的计算可得

lim
∆xÑ0

lnpx0 ` ∆xq ´ lnx0

∆x
“ lim

∆xÑ0

lnp1 ` ∆x
x0

q

∆x
“

1
x0
,

即 plnxq1 “ 1{x.

设 x0 P R, 则

lim
∆xÑ0

sinpx0 ` ∆xq ´ sinx0

∆x
“ lim

∆xÑ0

2
∆x

sin
∆x
2

cos
`

x0 `
∆x
2

˘

“ cosx0,

即 psinxq1 “ cosx. 同理可以算出 pcosxq1 “ ´ sinx. �
如果考虑左右极限, 则有左导数和右导数的概念. 左右导数分别记为 f 1

´px0q,

f 1
`px0q. f 在 x0 处可导当且仅当其左右导数相等.

例 4.1.2. 研究函数 fpxq “ |x| 在 x0 “ 0 处的可导性.

解. 当 x ă 0 时, 有

lim
xÑ0´

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“ lim

xÑ0´

|x|

x
“ lim

xÑ0´

´x

x
“ ´1.

这说明 f 1
´p0q “ ´1. 类似地, 当 x ą 0 时, 有

lim
xÑ0`

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“ lim

xÑ0`

|x|

x
“ lim

xÑ0`

x

x
“ 1.

因此 f 1
`p0q “ 1. 这说明 f 在 x0 “ 0 处不可导. �

例 4.1.3. 定义函数 fpxq 如下:

fpxq “

$

&

%

e´ 1
|x| , x ‰ 0,

0, x “ 0.

研究 f 在 x0 “ 0 处的可导性.
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解. 我们来计算 f 在 x0 “ 0 处的右导数:

f 1
`p0q “ lim

xÑ0`

e´ 1
|x|

x
“ lim

yÑ`8

y

ey
“ 0,

同理可得 f 1
´p0q “ 0, 因此 f 在 x0 “ 0 处可导. �

下面我们研究导数的运算法则. 首先有

命题 4.1.1. 设 f 在 x0 处可导, 则 f 在 x0 处连续.

证明. 设 f 在 x0 处可导, 则

lim
xÑx0

“

fpxq ´ fpx0q
‰

“ lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
px´ x0q “ f 1px0q ¨ 0 “ 0,

即 f 在 x0 处连续. �

命题 4.1.2 (导数的运算法则). 设 f, g 在 x 处可导, 则 fg 在 x 处可导; 如果

α, β 为常数, 则 αf ` βg 在 x 处可导. 且有

p1q pαf ` βgq1 “ αf 1 ` βg1 p 线性性 q ;

p2q pfgq1 “ f 1g ` fg1 p 导性 q.

证明. p1q 这可从导数的定义和函数极限的性质直接得出.

p2q 设 f , g 在 x0 处可导. 利用

fpxqgpxq ´ fpx0qgpx0q “
“

fpxq ´ fpx0q
‰

gpxq ` fpx0q
“

gpxq ´ gpx0q
‰

可得

pfgq1px0q “ lim
xÑx0

fpxqgpxq ´ fpx0qgpx0q

x´ x0

“ lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
gpxq ` lim

xÑx0
fpx0q

gpxq ´ gpx0q

x´ x0

“ f 1px0qgpx0q ` fpx0qg1px0q.

其中我们用到了 f , g 在 x0 处的连续性. �
导数运算的线性性可以推广为对任意有限多个函数的线性组合成立. 从导性

还得到

推论 4.1.3. 设 f, g 在 x0 处可导, gpx0q ‰ 0. 则
f

g
在 x0 处可导, 且

`f

g

˘1
“
f 1g ´ fg1

g2
.

证明. 设 g 在 x0 处可导, 则 g 在 x0 处连续. 由 gpx0q ‰ 0 可知, g 在 x0 附近

不为零. 我们先说明 1{g “
1
g
在 x0 处可导:

lim
xÑx0

1{gpxq ´ 1{gpx0q

x´ x0
“ lim

xÑx0

´1
gpx0qgpxq

gpxq ´ gpx0q

x´ x0
“ ´

g1px0q

g2px0q
.
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因此
f

g
“ f ¨

1
g
可导, 利用导数的导性, 有

`f

g

˘1
“ f 1 ¨

`1
g

˘

` f ¨
`1
g

˘1
“
f 1g ´ fg1

g2
,

推论得证. �

例 4.1.4. 研究下列函数的导数:

loga x pa ą 0, a ‰ 1q, cscx, secx, tanx, cotx.

解. 利用 plnxq1 “ 1{x 可得

ploga xq1 “
` lnx
ln a

˘1
“

1
x ln a

.

利用 psinxq1 “ cosx 可得

pcscxq1 “
` 1
sinx

˘1
“ ´

1
sin2 x

psinxq1

“ ´
1

sin2 x
cosx “ ´ cscx cotx.

利用 pcosxq1 “ ´ sinx 可得

psecxq1 “
` 1
cosx

˘1
“ ´

1
cos2 x

pcosxq1

“
1

cos2 x
sinx “ secx tanx.

同理, 有

ptanxq1 “
cosx cosx´ sinxp´ sinxq

cos2 x
“

1
cos2 x

“ sec2 x,

pcotxq1 “
p´ sinxq sinx´ cosx cosx

sin2 x
“ ´ csc2 x.

这就得到了常见三角函数的导数. �
为了讨论导数关于复合函数的运算规则,我们现在从几何的角度来解释导数的

含义. 考虑函数 f 在 x0 附近的图像, 经过图像上两点 px0, fpx0qq 和 px, fpxqq 的直

线 (割线) 的方程为

yptq “
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
pt´ x0q ` fpx0q, @ t P R.

当 x Ñ x0 时, 考察此直线的变化. 当 f 在 x0 处可导时, 直线的极限位置是一条经

过 px0, fpx0qq 且斜率为 f 1px0q 的直线, 称为 f 在 x0 处的切线, 其方程为

yptq “ f 1px0qpt´ x0q ` fpx0q.

方程

px´ x0q ` f 1px0qpy ´ fpx0qq “ 0

所代表的直线则称为 f 在 x0 处的法线.
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x0 x

f(x0)

f(x)

0
x

y

图 4.1 导数与切线

根据切线的定义过程, 我们可以把切线看成函数 f 的图像在 x0 处的一个线性

逼近.即,函数 f 在 x0 附近可以近似地看成线性函数,这种线性逼近或线性化的方

法是我们研究函数的一种基本手法. 比如,在力学中,考察某个质点的运动,它的运

动轨迹可能非常复杂,但在一个非常短的时间之内往往可以认为该质点在做匀速直

线运动. 引入下面的概念使得我们可以严格地描述这种现象.

定义 4.1.2 (微分). 设 f 是在 x0 附近有定义的函数, 如果存在常数 A, 使得

fpxq “ fpx0q `Apx´ x0q ` opx´ x0q px Ñ x0q,

则称 f 在 x0 处可微, 线性映射 x ÞÑ Ax 称为 f 在 x0 处的微分, 记为 dfpx0q.

导数和微分之间的关系体现在下面的命题中.

命题 4.1.4. 设 f 在 x0 附近有定义, 则 f 在 x0 处可导当且仅当 f 在 x0 处

可微, 且微分的斜率就是导数 f 1px0q.

证明. 设 f 在 x0 处可导, 则

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q ´ f 1px0qpx´ x0q

x´ x0
“ lim

xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
´ f 1px0q “ 0,

因此

fpxq ´ fpx0q ´ f 1px0qpx´ x0q “ opx´ x0q px Ñ x0q,

即

fpxq “ fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q ` opx´ x0q px Ñ x0q.
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这说明 f 在 x0 处可微.

反之, 设 f 在 x0 处可微, fpxq “ fpx0q `Apx´ x0q ` opx´ x0q, 则

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ lim

xÑx0

Apx´ x0q ` opx´ x0q

x´ x0
“ A,

从而 f 在 x0 处可导, 且导数 f 1px0q “ A. �
微分的几何意义在于它可以看成 f 的一个线性近似. 由于微分的斜率等于导

数, 我们将 x0 处的微分 dfpx0q 写为

dfpx0q “ f 1px0qdxpx0q,

其中 dxpx0q 是函数 x 在 x0 的微分 (即恒同线性映射).

命题 4.1.5 (链规则). 设 g 在 x0 处可导, f 在 gpx0q 处可导, 则复合函数

f ˝ g “ fpgq 在 x0 处可导, 且

rfpgqs1px0q “ f 1pgpx0qqg1px0q.

证明. 因为 g 在 x0 处可导, 故当 x 在 x0 附近时

gpxq “ gpx0q ` g1px0qpx´ x0q ` opx´ x0q.

这说明 x Ñ x0 时, 存在常数 C, 使得 |gpxq ´ gpx0q| ď C|x ´ x0|. 由 f 在 gpx0q 处

可导可得

fpgpxqq “ fpgpx0qq ` f 1pgpx0qq
`

gpxq ´ gpx0q
˘

` o
`

gpxq ´ gpx0q
˘

“ fpgpx0qq ` f 1pgpx0qqg1px0qpx´ x0q ` f 1pgpx0qqopx´ x0q ` opx´ x0q

“ fpgpx0qq ` f 1pgpx0qqg1px0qpx´ x0q ` opx´ x0q.

这说明 fpgq 在 x0 处可微 (可导), 导数为 f 1pgpx0qqg1px0q. �
链规则对于任意有限个函数的复合也适用, 比如

rfpgphqqs1 “ f 1pgphqqg1phqh1.

例 4.1.5. 研究下列函数的导数:

ln |x|, xα pα ‰ 0q.

证明. 我们知道, 当 x ‰ 0 时, p|x|q1 “ sgnx. 由复合函数的求导得

pln |x|q1 “
1

|x|
p|x|q1 “

1
|x|

sgnx “
1
x
.
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如果 α ‰ 0, x ą 0, 则

pxαq1 “
`

eα ln x
˘1

“ eα ln xpα lnxq1

“ xαα
1
x

“ αxα´1;

如果 α ą 1, 则 x “ 0 处的导数计算如下

pxαq1p0q “ lim
xÑ0

xα

x
“ lim

xÑ0
xα´1 “ 0;

我们现在考虑 x ă 0 的情形. 此时, 要求 α “
p

q
为有理数, p, q 为互素的整数,

且 q 为奇数. 我们有

pxαq1 “ pp´1q
p
q eα ln |x|q1 “ p´1q

p
q eα ln |x|pα ln |x|q1

“ xαα
1
x

“ αxα´1.

这样就得到了定义域内所有可导点处的导数. �

命题 4.1.6 (反函数求导法则). 设 f 在 x0 附近连续且有反函数 g. 如果 f 在

x0 处可导, 且导数 f 1px0q ‰ 0, 则 g 在 y0 “ fpx0q 处可导, 且

g1py0q “
1

f 1px0q
.

证明. 因为 f 在 x0 处可导, 故

fpxq “ fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q ` opx´ x0q px Ñ x0q. (4.1)

当 x Ñ x0 时上式可改写为

fpxq ´ fpx0q “ rf 1px0q ` op1qspx´ x0q.

当 f 1px0q ‰ 0 时, 上式表明, 当 x Ñ x0 时, 存在常数 C ą 0 使得

|fpxq ´ fpx0q| ě C|x´ x0|, 或 |y ´ y0| ě C|gpyq ´ gpy0q|.

特别地, 当 y Ñ y0 时, x “ gpyq Ñ gpy0q “ x0. 在 (4.1) 中代入 x “ gpyq, x0 “ gpy0q

可得
y “ y0 ` f 1px0q

`

gpyq ´ gpy0q
˘

` o
`

gpyq ´ gpy0q
˘

py Ñ y0q

“ y0 ` f 1px0q
`

gpyq ´ gpy0q
˘

` opy ´ y0q py Ñ y0q,

或改写为

gpyq “ gpy0q `
1

f 1px0q
py ´ y0q ` opy ´ y0q py Ñ y0q.

这说明 g 在 y0 “ fpx0q 处可导, 且导数为
1

f 1px0q
. �

注. 导数 f 1px0q ‰ 0 的条件不能去掉. 例如 fpxq “ x3 是从 R 到 R 的可逆函
数, f 处处可导, 但其反函数 gpyq “ y1{3 在 y “ 0 处不可导. �
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例 4.1.6. 研究下列函数的导数:

arcsinx, arccosx, arctanx, arccotx.

证明. 正弦函数 sinx : r´π
2 ,

π
2 s Ñ r´1, 1s 可逆. 由反函数求导公式, 有

parcsinxq1 “
1

cos arcsinx
“

1
a

1 ´ sin2 arcsinx
“

1
?

1 ´ x2
.

arccosx 可类似求导, 也可这样看: 因为 arcsinx` arccosx “
π

2
, 故

parccosxq1 “
`π

2
´ arcsinx

˘1
“ ´

1
?

1 ´ x2
.

正切函数 tanx : p´π
2 ,

π
2 q Ñ p´8,8q 可逆. 由反函数求导公式, 有

parctanxq1 “
1

sec2 arctanx
“

1
1 ` tan2 arctanx

“
1

1 ` x2
.

同理可得

parccotxq1 “
1

´ csc2 arccotx
“ ´

1
1 ` cot2 arccotx

“ ´
1

1 ` x2
.

这就得到了反三角函数的导数公式. �
我们如下定义一类所谓的双曲函数,首先是双曲正弦 sinhx和双曲余弦 coshx:

sinhx “
ex ´ e´x

2
, coshx “

ex ` e´x

2
;

然后是双曲正切 tanhx 和双曲余切 cothx:

tanhx “
sinhx
coshx

, cothx “
coshx
sinhx

;

简单的计算表明, 双曲函数之间满足如下关系

sinhpx` yq “ sinhx ¨ cosh y ` coshx ¨ sinh y,

sinhpx´ yq “ sinhx ¨ cosh y ´ coshx ¨ sinh y,

coshpx` yq “ coshx ¨ cosh y ` sinhx ¨ sinh y,

coshpx´ yq “ coshx ¨ cosh y ´ sinhx ¨ sinh y,

以及

cosh2 x´ sinh2 x “ 1, 1 ´ ptanhxq2 “
1

cosh2 x
, pcothxq2 ´ 1 “

1
sinh2 x

.

双曲函数的导数计算如下:
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命题 4.1.7. psinhxq1 “ coshx, pcoshxq1 “ sinhx, ptanhxq1 “ 1 ´ ptanhxq2,

pcothxq1 “ 1 ´ pcothxq2.

证明. 利用 ex 的导数直接计算即可, 留作习题. �
为了方便起见, 我们把已经得到的导数计算公式总结在下面.

1. pCq1 “ 0 pC 为常数q; 2. pxαq1 “ αxα´1 pα ‰ 0q;

3. pexq1 “ ex; 4. paxq1 “ ax ln a pa ą 0, a ‰ 1q;

5. pln |x|q1 “
1
x

; 6. ploga |x|q1 “
1

x ln a
pa ą 0, a ‰ 1q;

7. psinxq1 “ cosx; 8. parcsinxq1 “
1

?
1 ´ x2

;

9. pcosxq1 “ ´ sinx; 10. parccosxq1 “ ´
1

?
1 ´ x2

;

11. psecxq1 “ secx tanx; 12. pcscxq1 “ ´ cscx cotx;

13. ptanxq1 “ sec2 x; 14. parctanxq1 “
1

1 ` x2
;

15. pcotxq1 “ ´ csc2 x; 16. parccotxq1 “ ´
1

1 ` x2
;

17. psinhxq1 “ coshx; 18. pcoshxq1 “ sinhx;

19. ptanhxq1 “ 1 ´ ptanhxq2; 20. pcothxq1 “ 1 ´ pcothxq2.

下面我们来计算两个稍微复杂一点的例子.

例 4.1.7. 求函数 fpxq “ lnpx`
?

1 ` x2q 的导数.

解. 利用复合求导, 有
“

lnpx`
a

1 ` x2q
‰1

“ px`
a

1 ` x2q´1
“

x1 ` p
a

1 ` x2q1
‰

“ px`
a

1 ` x2q´1
“

1 `
1
2

p1 ` x2q´ 1
2 p1 ` x2q1

‰

“ px`
a

1 ` x2q´1
“

1 ` xp1 ` x2q´ 1
2
‰

“
1

?
1 ` x2

.

例 4.1.8. 设 upxq ą 0, upxq, vpxq 都是可导函数, 求 fpxq “ upxqvpxq 的导数.

解. 我们对 fpxq “ upxqvpxq 求对数再求导:

pln fpxqq1 “ pvpxq lnupxqq1 “ v1pxq lnupxq ` vpxq
1

upxq
u1pxq,

利用复合求导就得到

f 1pxq “ fpxqpln fpxqq1 “ upxqvpxq
´

v1pxq lnupxq ` vpxq
u1pxq

upxq

¯

.

上面例子中求对数再求导的方法称为对数法, 这是很常用的求导数技巧.
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最后我们简要介绍函数的全微分的概念. 我们知道, f 在 x 处的微分是一个斜

率为 f 1pxq的线性映射,当 x变化时,这些线性映射也随之变化,即 x ÞÑ dfpxq是一

个新的映射, 记为 df , 称为 f 的外微分 或 全微分. 在这个意义下, x 的全微分 dx

是这样一个映射, 它把任意点 x均映为 x处的恒同线性映射. 因为 dfpxq都是线性

的, 我们可以在全微分之间自然地定义加法和数乘运算, 此时有

df “ f 1pxqdx.

一般地, 我们把形如 fdx (f 为函数) 的表达式称为 1 次微分形式. 根据导数的运

算法则, 我们有

命题 4.1.8. 设 f, g 可微, 则

p1q dpαf ` βgq “ αdf ` βdg, 其中 α, β 为常数;

p2q dpfgq “ gdf ` fdg;

p3q dpf{gq “
gdf ´ fdg

g2
, 其中 g ‰ 0.

对于可微函数来说, 复合求导可以重新表述为全微分的形式不变性, 即

命题 4.1.9. 设 f , g 均可微, 且复合函数 fpgq 有定义, 则

drfpgqs “ f 1pgqdg.

证明. 根据复合求导和外微分的定义, 有

drfpgqs “ rfpgqs1dx “ f 1pgqg1dx “ f 1pgqdg.

这个式子称为形式不变性是因为它的形式和 df “ f 1dx一样,只是将 x换成了 g 而

已. �
我们也可以利用外微分来计算导数.

例 4.1.9. 求函数

fpxq “ lnpx2ex `
a

1 ` x2q

的导数.

解. 由全微分的形式不变性, 有

df “ px2ex `
a

1 ` x2q´1dpx2ex `
a

1 ` x2q

“ px2ex `
a

1 ` x2q´1
`

exp2xqdx` x2exdx`
1

2
?

1 ` x2
dp1 ` x2q

˘

“ px2ex `
a

1 ` x2q´1
`

2xex ` x2ex `
x

?
1 ` x2

˘

dx,
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因此 f 的导数为

f 1pxq “ px2ex `
a

1 ` x2q´1
`

2xex ` x2ex `
x

?
1 ` x2

˘

.

有时候, 函数不是通过显式表达式给出, 而是通过隐式给出, 这时利用外微分

计算导数显得比较容易一些.

例 4.1.10. 设 ´y2 ` 2ey “ x2 决定了可微函数 y “ fpxq, 求 f 的导数.

证明. 在等式 ´y2 ` 2ey “ x2 两边微分得

´2ydy ` 2eydy “ 2xdx,

因此

dy “
x

ey ´ y
dx,

这说明 f 的导数为
x

ey ´ y
. �

在第十二章中我们将讨论隐函数存在的条件.

习题 4.1

1. 设 fpxq 在 x0 处可导, 求极限

lim
nÑ8

n
“

fpx0 `
1
n

q ´ fpx0q
‰

.

2. 设 fpxq 在 x0 处可导, 求极限

lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0 ´ hq

h
.

3. 按照导数的定义求函数 fpxq “ xpx´ 1q2px´ 2q2 在 x “ 0, 1, 2 处的导数.

4. 按照导数的定义求函数 fpxq “
?

1 ` x 在 x “ 0, 1, 2 处的导数.

5. 设 fp0q “ 0, f 在 x “ 0 处可导, 求极限 lim
xÑ0

fpxq

x
.

6. 已知函数 fpxq “ px´ aqφpxq, 且 φpxq 为在 a 处连续的函数, 求 f 1paq.

7. 证明函数

fpxq “

$

&

%

x2, x 为无理数,

0, x 为有理数,

仅在 x “ 0 处有导数.
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8. 计算函数

fpxq “

$

&

%

x2 sin 1
x , x ‰ 0,

0, x “ 0,

在 x “ 0 处的导数.

9. 函数

fpxq “

$

&

%

x sin 1
x , x ‰ 0,

0, x “ 0,

在 x “ 0 处可导吗?

10. 确定常数 a, b 的值, 使得函数

fpxq “

$

&

%

x2, x ě 1,

ax` b, x ă 1,

在 x “ 1 处可导.

11. 求下列函数的导数

p1q fpxq “ 2x3 ` 4x2 ´ 3; p2q fpxq “ px` 1q2px` 2qpx` 3q3;

p3q fpxq “ p1 ` nxmqp1 `mxnq; p4q fpxq “ paxm ` bqnpcxn ` dqm;

p5q fpxq “ x
?

1 ` x2; p6q fpxq “ lnpsinxq ` e´x sinx.

12. 求下列函数的导数

p1q fpxq “
a

sin2 x; p2q fpxq “
2 ` sinx

x
; p3q fpxq “

x lnx
1 ` x

´
1
x

;

p4q fpxq “
sinx

1 ` tanx
; p5q fpxq “

xe´x ´ 1
sinx

; p6q fpxq “
x

p1 ´ xq2p1 ` xq
;

p7q fpxq “ ln
`1 ´ x2

1 ` x2

˘

; p8q fpxq “
xpp1 ´ xqq

1 ` x
; p9q fpxq “

x sinx` cosx
x sinx´ cosx

.

13. 求下列函数的导数

p1q fpxq “ ex2 sin x; p2q fpxq “
x

?
a2 ` x2

; p3q fpxq “ arcsinpcos2 xq;

p4q fpxq “
arcsinx
?

1 ´ x2
; p5q fpxq “ lnplnplnxqq; p6q fpxq “ lnpsinx` cosxq;

p7q fpxq “

b

x`
?
x; p8q fpxq “ eαx sinβx; p9q fpxq “ sinpsinpcosxqq.

14. 求下列函数的导数

p1q fpxq “ px sinxqx; p2q fpxq “ pxqax

; p3q fpxq “ pcosxqsin x ` psinxqcos x;

p4q fpxq “ x

c

1 ´ x

1 ` x
; p5q fpxq “ axn

; p6q fpxq “ px`
a

1 ` x2qn.
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15. 设 fpxq 可导, 求 y1:

p1q y “ fpx sinxq; p2q y “ fpexqefpxq; p3q y “ fpcosxq sinx;

p4q y “ fpfpfpxqqq; p5q y “ fptanxq; p6q y “ rfplnxqsn.

16. 设 upxq, vpxq 可导, 求 y1:

p1q y “
a

u2pxq ` v2pxq; p2q y “ arctan upxq

vpxq
; p3q y “ v

?
u;

p4q y “
u

v2
; p5q y “

1
?
u2 ` v2

; p6q y “ uev

.

17. 通过对 p1 ` xqn 求导并利用二项式定理证明

p1q

n
ÿ

k“0

kCk
n “ n2n´1; p2q

n
ÿ

k“0

k2Ck
n “ npn` 1q2n´2.

18. 证明, 可导偶函数的导数为奇函数, 可导奇函数的导数为偶函数, 可导周期函

数的导数仍为周期函数.

19. p˚q 设 aijpxq 均为可导函数, 求行列式函数 det
`

aijpxq
˘

nˆn
的导数.

20. p˚q Riemann 函数定义为

Rpxq “

$

&

%

1
p , x “

q
p P p0, 1q X Q, p, q 为互素正整数,

0, x 为 p0, 1q 中的无理数.

证明 Riemann 函数 Rpxq 处处不可导.

§4.2 高阶导数

在前一节开始我们已经提到, 要考察质点的运动, 除了考虑速度, 还要考虑加

速度. 速度是位移函数的导数, 加速度则是速度的导数.

定义 4.2.1 (高阶导数). 设 f 在 x0 附近可导, 如果导函数 f 1 在 x0 处仍可导,

则称 f 在 x0 处 2 阶可导. 记

f2px0q “ pf 1q1px0q,

称为 f 在 x0 处的 2 阶导数. 一般地, 如果 f 在 x0 附近 n pn ě 1q 阶可导, 且 n

阶导函数 f pnq 在 x0 处可导, 则称 f 在 x0 处 n` 1 阶可导, 记

f pn`1qpx0q “ pf pnqq1px0q,

称为 f 的 n` 1 阶导数.
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按照我们的记号, f p1q “ f 1, f p2q “ f2, f p3q “ f3 等等. 我们约定 f p0q “ f . 有

时也用下面的记号表示高阶导数:

f2 “
d2f

dx2
, f p3q “ f3 “

d3f

dx3
, 等等.

例 4.2.1. 求线性函数 fpxq “ ax` b 的 2 阶导数.

解. f 1pxq “ pax ` bq1 “ a, f2pxq “ paq1 “ 0. 因此线性函数的 2 阶导数恒为零,

即匀速直线运动的加速度为零. �

例 4.2.2. 求二次函数 fpxq “ x2 的 2 阶导数.

解. f 1pxq “ px2q1 “ 2x, f2pxq “ p2xq1 “ 2, 即二次函数的 2 阶导数为常数. �

定义 4.2.2. 如果 f 在区间 I 的每一点处均 n 阶可导, 则称 f 在 I 中 n 阶可

导; 如果 f 可导, 且导函数 f 1 连续, 则称 f p1 阶 q 连续可导, 记为 f P C1pIq; 一般

地, 如果 f 在 I 中 n 阶可导, 且 n 阶导函数 f pnq 连续, 则称 f n 阶连续可导, 记

为 f P CnpIq. 如果 f 在 I 中存在任意阶导数, 则称 f 是光滑的, 记为 f P C8pIq.

例 4.2.3. 可微函数的导函数不一定连续.

解. 考虑下面的函数

fpxq “

$

&

%

x
3
2 sin 1

x , x P p0, 1s,

0, x “ 0.

我们先计算 f 在 x “ 0 处的导数:

f 1p0q “ lim
xÑ0`

x
3
2 sin 1

x

x
“ lim

xÑ0`

?
x sin

1
x

“ 0,

这里我们用到了估计

ˇ

ˇ

?
x sin

1
x

ˇ

ˇ ď
?
x Ñ 0 px Ñ 0`q.

当 x ą 0 时, 由复合求导, 有

f 1pxq “
3
2
x

1
2 sin

1
x

´ x
3
2

1
x2

cos
1
x

“
3
2
x

1
2 sin

1
x

´ x´ 1
2 cos

1
x
.

考察 f 1 在 xn “
1

2nπ
pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 处的取值知 f 1pxnq Ñ ´8, 因此 f 1 不连续. �
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例 4.2.4. 设 k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 则函数

fpxq “

$

&

%

x2k`1 sin 1
x , x ‰ 0

0, x “ 0

是 Ck 函数, 但不是 Ck`1 的.

解. 同上例一样, 可以计算出 f 1p0q “ 0, 且

f 1pxq “

$

&

%

p2k ` 1qx2k sin 1
x ´ x2k´1 cos 1

x , x ‰ 0,

0, x “ 0.

同理,

f2pxq “

$

&

%

2kp2k ` 1qx2k´1 sin 1
x ´ 4kx2k´2 cos 1

x ´ x2k´3 sin 1
x , x ‰ 0,

0, x “ 0.

继续求导可得 f pkqp0q “ 0, 且当 x ‰ 0 时,

f pkqpxq “ x2ϕpxq ˘ x sin
1
x
或 x2ϕpxq ˘ x cos

1
x
,

其中 ϕpxq 在 x “ 0 附近有界. 因此 f pkq 连续但在 x “ 0 处不可导. �

例 4.2.5. p˚q 分析函数

fpxq “

$

&

%

0, x ď 0

e´ 1
x , x ą 0

的高阶可导性质.

解. 如同前面的例子那样, 可以计算出 f 1p0q “ 0, 且

f 1pxq “

$

&

%

0, x ď 0,
1
x2 e

´ 1
x , x ą 0.

我们用归纳法说明

f pkqpxq “

$

&

%

0, x ď 0,

pkp 1
x qe´ 1

x , x ą 0,

其中 pkptq 是次数为 2k 的多项式. k “ 1 时 p1ptq “ t2. 假设 f pkq 如上, 则显然

f
pk`1q
´ p0q “ 0, 而

f
pk`1q
` p0q “ lim

xÑ0`

pkp 1
x qe´ 1

x

x

“ lim
tÑ`8

tpkptq

et
“ 0.



130 第四章 微分及其逆运算

因此 f pk`1qp0q “ 0. 当 x ą 0 时

f pk`1qpxq “ p1
k

` 1
x

˘`

´
1
x2

˘

e´ 1
x ` pk

` 1
x

˘ 1
x2
e´ 1

x

“ pk`1

` 1
x

˘

e´ 1
x ,

其中 pk`1ptq “ t2pkptq ´ t2p1
kptq. 这就说明 f 是任意阶可导的光滑函数. �

命题 4.2.1. 设 f, g 均为 n 阶可导函数, 则

p1q pαf ` βgqpnq “ αf pnq ` βgpnq, @ α, β P R;

p2q pLeibnizq pfgqpnq “
n
ř

k“0

Ck
nf

pn´kqgpkq, 其中 Ck
n “

n!
k!pn´ kq!

为组合数.

证明. p1q 这可由求导运算的线性及归纳法直接得到.

p2q 对 n 用数学归纳法. n “ 1 的情形就是求导运算的导性. 设公式对 n “ k

成立, 则 n “ k ` 1 时

pfgqpk`1q “ rpfgqpkqs1 “

k
ÿ

l“0

Cl
krf pk´lqgplqs1

“

k
ÿ

l“0

Cl
krf pk´l`1qgplq ` f pk´lqgpl`1qs

“ C0
kf

pk`1qg `

k
ÿ

l“1

Cl
kf

pk´l`1qgplq `

k´1
ÿ

l“0

Cl
kf

pk´lqgpl`1q ` Ck
kfg

pk`1q

“ f pk`1qg `

k
ÿ

l“1

rCl
k ` Cl´1

k sf pk´l`1qgplq ` fgpk`1q

“

k`1
ÿ

l“0

Cl
k`1f

pk`1´lqgplq,

其中我们用到组合恒等式 Cl
k ` Cl´1

k “ Cl
k`1. �

现在我们再看几个高阶导数计算和应用的例子.

例 4.2.6. 设多项式 pnpxq “ anx
n ` an´1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 次数为 n, 则

p1q p
pnq
n pxq “ n!an, 从而 p

pkq
n “ 0, @ k ą n;

p2q ak “
1
k!
p

pkq
n p0q, k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n.

证明. 直接逐项求导, 利用归纳法可得

ppkq
n pxq “ npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k` 1qanx

n´k ` pn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ kqan´1x
n´1´k ` ¨ ¨ ¨ ` k!ak,

其中 1 ď k ď n. 特别地, 取 k “ n 就得到 p1q, 而令 x “ 0 就得到 p2q. �

例 4.2.7. 求函数 fpxq “ ax 的各阶导数.
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解. f 1pxq “ ax ln a, f2pxq “ axpln aq2, ¨ ¨ ¨ , f pnqpxq “ axpln aqn. �

例 4.2.8. 求函数 fpxq “ sinx, cosx 的各阶导数.

解. psinxq1 “ cosx “ sinpx ` π
2 q, psinxq2 “ ´ sinx “ sinpx ` πq. 一般地, 如果

psinxqpkq “ sinpx` kπ
2 q, 则

psinxqpk`1q “ cos
`

x`
kπ

2
˘

“ sin
`

x`
pk ` 1qπ

2
˘

,

这说明 psinxqpnq “ sinpx` nπ
2 q. 同理可得 pcosxqpnq “ cospx` nπ

2 q. �

例 4.2.9. 求函数
1

1 ´ x
,

1
2 ´ 3x` x2

的各阶导数.

解. p 1
1´x q1 “ 1

p1´xq2
, p 1

1´x q2 “ 2
p1´xq3

, 用归纳法易见

` 1
1 ´ x

˘pnq
“

n!
p1 ´ xqn`1

,

从而

` 1
2 ´ 3x` x2

˘pnq
“
` 1
1 ´ x

´
1

2 ´ x

˘pnq
“

n!
p1 ´ xqn`1

´
n!

p2 ´ xqn`1
.

这里使用了裂项的技巧. �

例 4.2.10. p˚q 设 fpxq “ arctanx, 求 f pnqpxq.

解. 记 y “ arctanx, 则 x “ tan y, 从而

y1 “
1

1 ` x2
“ cos2 y “ cos y ¨ sin

`

y `
π

2
˘

.

对 x 再次求导, 得

y2 “ y1 ¨
“

´ sin y ¨ sin
`

y `
π

2
˘

` cos y ¨ cos
`

y `
π

2
˘‰

“ cos2 y ¨ cos
`

2y `
π

2
˘

“ cos2 y ¨ sin 2
`

y `
π

2
˘

.

继续对 x 求导, 用归纳法可以发现

f pnqpxq “ ypnq “ pn´ 1q! cosn y ¨ sinn
`

y `
π

2
˘

.

例 4.2.11. 设 f, g 均为 3 阶可导函数, 求复合函数 fpgq 的 3 阶导数.

解. rfpgqs1 “ f 1pgqg1, rfpgqs2 “ rf 1pgqg1s1 “ f2pgqg1g1 ` f 1pgqg2, 从而

rfpgqsp3q “ rf2pgqg1g1 ` f 1pgqg2s1 “ f p3qpgqpg1q3 ` 3f2pgqg2g1 ` f 1pgqgp3q.

这种计算可以推广到高阶导数, 从而得到一个类似于 Leibniz 公式的等式. �
习题 4.2
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1. 求下列函数指定阶的导数:

p1q fpxq “ ex cosx, 求 f p5q;

p2q fpxq “ x2 lnx` x ln2 x, 求 f2;

p3q fpxq “ x2ex, 求 f p10q;

p4q fpxq “ x5 cosx, 求 f p50q;

p5q fpxq “ px2 ` 1q coshx, 求 f p10q;

p6q fpxq “ x sinhx, 求 f p100q.

2. 求下列函数的 n 阶导数:

p1q fpxq “
ax` b

cx` d
; p2q fpxq “ sin ax sin bx; p3q fpxq “

lnx
x

;

p4q fpxq “ x lnx; p5q fpxq “
xn

1 ` x
; p6q fpxq “ xneax;

p7q fpxq “
1

x2 ´ 2x´ 8
; p8q fpxq “ x cos ax; p9q fpxq “

ex

x
.

3. 证明下列等式:

p1q plnxqpnq “
p´1qn´1pn´ 1q!

xn
, @ n ě 1;

p2q psin4 x` cos4 xqpnq “ 4n´1 cosp4x` π
2nq, @ n ě 1;

p3q peax sin bxqpnq “ pa2 ` b2q
n
2 eax sinpbx` nφq, 其中 φ 满足条件

sinφ “
b

?
a2 ` b2

, cosφ “
a

?
a2 ` b2

.

4. 求函数 fpxq “
?

1 ` x 的各阶导数.

5. 求函数 fpxq “ ex cosx 的各阶导数.

6. 设 f 的各阶导数存在, 求 y 的二阶和三阶导数:

p1q y “ fpx3q, p2q y “ fpe´xq, p3q y “ fpfpxqq, p4q y “ fplnxq.

7. 验证函数 y “ ex sinx 满足等式 y2 ´ 2y1 ` 2y “ 0.

8. 验证函数 y “ a sinpαx` φq ` b cospαx` φq 满足等式 y2 ` α2y “ 0.

9. 验证函数 y “ aeαx ` beβx 满足等式 y2 ´ pα` βqy1 ` αβy “ 0.

10. 验证函数 y “ arcsinx 满足等式 xy1 “ p1 ´ x2qy2, 并求 ypnqp0q.

11. p˚q 通过对 p1 ´ xqn 求导并利用二项式定理证明等式

n
ÿ

k“0

p´1qkCk
nk

m “

$

&

%

0, m “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1,

p´1qnn!, m “ n.
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§4.3 不定积分

在前面两节中, 我们研究了函数的可导性质. 现在我们考虑这样的问题, 即一

个给定的函数是另一个可导函数的导数吗? 如果函数 f 给定, 问题就是考虑方程

F 1pxq “ fpxq (4.2)

的解. 我们要问, (4.2) 的解存在吗? 如果存在的话, 有多少个解? 在下一章我们将

说明, 不是对所有的 f (4.2) 都有解; 如果 F 是一个解, 则显然 F ` C (C 为常数)

也是一个解, 我们来说明这也是所有可能的其它解.

命题 4.3.1. 设 f 为区间 I 上的可微函数, 则 f 1 “ 0 当且仅当 f “ C 为常值

函数.

证明. 只要证明必要性即可. 设 f 1 “ 0, 在定义域 I 中任取两点 a ă b, 我们证

明必有 fpaq “ fpbq. 设 ε ą 0 是任意取定的正数. 考虑集合

A “ tx P ra, bs
ˇ

ˇ |fpxq ´ fpaq| ď ε|x´ a|u Ă ra, bs.

因为 a P A, 因此 A 不是空集. 设 ξ 为 A 的上确界. 由 f 的连续性知 ξ P A. 我

们断言 ξ “ b. 事实上, 如果 ξ ă b, 则由 f 1pξq “ 0 以及导数的定义知存在 ξ1, 使得

ξ ă ξ1 ď b, 且
ˇ

ˇ

ˇ

fpξ1q ´ fpξq

ξ1 ´ ξ

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

fpξ1q ´ fpξq

ξ1 ´ ξ
´ f 1pξq

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε,

即有

|fpξ1q ´ fpξq| ď ε|ξ1 ´ ξ|.

因此, 由 ξ ă ξ1 ď b 以及三角不等式可得

|fpξ1q ´ fpaq| ď |fpξ1q ´ fpξq| ` |fpξq ´ fpaq|

ď ε|ξ1 ´ ξ| ` ε|ξ ´ a| “ ε|ξ1 ´ a|.

这说明 ξ1 P A, 这和 ξ 的选取相矛盾, 因此只能有 ξ “ b. 即

|fpaq ´ fpbq| ď ε|a´ b|.

因为 ε 是任取的, 令 ε Ñ 0`, 上式表明 fpaq “ fpbq. �
注. p1q 如果将导数解释为速度, 则命题说的就是速度为零时, 位移不变. 基本

的想法是利用连续性论证方法先去证明平均速度很小. 在下一章中我们会给出这

件事实的另一个证明.

p2q 如果存在常数 M 使得 |f 1| ď M , 则把命题证明过程中的 ε 换成 M ` ε 后

可以得出下面的估计

|fpaq ´ fpbq| ď M |a´ b|,
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即 f 为 Lipschitz 函数.

同理, 如果关于导数的条件改为 f 1 ě 0, 则可说明 f 单调递增 (习题). �
现在我们回到方程 (4.2). 如果 F1, F2 都是 (4.2) 的解, 则 pF1 ´ F2q1 “ 0, 从而

F1 ´ F2 “ C 为常数.

定义 4.3.1 (原函数). 方程 (4.2) 的一个可微解 F 称为函数 f 的一个原函数.

根据上面的讨论, 任何两个原函数之间只相差一个常数. 对于一般的原函数我

们给出下面的定义:

定义 4.3.2 (不定积分). 设函数 f 在区间 I 上有原函数, 则我们用记号
ż

fpxqdx

表示 f 的原函数的一般表达式, 即如果 F 为 f 的一个原函数, 则
ż

fpxqdx “ F pxq ` C, x P I,

其中 C 为常数.

根据定义, 如果 F 是 f 的原函数, 则 dF “ fpxqdx, 因此

d
´

ż

fpxqdx
¯

“ fpxqdx,

因此求原函数的过程是求微分过程之逆. 我们可以将前一节的计算结果用原函数

表示如下:

1.
ż

0 dx “ C; 2.
ż

xαdx “
xα`1

α ` 1
` C pα ‰ ´1q;

3.
ż

ex dx “ ex ` C; 4.
ż

ax dx “
ax

ln a
` C pa ą 0, a ‰ 1q;

5.
ż

1
x

“ ln |x| ` C; 6.
ż

1
?

1 ` x2
dx “ lnpx`

a

1 ` x2q ` C;

7.
ż

cosx dx “ sinx` C; 8.
ż

1
?

1 ´ x2
dx “ arcsinx` C;

9.
ż

sinx dx “ ´ cosx` C; 10.
ż

1
?

1 ´ x2
dx “ ´ arccosx` C;

11.
ż

sec2 x dx “ tanx` C; 12.
ż

1
1 ` x2

dx “ arctanx` C;

13.
ż

csc2 x dx “ ´ cotx` C; 14.
ż

1
1 ` x2

dx “ ´arccotx` C;

15.
ż

coshx dx “ sinhx` C; 16.
ż

sinhx dx “ coshx` C;

17.
ż

tanh2 x dx “ x´ tanhx` C; 18.
ż

coth2 x dx “ x´ cothx` C.

我们当然要问, 除了上面列出的函数之外, 还有哪些函数有原函数? 下面重要

的结果给出了这个问题的部分答案.
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定理 4.3.2 (Newton-Leibniz). 区间 I 中的连续函数都有原函数. 具体来说,

设 f 连续, a P I, 则函数

F pxq “

ż x

a

fptqdt, x P I

是 f 的一个原函数.

证明. 设 x0 P I. 因为 f 连续, 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 使得

|fpxq ´ fpx0q| ď ε, @ x P px0 ´ δ, x0 ` δq X I.

此时
ˇ

ˇ

ˇ

F pxq ´ F px0q

x´ x0
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

1
x´ x0

ż x

x0

fptqdt´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

1
x´ x0

ż x

x0

“

fptq ´ fpx0q
‰

dt
ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|x´ x0|

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

|fptq ´ fpx0q|dt
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε,

这就推出 F 在 x0 处可导, 且

F 1px0q “ fpx0q.

由 x0 的任意性即知 F 为 f 的原函数. �

0
x

y

a x0

f(x)

F

lim
∆x→0

∆F
∆x = f(x)

图 4.2 Newton-Leibniz 公式

注. p1q 这个定理又称为微积分基本定理, 这是本课程最重要的一个定理, 它将

微分和积分联系在了一起.

p2q 在第六章中我们会稍稍降低定理中对 f 的连续性要求, 得到一样的结论.

我们现在将 Newton-Leibniz的这个重要定理改写一下. 设 f 在区间 I 中连续,

G 为 f 的任一原函数, 则存在常数 C, 使得 Gpxq “

ż x

a

fptqdt` C, 因此

ż b

a

fpxqdx “ Gpbq ´Gpaq “ G
ˇ

ˇ

ˇ

b

a
(Newton-Leibniz 公式).
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因为 f 的不定积分为原函数, 因此上式也可写为
ż b

a

fpxqdx “

´

ż

fpxqdx
¯ˇ

ˇ

ˇ

b

a
,

从这个等式来看,连续函数在区间上的积分就好象是在它的不定积分中代入上下积

分限一样.

Newton-Leibniz 公式还可写为 (当 G 连续可微时)
ż b

a

G1pxqdx “ Gpbq ´Gpaq “ G
ˇ

ˇ

ˇ

b

a
(Newton-Leibniz 公式).

这是一个很常用的形式, 它有一个物理的解释: 如果 G 是随时间 x 变化的物理量,

G1 就表示物理量的变化率. G1 的积分表示无穷小变化量在某一段时间内的积累,

最终就等于总的变化量 (右式差值). 例如, 质点位移的变化率就是速度, 速度的积

分就又得到位移.

有了这些 Newton-Leibniz 公式, 某些情形下连续函数积分的计算就变得很简

单了.

例 4.3.1. 设 α ą 0, 计算积分
ż 1

0

xαdx.

解. 由 Newton-Leibniz 公式, 有
ż 1

0

xαdx “
xα`1

α` 1

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“

1
α ` 1

.

相比起直接用积分的定义来计算, 这个计算简单多了. �

例 4.3.2. 设 x ą 0, 计算积分
ż x

1

1
t
dt.

解. 由 Newton-Leibniz 公式, 有
ż x

1

1
t
dt “ ln t

ˇ

ˇ

ˇ

x

1
“ lnx.

利用这个等式我们可以将对数函数定义为连续函数
1
t
从 1 到 x 的积分, 即积分给

出了定义新函数的一种手段, 这种手段不同于对函数做初等的四则运算. �

例 4.3.3. 计算积分
ż π

2

0

sin 2x dx.

解. 因为

psin2 xq1 “ 2 sinxpsinxq1 “ 2 sinx cosx “ sin 2x,

故由 Newton-Leibniz 公式, 有
ż π

2

0

sin 2x dx “ sin2 x
ˇ

ˇ

ˇ

π
2

0
“ 1.
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例 4.3.4. 计算积分
ż 1

2

0

1
?

1 ´ x2
dx.

解. 由 Newton-Leibniz 公式, 有

ż 1
2

0

1
?

1 ´ x2
dx “ arcsinx

ˇ

ˇ

ˇ

1
2

0
“
π

6
.

例 4.3.5. 计算积分
ż 1

0

1
1 ` x2

dx.

解. 由 Newton-Leibniz 公式, 有

ż 1

0

1
1 ` x2

dx “ arctanx
ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“
π

4
.

例 4.3.6. 计算积分
ż 1

0

1
?

1 ` x2
dx.

解. 由 Newton-Leibniz 公式, 有

ż 1

0

1
?

1 ` x2
dx “ lnpx`

a

1 ` x2q

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ lnp1 `

?
2q.

现在我们回到不定积分. 我们有

命题 4.3.3 (不定积分的线性性质). 设 f, g 在区间 I 中均有原函数, 则
ż

rαfpxq ` βgpxqsdx “ α

ż

fpxqdx` β

ż

gpxqdx,

其中 α, β 为常数.

证明. 这可由求导的线性性和不定积分的定义立即得到. �
下面我们计算几个简单的不定积分作为例子.

例 4.3.7. 求不定积分
ż

1
sin2 x cos2 x

dx.

解. 由不定积分的线性性质, 有
ż

1
sin2 x cos2 x

dx “

ż

sin2 x` cos2 x
sin2 x cos2 x

dx

“

ż

1
sin2 x

dx`

ż

1
cos2 x

dx

“ tanx´ cotx` C.

在本例中, 我们充分利用了三角函数的性质对被积函数进行裂项. 下例是另外

一种裂项方法.
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例 4.3.8. 设 a ‰ 0, 求不定积分
ż

1
x2 ´ a2

dx.

解. 由不定积分的线性性质, 有
ż

1
x2 ´ a2

dx “
1
2a

”

ż

1
x´ a

dx´

ż

1
x` a

dx
ı

“
1
2a

“

ln |x´ a| ´ ln |x` a|
‰

` C

“
1
2a

ln
ˇ

ˇ

x´ a

x` a

ˇ

ˇ ` C.

下面的命题有时也比较有用.

命题 4.3.4. 设 f 的原函数为 F . 如果 f 可逆, 且其逆函数 g 可微, 则
ż

gpxqdx “ xgpxq ´ F pgpxqq ` C.

证明. 记 Gpxq “ xgpxq ´ F pgpxqq, 由 fpgpxqq “ x 以及复合求导, 有

G1pxq “ gpxq ` xg1pxq ´ F 1pgpxqqg1pxq

“ gpxq ` xg1pxq ´ fpgpxqqg1pxq

“ gpxq ` xg1pxq ´ xg1pxq “ gpxq.

因此 Gpxq 为 g 的原函数. �

例 4.3.9. 求不定积分
ż

cotx dx.

解. 由

pln | sinx|q1 “
1

sinx
psinxq1 “ cotx,

即知
ż

cotx dx “ ln | sinx| ` C.

例 4.3.10. 求不定积分
ż

arccotx dx.

解. 根据上例和上面的命题, 有
ż

arccotx dx “ xarccotx´ ln | sin arccotx| ` C

“ xarccotx`
1
2

lnp1 ` x2q ` C.

读者可用求导的方法直接验证结论的正确性. �
在下一节我们将介绍不定积分的更多计算方法.

习题 4.3
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1. 求下列不定积分:

p1q

ż

p3x2 ` 1qdx; p2q

ż

p2 ` x2q3dx; p3q

ż

`

x`
1

?
x

˘

dx;

p4q

ż

p2x ` 3xq2dx; p5q

ż

tan2 x dx; p6q

ż

pex ´ e´xq3dx;

p7q

ż

x3 ` 3x´ 2
x

dx; p8q

ż

2x2

1 ` x2
dx; p9q

ż

cos2 x dx.

2. 求下列不定积分:

p1q

ż

cosx cos 2x dx; p2q

ż

sinp2xqdx; p3q

ż

cos 2x
cos2 x sin2 x

dx;

p4q

ż

e3x ` 1
ex ` 1

dx; p5q

ż

cos 2x
cosx´ sinx

dx; p6q

ż

?
1 ´ sin 2x dx.

3. 求下列不定积分:

p1q

ż

e´|x|dx, p2q

ż

|x|dx, p3q

ż

maxp1, x2qdx, p4q

ż

| sinx|dx.

4. 证明, 如果 F ptq 为 fptq 的原函数, 则
1
a
F pax` bq 是 fpax` bq 的原函数.

5. 求下列积分

p1q

ż 1

0

p1 ´ x2q2dx, p2q

ż π
2

0

sin2 x dx, p3q

ż π
2

π
4

cotx dx, p4q

ż 1

0

arccosx dx.

6. 求下列积分

p1q

ż 1

0

1
p1 ` xqp2 ` xq

dx, p2q

ż π
2

0

sin3 xdx, p3q

ż 1

0

?
x dx.

7. 设 f 在 pa, bq 中可导, 且 |f 1pxq| ď M , @ x P pa, bq. 证明, 极限 lim
xÑa`

fpxq 和

lim
xÑb´

fpxq 都存在且有限.

8. 设 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中的左导数存在且恒为零, 证明 f 为常值函数;

对于右导数有类似的结论.

9. 设 f 周期为 T , 则其原函数 F 以 T 为周期当且仅当 F pT q “ F p0q.

10. 设 f 为奇函数,则其原函数为偶函数; 设 f 为偶函数,则其原函数 F 为奇函数

当且仅当 F p0q “ 0.

§4.4 积分的计算

不定积分是微分的逆运算. 我们知道, 微分运算满足线性性, 导性和形式不变

性, 对应到不定积分就有相应的积分方法. 我们在这一节中就详细介绍不定积分的

各种计算方法,实际上这是为了计算定积分而作的预备 (因为有 Newton-Leibniz公

式).
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§4.4.1 换元积分法

命题 4.4.1 (换元积分法). 设 fpuq 是在区间 J 中有定义的函数, u “ ϕpxq 是

区间 I 中的可微函数, 且 ϕpIq Ă J .

p1q 如果 f 在 J 中存在原函数 F , 则 F pϕq 是 fpϕqϕ1 在区间 I 中的原函数, 即
ż

fpϕpxqqϕ1pxqdx “

ż

fpuqdu` C “ F pϕpxqq ` C;

p2q 设 ϕ 可逆, 且其逆可微, ϕpIq “ J . 如果 fpϕpxqqϕ1pxq 有原函数 G, 则 f 有

原函数 Gpϕ´1puqq, 即
ż

fpuqdu “ Gpϕ´1puqq ` C.

证明. p1q 如果 F 1 “ f , 则由复合求导, 有

rF pϕqs1 “ fpϕqϕ1,

所以 F pϕq 是 fpϕqϕ1 的原函数.

p2q 当 ϕ´1 可微时, 对 ϕpϕ´1puqq “ u 求导, 得

rϕ´1puqs1 “
1

ϕ1pxq
, x “ ϕ´1puq.

因此

rGpϕ´1puqqs1 “ G1pϕ´1puqqrϕ´1puqs1 “ fpuqϕ1pϕ´1puqq
1

ϕ1pxq
“ fpuq,

所以 Gpϕ´1puqq 是 fpuq 的原函数. �
注. p1q 换元积分法又称变量替换法, 其要点是将变量 u 通过 u “ ϕpxq 换成 x

(或反之).

p2q 在下一章中我们将知道, 如果 ϕ1pxq ‰ 0, @ x P I, 则 ϕ 可逆, 因此逆函数

ϕ´1 也可微.

p3q由 Newton-Leibniz公式,如果 f 连续, ϕ连续可微,则相应地有关于连续函

数定积分的换元公式.

例 4.4.1. 求不定积分
ż

cotx dx.

解. 令 u “ sinx, 则
ż

cotx dx “

ż

cosx
sinx

dx

“

ż

d sinx
sinx

“

ż

du

u

“ ln |u| ` C “ ln | sinx| ` C.
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例 4.4.2. 求不定积分
ż

1
?
xp1 ` xq

dx.

解. 令 u “
?
x, 则

ż

1
?
xp1 ` xq

dx “ 2
ż

d
?
x

1 ` x

“ 2
ż

du

1 ` u2

“ 2 arctanu` C “ 2 arctan
?
x` C.

例 4.4.3. 求积分
ż 1

0

xex2
dx.

解. 令 u “ x2, 则
ż 1

0

xex2
dx “

1
2

ż 1

0

ex2
dpx2q “

1
2
ex2

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“

1
2

pe´ 1q.

例 4.4.4. 求不定积分
ż

1
1 ` ex

dx.

解. 令 u “ e´x, 则 du “ ´e´xdx, 从而
ż

1
1 ` ex

dx “

ż

e´x

1 ` e´x
dx

“ ´

ż

du

1 ` u

“ ´ lnp1 ` uq ` C “ ´ lnp1 ` e´xq ` C.

例 4.4.5. 求不定积分
ż

secx dx.

解. 令 u “ sinx, 则
ż

secx dx “

ż

cosx
cos2 x

dx “

ż

d sinx
1 ´ sin2 x

“

ż

du

1 ´ u2
“

1
2

ln
ˇ

ˇ

1 ` u

1 ´ u

ˇ

ˇ ` C

“
1
2

ln
ˇ

ˇ

1 ` sinx
1 ´ sinx

ˇ

ˇ ` C.

例 4.4.6. 求积分
ż a

0

a

a2 ´ x2 dx pa ą 0q.

解. 令 x “ a sin t, t P r0, π
2 s. 则

ż a

0

a

a2 ´ x2 dx “

ż π
2

0

a cos tpa cos tqdt

“
1
2
a2

ż π
2

0

p1 ` cos 2tqdt

“
1
2
a2pt`

1
2

sin 2tq
ˇ

ˇ

π
2

0

“
π

4
a2.
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§4.4.2 分部积分法

命题 4.4.2 (分部积分法). 设 upxq, vpxq 在区间 I 中可微, 如果 u1pxqvpxq 有

原函数, 则 upxqv1pxq 也有原函数, 且

ż

upxqv1pxqdx “ upxqvpxq ´

ż

u1pxqvpxqdx.

证明. 设 u1pxqvpxq 有原函数, 则由

rupxqvpxqs1 “ u1pxqvpxq ` upxqv1pxq

得
”

upxqvpxq ´

ż

u1pxqvpxqdx
ı1

“ upxqv1pxq.

这说明 upxqvpxq ´

ż

u1pxqvpxqdx 是 upxqv1pxq 的原函数. �

注. p1q 分部积分法也可改写为

ż

upxqdvpxq “ upxqvpxq ´

ż

vpxqdupxq.

p2q 如果 u, v 均连续可微, 则分部积分法条件满足. 特别地, 对于定积分有

ż b

a

upxqv1pxqdx “ upxqvpxq

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
´

ż b

a

u1pxqvpxqdx.

例 4.4.7. 求不定积分
ż

x2 lnx dx.

解. 取 upxq “ lnx, vpxq “
1
3
x3, 则

ż

x2 lnx dx “

ż

lnx d
`1
3
x3
˘

“
1
3
x3 lnx´

ż

1
3
x3dplnxq

“
1
3
x3 lnx´

ż

1
3
x3 1
x
dx

“
1
3
x3 lnx´

1
9
x3 ` C.

注意这个例子中 x 的幂次是升高的, 这是为了消去 lnx.

例 4.4.8. 求不定积分
ż

x2 cosx dx.
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解. 取 upxq “ x2, vpxq “ sinx, 则
ż

x2 cosx dx “

ż

x2dpsinxq

“ x2 sinx´

ż

sinxdpx2q

“ x2 sinx` 2
ż

xdpcosxq

“ x2 sinx` 2x cosx´ 2
ż

cosx dx

“ x2 sinx` 2x cosx´ 2 sinx` C.

注意这个例子中 x 的幂次是下降的, 目的是消去 x 的幂次.

例 4.4.9. 求不定积分
ż

a

1 ` x2 dx.

解. 先用分部积分:
ż

a

1 ` x2 dx “ x
a

1 ` x2 ´

ż

xp
a

1 ` x2q1dx

“ x
a

1 ` x2 ´

ż

x2

?
1 ` x2

dx

“ x
a

1 ` x2 ´

ż

1 ` x2 ´ 1
?

1 ` x2
dx

“ x
a

1 ` x2 ´

ż

a

1 ` x2 dx`

ż

1
?

1 ` x2
dx

在等式右边也出现了欲求不定积分, 移项后得
ż

a

1 ` x2 dx “
1
2

”

x
a

1 ` x2 `

ż

1
?

1 ` x2
dx

ı

“
1
2
“

x
a

1 ` x2 ` lnpx`
a

1 ` x2q
‰

` C.

我们再看一个类似的例子.

例 4.4.10. 设 a ‰ 0, 求不定积分 I “

ż

eax cos bxdx 和 J “

ż

eax sin bxdx.

解. 利用分部积分, 有

I “

ż

eax cos bxdx “
1
a

ż

cos bxdpeaxq

“
1
a

”

eax cos bx` b

ż

eax sin bxdx
ı

“
1
a
eax cos bx`

b

a
J.
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同理, 有

J “

ż

eax sin bxdx “
1
a

ż

sin bxdpeaxq

“
1
a

”

eax sin bx´ b

ż

eax cos bxdx
ı

“
1
a
eax sin bx´

b

a
I.

因此解出 I, J 为

I “
b sin bx` a cos bx

a2 ` b2
eax ` C1, J “

a sin bx´ b cos bx
a2 ` b2

eax ` C2.

例 4.4.11. 求积分
ż π

4

0

tan4 x dx.

解. 记 In “

ż π
4

0

tann x dx, 则 I0 “
π

4
. 一般地, 有

In “

ż π
4

0

tann x dx “

ż π
4

0

tann´2 xpsec2 x´ 1qdx

“

ż π
4

0

tann´2 x dptanxq ´ In´2

“
tann´1 x

n´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

π
4

0
´ In´2

“
1

n´ 1
´ In´2.

特别地, I2 “ 1 ´ I0 “ 1 ´
π

4
, I4 “

1
3

´ I2 “
π

4
´

2
3
. �

这个例子中用到了递推的方法, 我们再看一例.

例 4.4.12. 求不定积分 In “

ż

dx

px2 ` a2qn
, 其中 a ą 0, n 为非负整数.

解. 显然 I0 “ x` C, I1 “
1
a

arctan
x

a
` C. 当 n ě 1 时,

In “

ż

dx

px2 ` a2qn
“

x

px2 ` a2qn
` 2n

ż

x2

px2 ` a2qn`1
dx

“
x

px2 ` a2qn
` 2n

”

ż

x2 ` a2

px2 ` a2qn`1
dx´ a2

ż

1
px2 ` a2qn`1

dx
ı

“
x

px2 ` a2qn
` 2nIn ´ 2na2In`1.

这样就得到了递推公式

In`1 “
2n´ 1
2na2

In `
1

2na2

x

px2 ` a2qn
,

由此可以求出所有的 In. �
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§4.4.3 有理函数的积分

有理函数是指形如

Rpxq “
P pxq

Qpxq

的函数, 其中 P,Q 均为关于变量 x 的多项式. 如果 P 的次数小于 Q, 则称 R 为真

分式. 显然,任何有理函数都可以写成一个多项式和一个真分式之和.因此,有理函

数的积分就只要考虑真分式的情形就可以了. 根据实系数多项式的因式分解可以

证明, 真分式可以进一步分解为下面两种简单真分式之和:

A

px´ aqk
, k ě 1;

Ax`B

px2 ` px` qqk
, k ě 1, p2 ´ 4q ă 0.

它们的不定积分可以计算如下:

p1q k “ 1:
ż

A

x´ a
dx “ A ln |x´ a| ` C;

p2q k ą 1:
ż

A

px´ aqk
dx “ A

px´ aq1´k

1 ´ k
` C;

p3q k “ 1:

ż

Ax`B

x2 ` px` q
“

ż A
2 p2x` pq ` pB ´

Ap
2 q

x2 ` px` q
dx

“
A

2

ż

p2x` pq

x2 ` px` q
dx` pB ´

Ap

2
q

ż

dx

x2 ` px` q

“
A

2

ż

dpx2 ` px` qq

x2 ` px` q
` pB ´

Ap

2
q

ż

dx

px`
p
2 q2 ` pq ´

p2

4 q

“
A

2
lnpx2 ` px` qq `

2B ´Ap
a

4q ´ p2
arctan

2x` p
a

4q ´ p2
` C;

p4q k ą 1 时, 和 p3q 类似, 有

ż

Ax`B

px2 ` px` qqk
dx “

A

2
px2 ` px` qq1´k

1 ´ k
` pB ´

Ap

2
q

ż

dt

pt2 ` a2qk
,

其中 t “ x `
p
2 , a “ 1

2

a

4q ´ p2. 上式右端的不定积分我们在前一小节中已经用递

推的办法算过.

总之, 有理函数的不定积分可以用初等函数表示. 在具体的分解计算过程中我

们通常可以用待定系数法, 我们来举例说明.

例 4.4.13. 求不定积分
ż

x3 ` 1
x2 ´ 2x` 3

dx.
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解. 先对被积函数作分解:

x3 ` 1
x2 ´ 2x` 3

“
xpx2 ´ 2x` 3q

x2 ´ 2x` 3
`

2x2 ´ 3x` 1
x2 ´ 2x` 3

“ x`
2px2 ´ 2x` 3q

x2 ´ 2x` 3
`

x´ 5
x2 ´ 2x` 3

“ x` 2 `
px´ 1q ´ 4
px´ 1q2 ` 2

,

因此
ż

x3 ` 1
x2 ´ 2x` 3

dx “ 2x`
1
2
x2 `

1
2

lnpx2 ´ 2x` 3q ´ 2
?

2 arctan
x´ 1
?

2
` C.

例 4.4.14. 求不定积分
ż

1
x3 ` 1

dx.

解. 我们用待定系数法作分解:

1
x3 ` 1

“
1

px` 1qpx2 ´ x` 1q
“

A

x` 1
`

Bx` C

x2 ´ x` 1
,

上式两边消去分母, 得

1 “ Apx2 ´ x` 1q ` pBx` Cqpx` 1q,

比较等式两边 x 的幂次, 得

A`B “ 0, ´A`B ` C “ 0, A` C “ 1,

解出 A “
1
3
, B “

´1
3

, C “
2
3
, 因此

ż

1
x3 ` 1

dx “
1
3

ż

1
x` 1

dx`
1
3

ż

´x` 2
x2 ´ x` 1

dx

“
1
3

ln |x` 1| ´
1
6

lnpx2 ´ x` 1q `
1
2

ż

dx

x2 ´ x` 1

“
1
3

ln |x` 1| ´
1
6

lnpx2 ´ x` 1q `
1

?
3

arctan
2

?
3

px´
1
2

q ` C.

例 4.4.15. 求不定积分
ż

5x` 6
x3 ` 4x2 ` 5x` 2

dx.

解. 用待定系数法作分解:

5x` 6
x3 ` 4x2 ` 5x` 2

“
5x` 6

px` 1q2px` 2q
“

A

x` 1
`

B

px` 1q2
`

C

x` 2
,

上式两边消去分母得

5x` 6 “ Apx` 1qpx` 2q `Bpx` 2q ` Cpx` 1q2,
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我们可以通过比较等式两边 x 的幂次解出 A,B,C, 不过, 取 x 的特殊值代入等式

也可以: 令 x “ ´1 得 B “ 1; 令 x “ ´2 得 C “ ´4; 再令 x “ 0 得 A “ 4. 因此

5x` 6
x3 ` 4x2 ` 5x` 2

“
4

x` 1
`

1
px` 1q2

´
4

x` 2
,

欲求不定积分为

ż

5x` 6
x3 ` 4x2 ` 5x` 2

dx “ 4 ln |x` 1| ´
1

x` 1
´ 4 ln |x` 2| ` C.

例 4.4.16. 求不定积分
ż

1
x4 ` 1

dx.

解. 因为 x4 ` 1 “ px2 `
?

2x` 1qpx2 ´
?

2x` 1q, 因此

1
x4 ` 1

“
Ax`B

x2 `
?

2x` 1
`

Cx`D

x2 ´
?

2x` 1
,

同前面的例子一样, 不难算出

A “

?
2

4
, B “

1
2
, C “ ´

?
2

4
, D “

1
2
,

因此
ż

1
x4 ` 1

dx “

?
2

4

ż

x`
?

2
x2 `

?
2x` 1

dx´

?
2

4

ż

x´
?

2
x2 ´

?
2x` 1

dx

“

?
2

8
ln
ˇ

ˇ

ˇ

x2 `
?

2x` 1
x2 ´

?
2x` 1

ˇ

ˇ

ˇ
`

?
2

4
arctanp

?
2x` 1q

`

?
2

4
arctanp

?
2x´ 1q ` C.

§4.4.4 有理三角函数的积分

有理函数是两个多项式的商, 它们可以由变量 x 和常数经过有限次四则运算

得到. 如果我们对三角函数和常数做有限次的四则运算, 则得到的函数称为有理三

角函数. 因为 tanx, cotx, secx 和 cscx 可以看成由 sinx 和 cosx 生成的有理三角

函数, 故一般的有理三角函数可记为 Rpsinx, cosxq.

对有理三角函数的积分有一个通用的处理方法, 称为万能变换: 令

t “ tan
x

2
,

则

x “ 2 arctan t, dx “
2

1 ` t2
dt,

且有

sinx “
2 sin x

2 cos x
2

sin2 x
2 ` cos2 x

2

“
2 tan x

2

tan2 x
2 ` 1

“
2t

1 ` t2
,
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以及

cosx “
cos2 x

2 ´ sin2 x
2

cos2 x
2 ` sin2 x

2

“
1 ´ tan2 x

2

1 ` tan2 x
2

“
1 ´ t2

1 ` t2
,

这说明有理三角函数的积分可以通过万能变换化为有理函数的积分,因此是可以计

算出来的. 在实际计算过程中, 有时也可以视情形采用变换 t “ sinx, t “ cosx 或

t “ tanx 等, 以下举例说明.

例 4.4.17. 求不定积分
ż

dx

sinx` 2 cosx` 3
.

解. 令 t “ tan
x

2
, 得

ż

dx

sinx` 2 cosx` 3
“

ż

2dt
2t` 2p1 ´ t2q ` 3p1 ` t2q

“ 2
ż

dt

t2 ` 2t` 5

“ 2
ż

dt

pt` 1q2 ` 4

“ arctan
t` 1

2
` C “ arctan

`1
2

p1 ` tan
x

2
q
˘

` C.

例 4.4.18. 求不定积分
ż

1 ´ r2

1 ´ 2r cosx` r2
dx p0 ă r ă 1q.

解. 令 t “ tan
x

2
, 得

ż

1 ´ r2

1 ´ 2r cosx` r2
dx “ 2

ż

1 ´ r2

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp1 ´ t2q
dt

“ 2p1 ´ r2q

ż

dt

p1 ´ rq2 ` p1 ` rq2t2

“ 2 arctan
`1 ` r

1 ´ r
tan

x

2
˘

` C.

例 4.4.19. 求不定积分
ż

sin5 x

cos3 x
dx.

解. 令 t “ cosx, 则
ż

sin5 x

cos3 x
dx “ ´

ż

sin4 x

cos3 x
dpcosxq

“ ´

ż

p1 ´ t2q2

t3
dt

“ ´

ż

` 1
t3

´
2
t

` t
˘

dt

“
1

2t2
` 2 ln |t| ´

1
2
t2 ` C

“
1

2 cos2 x
` 2 ln | arccosx| ´

1
2

cos2 x` C.
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例 4.4.20. 求不定积分
ż

dx

sin2 x cosx
.

解. 令 t “ sinx, 则

ż

dx

sin2 x cosx
“

ż

dpsinxq

sin2 x cos2 x

“

ż

dt

t2p1 ´ t2q

“

ż

´ 1
t2

`
1

2p1 ´ tq
`

1
2p1 ` tq

¯

dt

“ ´
1
t

`
1
2

ln
ˇ

ˇ

ˇ

1 ` t

1 ´ t

ˇ

ˇ

ˇ
` C

“ ´
1

sinx
`

1
2

ln
1 ` sinx
1 ´ sinx

` C.

例 4.4.21. 求不定积分
ż

dx

a2 sin2 x` b2 cos2 x
pa, b ą 0q.

解. 令 t “ tanx, 则

ż

dx

a2 sin2 x` b2 cos2 x
“

ż

cos2 xdptanxq

a2 sin2 x` b2 cos2 x

“

ż

dptanxq

a2 tan2 x` b2

“
1
ab

arctan
`a

b
tanx

˘

` C.

§4.4.5 某些无理积分

以下讨论几种可以转化为有理积分的某些无理函数的不定积分. 我们用记号

Rpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq 表示关于 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn 的有理函数.

p1q形如 Rpx, n

b

ax`b
cx`d , ¨ ¨ ¨ , m

b

ax`b
cx`d q的无理函数的积分,其中 ad´ bc ‰ 0,而 n,

¨ ¨ ¨ , m 是大于 1 的整数. 设 k 为这些整数的最小公倍数, 令

t “
`ax` b

cx` d

˘
1
k ,

则

x “
dtk ´ b

a´ ctk
, dx “

ad´ bc

pa´ ctkq2
ktk´1dt,

从而 R 的积分可以转化为关于 t 的有理积分.

例 4.4.22. 求不定积分
ż

1
x`

3
a

p2x` 3q2
dx.
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解. 令 2x` 3 “ t3, 则
ż

1
x`

3
a

p2x` 3q2
dx “

ż

3t2

t3 ` 2t2 ´ 3
dt

“

ż

3t2

pt´ 1qpt2 ` 3t` 3q
dt

“
3
7

ż

` 1
t´ 1

`
6t` 3

t2 ` 3t` 3
˘

dt

“
3
7

ln |t´ 1| `
9
7

lnpt2 ` 3t` 3q ´
12

?
3

7
arctan

2t` 3
?

3
` C.

将 t “
3?2x` 3 代入上式就得到欲求不定积分. �

例 4.4.23. 求不定积分
ż

3

c

1 ´ x

1 ` x

dx

1 ´ x
.

解. 令
1 ´ x

1 ` x
“ t3, 则

x “
1 ´ t3

1 ` t3
, dx “

´6t2dt
p1 ` t3q2

,

因此

ż

3

c

1 ´ x

1 ` x

dx

1 ´ x
“

ż

t
1 ` t3

2t3
´6t2dt

p1 ` t3q2

“ ´3
ż

dt

1 ` t3

“ ´ ln |t` 1| `
1
2

lnpt2 ´ t` 1q ´
?

3 arctan
2

?
3

`

t´
1
2
˘

` C.

将 t “
3

c

1 ´ x

1 ` x
代入上式就得到欲求不定积分. �

p2q 形如 Rpx,
?
ax2 ` bx` cq 的函数积分, 其中 Rpx, yq 为关于 x, y 的有理函

数, a ą 0 时 b2 ´ 4ac ‰ 0, 或 a ‰ 0, b2 ´ 4ac ą 0. 由于

ax2 ` bx` c “ a
”

`

x`
b

2a
˘2

`
4ac´ b2

4a2

ı

,

故当 a ą 0 时, 令

u “ x`
b

2a
, k2 “

ˇ

ˇ

4ac´ b2

4a2

ˇ

ˇ,

原积分化为如下形式的积分:
ż

Rpu,
a

u2 ´ k2q, 或

ż

Rpu,
a

u2 ` k2q,

分别进一步令 u “ k sec t, u “ k tan t就把不定积分变成了有理三角函数的积分,从

而可以计算出来.
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当 a ‰ 0, b2 ´ 4ac ą 0 时, 令

u “ x`
b

2a
, k “

c

b2 ´ 4ac
4a2

,

则原积分化为如下形式积分:
ż

Rpu,
a

u2 ´ k2q, 或

ż

Rpu,
a

k2 ´ u2q,

分别进一步令 u “ k sec t, u “ k sin t 就把不定积分变成了有理三角函数的积分, 从

而可以计算出来.

还有一些别的办法来计算这些积分. 例如, 如果 a ą 0, 令

a

ax2 ` bx` c “
?
a x` t p或t´

?
a xq,

则 x 为 t 的有理函数:

x “
t2 ´ c

b´ 2
?
a t
,

从而可以把原积分化为关于 t 的有理积分; 如果 c ą 0, 令

a

ax2 ` bx` c “ tx`
?
c p或tx´

?
cq,

则 x 为 t 的有理函数:

x “
2
?
c t´ b

a´ t2
,

从而可以把原积分化为关于 t 的有理积分; 如果 b2 ´ 4ac ą 0, 则 ax2 ` bx ` c “ 0

有两个实根:

ax2 ` bx` c “ apx´ αqpx´ βq,

令
a

ax2 ` bx` c “ tpx´ αq,

则 x 为 t 的有理函数:

x “
aβ ´ αt2

a´ t2
,

从而也可以把原积分化为关于 t的有理积分;这里用到的变量替换统称为Euler 替

换, 在实际的计算过程中当然也可灵活选择其它的变量替换方法.

例 4.4.24. 求不定积分
ż

dx

x
?
x2 ` 3x´ 4

.

解. 因为 x2 ` 3x´ 4 “ px´ 1qpx` 4q, 我们令
?
x2 ` 3x´ 4 “ px´ 1qt, 则

x “
t2 ` 4
t2 ´ 1

, dx “
´10tdt

pt2 ´ 1q2
,
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原积分化为
ż

dx

x
?
x2 ` 3x´ 4

“

ż

t2 ´ 1
t2 ` 4

t2 ´ 1
5t

´10tdt
pt2 ´ 1q2

“ ´2
ż

dt

t2 ` 4

“ ´ arctan
t

2
` C

“ ´ arctan
?
x2 ` 3x´ 4
2px´ 1q

` C.

例 4.4.25. 求不定积分
ż

1
p1 ` x2q

?
1 ´ x2

dx.

解. 令 x “ sin t p|t| ă π
2 q, 则

ż

1
p1 ` x2q

?
1 ´ x2

dx “

ż

dt

1 ` sin2 t

“

ż

csc2 t

1 ` csc2 t
dt

“ ´

ż

dpcot tq
2 ` cot2 t

“ ´
1

?
2

arctan
cot t
?

2
` C

“ ´
1

?
2

arctan
?

1 ´ x2

?
2x

` C.

值得指出的是, 并非所有的不定积分都可以用初等函数表示, 例如下面函数的

不定积分都不能用初等函数表示:

e˘x2
, sinpx2q, cospx2q,

sinx
x

,
cosx
x

,
a

1 ´ k2 sin2 x,
1

a

1 ´ k2 sin2 x
p0 ă k ă 1q.

习题 4.4

1. 求下列不定积分:

p1q

ż

dx

1 ` cosx
; p2q

ż

cosmx cosnxdx; p3q

ż

sinmx cosnxdx;

p3q

ż

dx

cos4 x
; p5q

ż

dx

1 ` sinx
; p6q

ż

sinmx sinnxdx;

p7q

ż

cot 2xdx; p8q

ż

sinhx sinh 2xdx; p9q

ż

sinh´2 x cosh´2 xdx.
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2. 求下列不定积分:

p1q

ż

xe´x2
dx; p2q

ż

xdx

4 ` x2
; p3q

ż

dx
?
xp1 ´ xq

;

p4q

ż

p1 ` exq´1dx; p5q

ż

psinxq´1dx; p6q

ż

pex ` e´xq´1dx;

p7q

ż

xp1 ´ x2q´ 1
2 dx; p8q

ż

p2x ` 3xq2dx; p9q

ż

x´ 1
2 p1 ` xq´1dx;

p10q

ż

dx

4 ´ x2
; p11q

ż

dx

x lnx
; p12q

ż

x2
a

1 ` x3dx;

p13q

ż

pe´x ` e´2xqdx; p14q

ż

sin3 x cosxdx; p15q

ż

dx

a2 sin2 x` b2 cos2 x
;

p16q

ż

dx
?
xp1 `

?
xq

; p17q

ż

exdx

2 ` ex
; p18q

ż

dx
a

px´ aqpb´ xq
;

p19q

ż

sin2 2x dx; p20q

ż

px2 ` a2q´ 3
2 dx; p21q

ż

pa2 ´ x2q´ 3
2 dx;

p22q

ż

px2 ´ a2q´ 3
2 dx; p23q

ż

parctanxq2

1 ` x2
dx; p24q

ż

dx

px` aqpx` bq
;

p25q

ż

x5p1 ` xq´1dx; p26q

ż

pax2 ` bq´1dx; p27q

ż

px´ aq´2px` bq´2dx;

p28q

ż

dx

cos3 x
; p29q

ż

sinx sin 3xdx; p30q

ż

dx

a sinx` b cosx
.

3. 求下列不定积分:

p1q

ż

ln2 x dx; p2q

ż

x2e´3xdx; p3q

ż

cosplnxqdx;

p4q

ż

x sin´2 xdx; p5q

ż

x2 sin 2xdx; p6q

ż

arcsinxp1 ´ xq´ 1
2 dx;

p7q

ż

csc3 xdx; p8q

ż

a

xp1 ´ x3qdx; p9q

ż

lnpx`
a

1 ` x2qdx;

p10q

ż

x2 arccosxdx; p11q

ż

x2 arctanxdx; p12q

ż

x5ex2
dx;

p13q

ż

x3e´x2
dx; p14q

ż

sinplnxqdx; p15q

ż

e2x sin2 xdx;

p16q

ż

xex sinxdx; p17q

ż

x2plnxq2dx; p18q

ż

x7p1 ´ x4q´2dx;

p19q

ż

parcsinxq2dx; p20q

ż

e´x sin 6xdx; p21q

ż

x2p1 ` x2q´2dx;

p22q

ż

x2
a

a2 ` x2dx; p23q

ż

x sin
?
xdx; p24q

ż

sinx lnptanxqdx;

p25q

ż

e
?

xdx; p26q

ż

arctan
?
xdx; p27q

ż

sin´2 x lnpsinxqdx;

p28q

ż

x´2 arcsinxdx; p29q

ż

x ln
1 ` x

1 ´ x
dx; p30q

ż

x2px2 ´ 2q´ 1
2 dx.
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4. 求下列不定积分的递推公式 (m,n 为非负整数):

p1q

ż

sinn xdx; p2q

ż

cosn xdx; p3q

ż

sin´n xdx;

p4q

ż

cos´n xdx; p5q

ż

parcsinxqndx; p6q

ż

plnxqndx;

p7q

ż

xnexdx; p8q

ż

sinm x cosn xdx; p9q

ż

xnp1 ` xq´1dx.

5. 求下列不定积分:

p1q

ż

p2x` 3qdx

px´ 2qpx` 5q
; p2q

ż

px2 ` 1qdx

px` 1q2px´ 1q
; p3q

ż

dx

px` 1qpx` 2q2
;

p4q

ż

px3 ` 1qdx

x3 ´ 5x2 ` 6x
; p5q

ż

xdx

px` 1qp2x` 1q
; p6q

ż

px´ 2qdx

x2 ´ 3x` 2
;

p7q

ż

px` 4qdx

x3 ` 2x´ 3
; p8q

ż

x3dx

px2 ` 1q2
; p9q

ż

dx

x4 ` x2 ` 1
;

p10q

ż

dx

1 ` x4
; p11q

ż

1 ` x4

1 ` x6
dx; p12q

ż

4x` 3
px´ 2q3

dx;

p13q

ż

dx

1 ` x3
; p14q

ż

x4dx

x2 ` 1
; p15q

ż

px4 ` 1qdx

xpx2 ` 1q2
;

p16q

ż

x3 ` 1
x3 ´ x2

dx; p17q

ż

dx

px2 ` 9q3
; p18q

ż

dx

px2 ` 1q3
.

6. 设 Pnpxq 是次数为 n 的多项式, 求不定积分
ż

Pnpxq

px´ aqn`1
dx.

7. 求下列不定积分:

p1q

ż

sin2 x cosx
1 ` 4 cos2 x

dx; p2q

ż

sinx cosx
1 ` sin4 x

dx; p3q

ż

dx

sin4 x` cos4 x
;

p4q

ż

sinx cosx
sinx` cosx

dx; p5q

ż

sinxdx
sin3 x` cos3 x

; p6q

ż

sin2 x

1 ` sin2 x
dx;

p7q

ż

dx

sinx cos4 x
; p8q

ż

dx

1 ` 3 cosx
; p9q

ż

dx

p3 ` cosxq sinx
;

p10q

ż

dx

3 ` cosx
; p11q

ż

dx

sinxp2 ` cosxq
; p12q

ż

tanxptanx` aqdx.

8. 求下列不定积分:

p1q

ż

dx

1 ` 3
?

1 ` x
; p2q

ż

c

x´ a

b´ x
dx; p3q

ż

dx

x
?
x´ x2

;

p4q

ż

dx

p1 ´ x2q
?

1 ` x2
; p5q

ż

?
x` 1 ` 1

?
x` 1 ´ 1

dx; p6q

ż

dx

x
?
a2 ´ x2

;

p7q

ż

?
1 ` x2

2 ` x2
dx; p8q

ż

x3dx

1 ` x2
; p9q

ż

x2dx
?

1 ´ 2x´ x2
.
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9. 求下列不定积分:

p1q

ż

sin´ 3
2 x cos´ 5

2 x dx; p2q

ż

sin´ 1
2 x cos

1
2 x dx; p3q

ż

?
1 ` sinx dx;

p4q

ż

dx

sinpx` aq cospx` bq
; p5q

ż

dx

sinx´ sinα
; p6q

ż

x` sinx
1 ` cosx

dx.

10. p˚q 求不定积分的递推公式 (a ‰ 0):

In “

ż

dx

pax2 ` bx` cqn
.

11. p˚q 设 a, b ą 0, 求不定积分的递推公式:

Imn “

ż

dx

px` aqmpx` bqn
.

§4.5 简单的微分方程

� 本节内容可以作为选读材料. 我们已经看到, 求 f 的原函数相当于解以 F 为

未知变量的方程 F 1 “ f . 为了方便起见, 我们用
d

dx
表示求导运算, 即

d

dx
F “ F 1,

类似地, 用
d2

dx2
表示二次求导运算, 而

dn

dxn
表示 n 次求导运算. 我们记

P “

n
ÿ

k“0

akpxq
dk

dxk
,

约定 d0

dx0 “ 1. P 作用在 n 阶可导的函数 φ 上定义为

Pφ “

n
ÿ

k“0

akpxqφpkqpxq.

我们将如上定义的运算 P 称为一个 n 阶微分算子, 关于未知变量 φ 的方程

Pφ “ f 的方程称为 n 阶微分方程. 微分方程的求解将在后续的专门课程中学习,

我们在此仅举几个简单的例子.

例 4.5.1. 设 n ě 0, 证明 φpn`1q “ 0 当且仅当 φ 为次数不超过 n 的多项式.

证明. 我们对 n归纳. n “ 0的情形我们已经证明过.设 n “ k´ 1时结论成立,

则 n “ k 时, 由

pφ1qpkq “ φpk`1q “ 0

知 φ1 “ pk´1 是次数不超过 k ´ 1 的多项式, 从而

φ “

ż

pk´1pxqdx

是次数不超过 k 的多项式. �



156 第四章 微分及其逆运算

例 4.5.2. 设 λ 为常数, 求解一次微分方程 φ1 “ λφ.

解. 设 φ1 “ λφ, 则

pφe´λxq1 “ φ1e´λx ` φp´λqe´λx “ 0,

因此 φe´λx “ C 为常数, 方程的解为

φ “ Ceλx.

如果 λ “ 1, 则在初始条件 φp0q “ 1 下 φ1 “ φ 的惟一解为指数函数 ex, 因此我们

也可以用这个一次微分方程来定义指数函数. �
上例的做法可推广如下.

例 4.5.3. 设 g, h 为已知连续函数, 求解一次微分方程 φ1 “ gφ` h.

解. 同上例一样, 有
`

φe´
ş

gpxqdx
˘1

“ φ1e´
ş

gpxqdx ` p´gqφe´
ş

gpxqdx

“ he´
ş

gpxqdx.

因此

φe´
ş

gpxqdx “

ż

hpxq ¨ e´
ş

gpxqdx dx` C,

方程的解为

φ “ e
ş

gpxqdx ¨

ż

hpxq ¨ e´
ş

gpxqdx dx` Ce
ş

gpxqdx.

在介绍下一个例子之前, 我们注意到这样的事实: 如果 φ,ψ 同时满足方程

φ2 “ cφ, ψ2 “ cψ,

则

pφ1ψ ´ φψ1q1 “ φ2ψ ´ φψ2 “ cpφψ ´ φψq “ 0,

因此 φ1ψ ´ φψ1 “ C 为常数.

例 4.5.4. 设 λ ‰ 0 为常数, 求解二次微分方程 φ2 “ λ2φ.

解. 显然, 函数 e´λx 和 eλx 都是方程的解. 因此, 如果 φ 满足方程, 则根据以

上观察, 存在常数 C 1
1, C

1
2, 使得

φ1eλx ´ λφeλx “ C 1
1, φ1e´λx ` λφe´λx “ C 1

2.

从而

φ “ C1e
´λx ` C2e

λx.

这就得到了方程的所有解 (通解). �
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例 4.5.5. 设 λ ‰ 0 为常数, 求解二次微分方程 φ2 “ ´λ2φ.

解. 同上例类似,首先我们看到函数 cosλx和 sinλx都是方程的解,因此,如果

φ 满足方程, 则根据以上观察, 存在常数 C 1
1, C

1
2, 使得

φ1 sinλx´ λφ cosλx “ C 1
1, φ1 cosλx` λφ sinλx “ C 1

2.

从而

φ “ C1 cosλx` C2 sinλx.

这就得到了方程的所有解 (通解). �

例 4.5.6. p˚q 三角函数与圆周率.

从微分方程出发,我们可以给出正弦 (余弦)函数以及圆周率的正式定义,这可

使我们避免借助几何直观计算基本极限 lim
xÑ0

sinx
x

“ 1.

考虑二次微分方程

f2pxq “ ´fpxq, fp0q “ 0, f 1p0q “ 1. (4.3)

如果方程有解, 则显然 f 是光滑的, 且 gpxq “ f 1pxq 满足以下方程

g2pxq “ ´gpxq, gp0q “ 1, g1p0q “ 0. (4.4)

p1q 解的惟一性. 如果 f1, f2 均为 (4.3) 的解, 令 h “ f1 ´ f2, 则

h2pxq “ ´hpxq, hp0q “ h1p0q “ 0.

于是
“

h2pxq ` h12pxq
‰1

“ 2phh1 ` h1h2q “ 2phh1 ´ h1hq “ 0,

因此 h2 ` h12 为常数, 从而恒为零. 即 f1 “ f2.

同理, 方程 (4.4) 的解也惟一. 如果 f 为 (4.3) 的解, 则同理可得 f2 ` g2 ” 1,

特别地, f , g 为有界函数.

p2q 解的存在性. 假定 f 为 (4.3) 的一个解, 我们先看看它应具有什么形式. 由

Newton-Leibniz 公式以及 f 1 “ g, g1 “ ´f 可得

fpxq “

ż x

0

gptqdt “

ż x

0

´

1 ´

ż t

0

fpsqds
¯

dt

“ x´

ż x

0

ż t

0

fpsqdsdt

“ x´

ż x

0

ż t

0

´

s´

ż s

0

ż v

0

fpuqdudv
¯

dsdt

“ x´
x3

3!
`

ż x

0

ż t

0

ż s

0

ż v

0

fpuqdudvdsdt,
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这个过程可以继续. 这启发我们定义

fpxq “ lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

p´1qi´1 x2i´1

p2i´ 1q!
.

可以说明 (参见本节习题或第九章) f 二阶可导, 且 f 满足方程 (4.3).

p3q g “ f 1 必有正零点.(反证法) 不然的话, 由 f 1p0q “ 1 以及连续函数的介值

定理知在右半实轴上 f 1 ą 0. 当 x ą y ě 0 时,

fpxq ´ fpyq “

ż y

x

f 1ptqdt ą 0,

因此 f 在 r0,`8q中单调递增. 又因为 f 有界, 从而极限 lim
xÑ`8

fpxq “ A 为有限正

数. 于是, 存在 x0 ą 0, 当 x ě x0 时 fpxq ě A{2. 此时

gpxq “ gpx0q ´

ż x

x0

fptqdt ď gpx0q ´
A

2
px´ x0q, @ x ě x0.

这与 g 有界相矛盾.

p4q 记 g “ f 1 的最小正零点为 π{2, 则 f 在 r0, π{2s 中 (严格) 单调递增. 由

f2 ` g2 “ 1 知 fpπ{2q “ 1. 这说明, 函数 fpπ{2 ´ xq 也满足方程 (4.4). 根据解的惟

一性, 我们就得到等式

fpπ{2 ´ xq “ gpxq, @ x P R.

由 f 为奇函数, g “ f 1 为偶函数得

fpπ ´ xq “ fpπ{2 ´ px´ π{2qq “ gpx´ π{2q “ gpπ{2 ´ xq “ fpxq,

因此 f 在 rπ{2, πs 中 (严格) 单调递减, π 是 f 的最小正根. 进而有

fpπ ` xq “ fp´xq “ ´fpxq, fp2π ` xq “ ´fpπ ` xq “ fpxq,

因此 f 为周期函数, 2π 是其最小正周期.

最后, 我们规定 sinx “ fpxq, cosx “ gpxq, 圆周率 π 规定为 sinx 的最小正根.

这样, 其它的三角函数自然也就有了定义. �

例 4.5.7. 设 b, c 为常数, 求解二次微分方程 φ2 ` bφ1 ` cφ “ 0.

解. 我们想办法将这个二次微分方程转化为刚才已经解过的情形. 事实上, 设

φ 满足方程, 则
`

φe
b
2 x
˘2

“ φ2e
b
2 x ` bφ1e

b
2 x `

b2

4
φe

b
2 x

“
`b2

4
´ c

˘`

φe
b
2 x
˘

.

因此, 根据前面的例子, 我们有
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p1q 当 b2

4 ´ c “ 0 时, 方程的解为

φpxq “ e´ b
2 xpC1x` C2q;

p2q 当 b2

4 ´ c ă 0 时, 方程的解为

φpxq “ e´ b
2 x
´

C1 cos

c

c´
b2

4
x` C2 sin

c

c´
b2

4
x
¯

;

p3q 当 b2

4 ´ c ą 0 时, 方程的解为

φpxq “ e´ b
2 x
`

C1e
´

b

b2
4 ´c x

` C2e

b

b2
4 ´c x

˘

.

例 4.5.8. 设 λ ‰ 0 为常数, g 已知, 求解二次微分方程 φ2 “ λ2φ` g.

解. 我们来找一个形如下面的特殊解 f0:

f0pxq “ C1pxqe´λx ` C2pxqeλx,

为了简单起见, 设

C 1
1pxqe´λx ` C 1

2pxqeλx “ 0. (4.5)

此时 f 1
0pxq “ ´λC1pxqe´λx ` λC2pxqeλx, 因此

f2
0 pxq “ ´λC 1

1pxqe´λx ` λC 1
2pxqeλx ` λ2f0pxq,

我们得到

´λC 1
1pxqe´λx ` λC 1

2pxqeλx “ gpxq, (4.6)

从 (4.5) 和 (4.6) 中解出 C1pxq, C2pxq:

C1pxq “ ´
1
2λ

ż

eλxgpxqdx, C2pxq “
1
2λ

ż

e´λxgpxqdx.

这就得到了方程的一个特解

f0pxq “ ´
1
2λ
e´λx

ż

eλxgpxqdx`
1
2λ
eλx

ż

e´λxgpxqdx.

如果 fpxq 是另一解, 则 f ´ f0 满足方程 φ2 “ λ2φ, 它的解我们已经求出. �
这个例子中所用的求解特解的办法叫做常数变易法.

例 4.5.9. 设 λ ‰ 0 为常数, g 已知, 求解二次微分方程 φ2 “ ´λ2φ` g.

解. 同上例一样, 用常数变易法可易求出方程的一个特解为

f0pxq “ ´
1
λ

cosλx
ż

gpxq sinλxdx`
1
λ

sinλx
ż

gpxq cosλxdx.

然后再由前面例子的结论就可求出所有的解. �
习题 4.5
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1. 设 b, c 为常数, g 已知, 解二阶微分方程 φ2 ` bφ1 ` cφ “ g.

2. 设 λ 为常数, 求满足方程 f 1 “ λp1 ` f2q 的所有可微函数.

3. 设 f 在 R 上可微, 且满足条件

f 1
`x` y

2
˘

“
fpxq ´ fpyq

x´ y
, @ x ‰ y.

证明 f 必为多项式, 其次数不超过二.

4. 定义

fnpxq “

n
ÿ

i“1

p´1qi´1 x2i´1

p2i´ 1q!
, gnpxq “

n
ÿ

i“1

p´1qi´1 x2i´2

p2i´ 2q!
.

证明

p1q 当 m ą n 时

|fmpxq ´ fnpxq| ` |gmpxq ´ gnpxq| ď
|x|n`1

pn` 1q!
e|x|.

于是 tfnu, tgnu均为 Cauchy列,从而极限存在. 极限分别记为 f, g. 令 m Ñ 8

可得

|fpxq ´ fnpxq| ` |gpxq ´ gnpxq| ď
|x|n`1

pn` 1q!
e|x|.

p2q |fnpxq| ` |gnpxq| ď e|x|. 于是

|fnpxq ´ fnpyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

y

gnptqdt
ˇ

ˇ

ˇ
ď e|x|`|y||x´ y|,

令 n Ñ 8 可知 f 连续. 同理可得 g 也连续. 利用

fnpxq ´

ż x

0

gptqdt “

ż x

0

rgnptq ´ gptqsdt

证明

fpxq “ lim
nÑ8

fnpxq “

ż x

0

gptqdt.

同理证明

gpxq “ 1 ´

ż x

0

fptqdt.

5. 验证例 4.5.6 中定义的三角函数满足恒等式

sinpx` yq “ sinx cos y ` cosx sin y.
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6. 按照下列步骤从头开始定义指数函数 ex:

(1) 考虑一次微分方程

f 1pxq “ fpxq, fp0q “ 1. (4.7)

证明此方程解的惟一性.

(2) 如果 f 为 (4.7) 的解, 则

fpxq “ 1 `

ż x

0

fptqdt “ 1 ` x`

ż x

0

ż t

0

fpsqdsdt “ 1 ` x`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ .

(3) 验证函数

fpxq “ 1 ` lim
nÑ8

n
ÿ

i“1

xi

i!

有意义, 且为 (4.7) 的解.

(4) 验证恒等式 fpx` yq “ fpxqfpyq.

(5) 说明 fpxq 为严格单调递增的恒正函数, 且

lim
xÑ´8

fpxq “ 0, lim
xÑ`8

fpxq “ `8.

(6) 当 x ě 0 时, 证明

fpxq ě 1 ` x`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
, @ n ě 1.

7. 设 f 在 p0,`8q 中可导, 且

2fpxq “ fpx2q, @ x ą 0.

证明 fpxq “ c lnx.

8. 设 p, q 为连续函数, f 在 ra, bs 上满足方程 f2 ` pf 1 ` qf “ 0. 如果 q ď 0, 且

fpaq “ fpbq “ 0, 则 f 恒为零.
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第五章 微分中值定理和 Taylor 展开

本章继续利用微分学来研究一元函数, 主要的工具是微分中值定理. 一开始我

们将探讨函数的极值, 它为进一步的研究提供了动机.

§5.1 函数的极值

要研究一个变化量, 可以考察其 “最大” 值和 “最小” 值, 我们已经在数列极限

和函数连续性的研究中用过这个方法了.

定义 5.1.1 (极值点). 设 f 是定义在区间 I 中的函数, x0 P I. 如果存在 δ ą 0,

使得

fpxq ě fpx0qpfpxq ď fpx0qq, @ x P px0 ´ δ, x0 ` δq X I,

则称 x0 为 f 在 I 中的一个极小 (大) 值点, fpx0q 称为极小 (大) 值.

如果 x0 P I, 且

fpxq ě fpx0qpfpxq ď fpx0qq, @ x P I,

则称 x0 为 f 在 I 中的一个最小 (大) 值点, fpx0q 称为最小 (大) 值.

显然, 最小 (大) 值点是极小 (大) 值点. 我们把极小值点和极大值点统称为极

值点, 极小值和极大值统称为极值, 最大值和最小值统称最值. 当定义中的不等号

在 x0 的空心邻域中严格成立时, 相应的极值点称为严格极值点, 相应的极值称为

严格极值.

定理 5.1.1 (Fermat). 设 x0 是函数 f 在 I 中的极值点, 且 x0 为 I 的内点.

如果 f 在 x0 处可导, 则 f 1px0q “ 0.

x00
x

y

图 5.1 函数的极值点

证明. 不妨设 x0 为 f 的极小值点 (不然

可考虑 ´f). 由于 x0 为 I 的内点, 故存在

δ ą 0,使得 px0 ´ δ, x0 ` δq Ă I. 当 x0 为 f 的

极小值点时, 我们假设 δ 充分小, 使得

fpxq ě fpx0q, @ x P px0 ´ δ, x0 ` δq.

特别地, 当 x P px0 ´ δ, x0q 时,

f 1px0q “ lim
xÑx´

0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ď 0,

163
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而当 x P px0, x0 ` δq 时,

f 1px0q “ lim
xÑx`

0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě 0,

这说明 f 1px0q “ 0. �
注. p1q如果 x0 不是 I 的内点,则即使 f 在 x0 处可导 (存在左导数或右导数),

导数也不必为零. 如定义在 r0, 1s 上的函数 fpxq “ x 就是例子. 如果 x0 为 f 在 I

中的极值点, 但不是 I 的内点, 则根据定理的证明可以得到下面的结论:

设 x0 是 I 的左端点, 如果 x0 为 f 的极小 (大) 值点, 则 f 1
`px0q ě 0pď 0q; 设

x0 是 I 的右端点, 如果 x0 为 f 的极小 (大) 值点, 则 f 1
´px0q ď 0pě 0q;

p2q 函数可能在不可导点处取极值, 例如 fpxq “ |x|, x P r´1, 1s 在 x0 “ 0 处取

到最小值, 但 f 在 x0 “ 0 处不可导, 当然就谈不上导数为零了.

p3q 我们把满足条件 f 1px0q “ 0 的点称为 f 的驻点或临界点. 需要注意的是,

驻点不必为极值点, 例如 fpxq “ x3, x0 “ 0 为 f 的驻点, 但不是极值点.

定理 5.1.2 (Darboux). p˚q 设 f 为 ra, bs 上的可导函数, 则 f 1 可以取到 f 1
`paq

与 f 1
´pbq 之间的任意值.

证明. 设 k 是介于 f 1
`paq 和 f 1

´pbq 之间的数. 考虑函数 gpxq “ fpxq ´ kx, 则

g1
`paq ¨ g1

´pbq “ pf 1
`paq ´ kqpf 1

´pbq ´ kq ď 0,

如果上式为零,则 k等于 f 在 a或 b处的导数;如果上式小于零,不妨设 g1
`paq ą 0,

g1
´pbq ă 0, 则 g 在 a 或 b 处均取不到最大值, 从而 g 在 ra, bs 的内部某一点 ξ 处取

到最大值. 由 Fermat 定理, g1pξq “ 0, 即 f 1pξq “ k. �
注. 这个定理说明,如果 f 是区间 I 中的可导函数,则其导函数 f 1 的值域仍为

区间. 特别地, Dirichlet 函数没有任何原函数.

例 5.1.1. 求函数 fpxq “ x3 ´ x` 1 在 r´1, 1s 上的最小值和最大值.

解. 因为 fpxq “ x3 ´x` 1为连续函数,故它在 r´1, 1s上可以取到最小值和最

大值. 我们首先来求驻点: 方程

f 1pxq “ 3x2 ´ 1 “ 0

的解为 x “ ´ 1?
3
, 1?

3
. 因此 f 的可能极值点为 ´1,´ 1?

3
, 1?

3
, 1. 在这些点处计算 f

的值如下:

fp´1q “ 1, fp´
1

?
3

q “ 1 `
2

3
?

3
, fp

1
?

3
q “ 1 ´

2
3
?

3
, fp1q “ 1.

这说明 f 的最大值为 1 ` 2
3

?
3
, 最小值为 1 ´ 2

3
?

3
. �

在上面的例子中, 驻点正好也是最值点. 下面的例子正好相反.
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例 5.1.2. 求函数 fpxq “ x3 ´ x2 ` 1 在 r´1, 2s 上的最小值和最大值.

解. 先求驻点: f 1pxq “ 3x2 ´ 2x “ 0 的解为 x “ 0, 2
3 . 因此 f 的可能极值点为

´1, 0, 2
3 , 2, 在这些点处计算 f 的值如下:

fp´1q “ ´1, fp0q “ 1, fp
2
3

q “
23
27
, fp2q “ 5.

这说明 f 的最小值为 ´1, 最大值为 5.

利用下一节的知识可以说明, 这个例子中的两个驻点中一个是极大值点, 另一

个是极小值点. �
以下我们给出在一般区间上定义的连续函数最值的一种判别方法.

命题 5.1.3. 设 f : R Ñ R 为连续函数, 且

lim
xÑ´8

fpxq “ lim
xÑ`8

fpxq “ `8p´8q,

则 f 在 R 上达到最小 ( 大 ) 值.

证明. 我们不妨设 lim
xÑ´8

fpxq “ lim
xÑ`8

fpxq “ `8. 由极限的定义, 存在 M ą 0

使得当 |x| ě M 时 fpxq ą fp0q. 因为 f 为连续函数, 故在闭区间 r´M,M s 上取到

最小值. 设 f 在 x0 处取到此最小值, 则 fpx0q ď fp0q (因为 0 P r´M,M s). 另一方

面,

fpx0q ď fp0q ă fpxq, @ x P p´8,Mq Y pM,`8q,

这说明 x0 也是 f 在 p´8,`8q 上的最小值点. �
显然, 上述命题可以推广到其它非闭区间的情形, 以 pa,`8q 为例, 我们有如

下结论: 如果连续函数 f 满足

lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑ`8

fpxq “ `8p´8q

则 f 在 pa,`8q 上达到最小 (大) 值.

例 5.1.3. 设 ai, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 为 R 上的 n 个点. 在 R 上求一点, 使得它到

ai p1 ď i ď nq 的距离的平方和最小.

解. 设 x P R, 考虑连续函数

fpxq “

n
ÿ

i“1

px´ aiq
2, x P R.

我们的问题就是求 f 的最小值点. 容易看出, 当 |x| Ñ `8 时, fpxq Ñ `8, 因此由

上面的命题, f 的最小值点的确存在. 又因为 f 可微, 故最小值点必为驻点. 方程

f 1pxq “ 2
n
ÿ

i“1

px´ aiq “ 0
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的惟一解为

x “
1
n

n
ÿ

i“1

ai,

因此它就是我们要求的点. �

例 5.1.4. 设 p ą 1, 研究函数 fpxq “ x´
xp

p
, x P r0,`8q 的极值.

10
x

y

图 5.2 极值点与不等式

解. 显然, fp0q “ 0, 且 x Ñ `8 时, fpxq Ñ ´8.

因此 fpxq 的最大值存在, 最小值不存在. 因为

f 1pxq “ 1 ´ xp´1 “ 0

只有一个解 x “ 1, 且 0 “ fp0q ă fp1q “ 1 ´ 1{p, 故

x “ 1 就是最大值点, 从而有

fpxq ď fp1q “ 1 ´
1
p
, @ x ě 0.

如果记 q “
p

p´ 1
, 则上式可以改写为

x ď
xp

p
`

1
q
, @ x ě 0.

设 a, b ą 0, 以 x “ ab´ 1
p´1 代入上式, 整理后得到

ab ď
ap

p
`
bq

q
.

这也就是 Young 不等式, 等号成立当且仅当 ap “ bq. �

例 5.1.5. 光线的折射和反射原理.

设在 x 轴两侧有两种不同的介质 M1 和 M2, 光在介质 M1 和 M2 中的传播速

度分别为 v1 和 v2. 设光从介质 M1 中的 A “ p0, aq 点经过 x 轴到达介质 M2 中的

C “ pb,´cq 点, 这里 a, b, c ą 0. 我们要找出光线与 x 轴的交点. 因为光线服从 “最

小原理”, 即光线从 A 经过 x 轴到达 C 所经过的路径应该是所有可能的路径中花

费时间最少的那一条, 因此我们将问题转化为求时间函数的极值. 从 A “ p0, aq 到

px, 0q 再到 C “ pb,´cq 光线所需要的时间为

fpxq “
1
v1

a

a2 ` x2 `
1
v2

a

c2 ` pb´ xq2.

显然, 当 |x| Ñ `8 时 fpxq Ñ `8, 因此 f 的最小值存在. 对 f 求导, 得

f 1pxq “
1
v1

x
?
a2 ` x2

´
1
v2

b´ x
a

c2 ` pb´ xq2
,
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α

β

A = (0, a)

B = (b,−c)

0
x

y

图 5.3 光线的折射

显然, 当 x ď 0 时 f 1pxq ă 0; 当 x ě b 时 f 1pxq ą 0. 当 x P p0, bq 时, f 1pxq 可写为

f 1pxq “
1
v1

´ x2

a2 ` x2

¯
1
2

´
1
v2

´

pb´ xq2

c2 ` pb´ xq2

¯
1
2
,

由此不难看出当 f 1pxq 在 p0, bq 中严格单调递增. 总之, 根据介值定理可知 fpxq 的

驻点存在且惟一, 它就是 f 的最小值点, 即光线经过 x 轴的点, 满足条件

1
v1

x
?
a2 ` x2

“
1
v2

b´ x
a

c2 ` pb´ xq2
.

通常用入射角 α 和折射角 β 将上式改写为

sinα
v1

“
sinβ
v2

, 或
sinα
sinβ

“
v1
v2
.

这就是光学中著名的折射定律.

类似地, 如果光线在同一介质中经过 x 轴反射, 则经过的路径遵从反射定律,

即光线的入射角等于反射角. �
习题 5.1

1. 求下列函数的极值:

p1q fpxq “ 2x3 ´ x4; p2q fpxq “ x2 ´ 3x` 2; p3q fpxq “ x`
1
x

px ą 0q.

2. 求下列函数在给定区间上的最大值和最小值:

p1q fpxq “ x4p1 ´ xq, x P r0, 1s; p2q fpxq “ x4 ´ 2x2 ` 5, x P r´2, 2s.

3. 求函数 fpxq “ sin3 x` cos3 x px P Rq 的极值.

4. 求函数 fpxq “ x3e´x px P Rq 的极值.
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5. 求函数 fpxq “
lnx
x

px ą 0q 的极值.

6. 给出光线反射定律的证明.

7. 设 p ě 1, 证明 Bernoulli 不等式: p1 ` xqp ě 1 ` px, @ x ě ´1.

8. p˚q 设 fpxq 在 p´8,`8q 中可微, 且 limxÑ´8 f 1pxq “ A, limxÑ`8 f 1pxq “ B.

证明, 如果 A ‰ B, 则任给 θ P p0, 1q, 均存在 ξ P R, 使得

f 1pξq “ θA` p1 ´ θqB.

9. p˚q 设 fpxq 在区间 I 中 n 阶可微, x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xk 为 I 中的点. 证明, 存在

ξ P I, 使得

1
k

“

f pnqpx1q ` f pnqpx2q ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqpxkq
‰

“ f pnqpξq.

10. p˚q 设 fpxq 在区间 I 中可微, x0 P I. 如果 lim
xÑx0

f 1pxq 存在, 则 f 1pxq 在 x0 处

连续.

11. p˚q 设 fpxq 在 pa, bq 中可微, 如果 f 1pxq 为单调函数, 则 f 1pxq 在 pa, bq 中连续.

§5.2 微分中值定理

定理 5.2.1 (Rolle). 设函数 f 在 ra, bs上连续，在 pa, bq中可微，且 fpaq “ fpbq.

则存在 ξ P pa, bq, 使得 f 1pξq “ 0.

证明. 连续函数 f 在闭区间 ra, bs 上可以取到最大值 M 和最小值 m. 如果

M “ m, 则 f 恒为常数，从而 f 1 ” 0; 如果 M ą m, 则由 fpaq “ fpbq 知 m 与 M

中至少有一个是被 f 在内点 ξ P pa, bq 处所取得，由 Fermat 定理，f 1pξq “ 0. �

定理 5.2.2 (Lagrange). 设函数 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中可微, 则存在

ξ P pa, bq, 使得

f 1pξq “
fpbq ´ fpaq

b´ a
, 或 fpbq ´ fpaq “ f 1pξqpb´ aq.

证明. 令

F pxq “ fpxq ´
“

fpaq `
fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ aq

‰

,

则 F paq “ F pbq “ 0, F 满足 Rolle 定理的条件. 从而存在 ξ P pa, bq, 使得 F 1pξq “ 0.

此 ξ 即为满足定理要求的 ξ. �
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注. Lagrange 定理的物理含义: 质点的平均速度等于某一点的瞬时速度. 令

lpxq “ fpaq `
fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ aq,

则 lpxq是满足条件 lpaq “ fpaq, lpbq “ fpbq的惟一线性函数,其图像是连接 pa, fpaqq

和 pb, fpbqq 的直线. Lagrange 定理的证明思想就是将这条直线看成是 X 轴, 从而

将问题转化为已知情形.

a bξ0
x

y

a bξ0
x

y

图 5.4 Rolle 定理和 Lagrange 定理

定理 5.2.3 (Cauchy). 设函数 f, g 在 ra, bs上连续,在 pa, bq中可微,且 g1pxq ‰

0, @ x P pa, bq. 则存在 ξ P pa, bq, 使得

fpbq ´ fpaq

gpbq ´ gpaq
“
f 1pξq

g1pξq
.

证明. 由 Rolle 定理和 g1 ‰ 0 知 gpbq ‰ gpaq. 令

F pxq “ fpxq ´
“

fpaq `
fpbq ´ fpaq

gpbq ´ gpaq
pgpxq ´ gpaqq

‰

,

则 F paq “ F pbq “ 0, F 满足 Rolle 定理的条件, 从而存在 ξ P pa, bq, 使得 F 1pξq “ 0.

ξ 即为满足要求的点. �
注: 令 gpxq “ x, 则 Cauchy 定理可以推出 Lagrange 定理. 以上三个定理均称

为微分中值定理或微分中值公式. 这些结果体现了变化量 (如函数值的差) 和变化

率 (导数) 之间的紧密联系, 我们应记得 Newton-Leibniz 公式也是这种关系的一个

精确体现.

例 5.2.1. 证明 | sinx´ sin y| ď |x´ y|, @ x, y P R.

证明. 因为 psinxq1 “ cosx, 由 Lagrange 微分中值定理得

| sinx´ sin y| “ | cos ξ||x´ y| ď |x´ y|, @ x, y P R.

注. 从这个例子的证法可以知道, 如果 f 1 为有界函数, 则 f 是 Lipschitz 函数,

读者可以将这里的证明方法和第四章第三节里的证明方法互相比较.
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例 5.2.2. 设函数 f 在区间 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中可导, 且 fpaq “ fpbq “ 0.

证明, 存在 ξ P pa, bq, 使得

f 1pξq ` fpξq “ 0.

证明. 考虑函数 gpxq “ exfpxq, 则 gpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中可导, 且

gpaq “ eafpaq “ 0, gpbq “ ebfpbq “ 0.

由 Rolle 定理, 存在 ξ P pa, bq, 使得 g1pξq “ 0. 因为

g1pxq “ exfpxq ` exf 1pxq,

而 eξ ą 0, 故 fpξq ` f 1pξq “ 0. �

例 5.2.3. 证明 ex ě 1 ` x, @ x P R, 且等号仅在 x “ 0 处成立.

证明. 对函数 ex 应用 Lagrange 中值定理可得

ex ´ 1 “ ex ´ e0 “ eθxx, θ P p0, 1q.

当 x ą 0 时, eθx ą 1; 当 x ă 0 时 eθx ă 1. 总之, x ‰ 0 时均有 ex ´ 1 ą x. �
注. 设 ai ą 0 p1 ď i ď nq, 记

A “
1
n

n
ÿ

i“1

ai p算术平均q, G “

n
ź

i“1

a
1
n
i p几何平均q.

利用 ex ě 1 ` x 可得
A

G
“

1
n

n
ÿ

i“1

ai

G
“

1
n

n
ÿ

i“1

eln
ai
G

ě
1
n

n
ÿ

i“1

`

1 ` ln
ai

G

˘

“ 1,

即 A ě G, 等号成立当且仅当 ai ” G. 这是经典的算术 – 几何平均值不等式. �

例 5.2.4. 设 fpxq在 ra, bs上连续,在 pa, bq中二阶可导. 如果 fpaq “ fpbq “ 0,

则对任意 c P ra, bs, 存在 ξ P pa, bq, 使得

fpcq “
f2pξq

2
pc´ aqpc´ bq.

证明. 不妨设 c P pa, bq, 令

F pxq “ fpxq ´
fpcq

pc´ aqpc´ bq
px´ aqpx´ bq, x P ra, bs.

则 F paq “ F pcq “ F pbq “ 0, 由 Rolle 定理, 存在 ξ1 P pa, cq, ξ2 P pc, bq, 使得

F 1pξ1q “ 0, F 1pξ2q “ 0.
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因为 F 1pxq 在 rξ1, ξ2s 上可微, 再一次由 Rolle 定理知, 存在 ξ P pξ1, ξ2q, 使得

F 2pξq “ 0.

简单的计算表明

F 2pxq “ f2pxq ´
2fpcq

pc´ aqpc´ bq
,

在上式中代入 x “ ξ 即得欲证结论. �
注. 这个例子可以推广到一般情形. 例如, 设 f 是 n 阶可导函数, 且 fpxq “ 0

有 n 个不同的解 txiu
n
i“1, 则对任意 c P ra, bs, 存在 ξ P pa, bq, 使得

fpcq “
1
n!
f pnqpξq

n
ź

i“1

pc´ xiq. (5.1)

证明的方法仍是构造适当的辅助函数并利用微分中值定理. 例如, 无妨设 c ‰ xi

p1 ď i ď nq, 令

F pxq “ fpxq ´
fpcq

śn
i“1pc´ xiq

n
ź

i“1

px´ xiq, x P ra, bs.

则 F pxq 有 n ` 1 个不同的零点 c, xi p1 ď i ď nq, 对 F 反复使用 Rolle 定理可知,

存在 ξ P pa, bq, 使得 F pnqpξq “ 0. 再利用 n 次多项式
śn

i“1px ´ xiq 的 n 阶导数为

n! 即可得到欲证等式.

如果 f 是任给的 n 阶可导函数, 设 txiu
n
i“1 为 ra, bs 中 n 个不同的点, 令

pn´1pxq “

n
ÿ

i“1

“

ź

j‰i

px´ xjq

pxi ´ xjq

‰

fpxiq,

则 pn´1 为次数不超过 n´ 1 的多项式, 它与函数 f 在 txiu
n
i“1 处取相同的值, 称为

f 的 Lagrange 插值多项式. 由于 f ´ pn´1 有 n 个不同的零点, 由 (5.1) 可得 (注意

pn´1 的 n 阶导数为零)

fpxq ´ pn´1pxq “
1
n!
f pnqpξq

n
ź

i“1

px´ xiq, ξ P pa, bq. (5.2)

这个等式称为插值多项式的余项公式, 在第六章中, 我们将利用它来估计积分近似

值的误差.

例 5.2.5. 证明勒让德 pLegendreq 多项式
dn

dxn
px2 ´ 1qn 在 p´1, 1q 中有 n 个

不同的实根, 其中 n ě 1.

证明. 首先,多项式 px2 ´ 1qn 有实根 ´1和 1,根据 Rolle定理,
d

dx
px2 ´ 1qn 在

p´1, 1q 内有实根, 记为 ξ11. 当 n ą 1 时, ´1 和 1 仍为
d

dx
px2 ´ 1qn 的实根, 再次由
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Rolle 定理即知
d2

dx2
px2 ´ 1qn 在 p´1, ξ11q 和 pξ11, 1q 中分别有实根 ξ21 和 ξ22. 如果

n ą 2, 则 ´1和 1仍为
d2

dx2
px2 ´ 1qn 的实根,即它有四个实根 ´1, ξ21, ξ22 和 1. 继

续使用 Rolle 定理,
d3

dx3
px2 ´ 1qn 在 p´1, 1q 中就有三个不同的实根. 如此重复证明

就知道欲证结论对任意正整数 n 都成立. �
注. 以上例题中, 用到非常重要的一点就是微分中值定理中的 ξ 可以取在区间

内部.

习题 5.2

1. 证明多项式 x3 ´ 3x` c 在 r0, 1s 上不存在两个不同的实根.

2. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中可微, 且 fpaq “ fpbq “ 0. 证明, 存在

ξ P pa, bq, 使得 f 1pξq “ 2fpξq.

3. 设 fpxq 在 ra, bs 上二阶可微, 且 fpaq “ fpbq “ 0, f 1
`paqf 1

´pbq ą 0. 证明, 存在

ξ P pa, bq, 使得 f2pξq “ 0.

4. 设 ai, pi ą 0,
n
ř

i“1

pi “ 1. 利用 ex ě 1 ` x 证明

n
ÿ

i“1

piai ě

n
ź

i“1

api

i . (加权平均值不等式)

5. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中二阶可导. 如果 l 是满足条件 lpaq “ fpaq,

lpbq “ fpbq 的线性函数, 则对任意 c P ra, bs, 存在 ξ P pa, bq, 使得

fpcq ´ lpcq “
f2pξq

2
pc´ aqpc´ bq.

6. 设 fpxq 为 ra, bs 上的三阶可导函数, 且 fpaq “ f 1paq “ fpbq “ 0. 证明, 任给

c P ra, bs, 存在 ξ P pa, bq, 使得

fpcq “
1
6
f p3qpξqpc´ aq2pc´ bq.

7. 证明切比雪夫多项式 ex dn

dxn
pxne´xq 有 n 个正的实根.

8. 设函数 f 在区间 ra, bs 上可导, 且存在 M ą 0, 使得

|f 1pxq| ď M, @ x P ra, bs.

证明
ˇ

ˇ

ˇ
fpxq ´

fpaq ` fpbq

2

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
Mpb´ aq, @ x P ra, bs.
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9. p˚q 设函数 f 在点 x0 处可导, xn ă x0 ă yn, 且 xn Ñ x0, yn Ñ x0, 证明

lim
nÑ8

fpxnq ´ fpynq

xn ´ yn
“ f 1px0q.

10. p˚q 设函数 f 在 pa, bq 中可微, 且 a ă xi ď yi ă b, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. 证明, 存在

ξ P pa, bq, 使得
n
ÿ

i“1

rfpyiq ´ fpxiqs “ f 1pξq

n
ÿ

i“1

pyi ´ xiq.

11. p˚q 设 f 在 ra,`8q 中可微, 且

fpaq “ 0, |f 1pxq| ď |fpxq|, @ x P ra,`8q.

证明 f ” 0.

§5.3 单调函数

我们应用微分中值定理来进一步研究函数的单调性和极值.下面的结果在第四

章第三节已经证明过了, 现在我们用微分中值定理可以得到很简单的新证明.

命题 5.3.1. 设 f 在 ra, bs上连续,在 pa, bq中可微.如果 f 1pxq “ 0, @ x P pa, bq,

则 f 为常值函数.

证明. 任取 x, y P ra, bs, 由 Lagrange 中值定理, 存在 ξ P pa, bq, 使得

fpxq ´ fpyq “ f 1pξqpx´ yq “ 0,

因此 f 为常值函数. �
完全类似的证明可以推出

命题 5.3.2. 设 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中可微. 则 f 为单调函数当且仅

当 f 1 不变号.

证明. 不妨设 f 为单调递增函数, 则由导数的定义, 当 x0 P pa, bq 时, 有

f 1px0q “ lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
,

因为 f 单调递增, 故
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
总是非负的, 从而 f 1px0q ě 0.

反之, 不妨设 f 1pxq ě 0, x P pa, bq. 任取 x1 ă x2 P ra, bs, 由 Lagrange 中值定

理, 存在 ξ P px1, x2q, 使得

fpx2q ´ fpx1q “ f 1pξqpx2 ´ x1q ě 0,
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因此 f 是单调递增的. �
注. 如果 f 1 ą 0, 则 f 是严格单调递增的; 如果 f 1 ă 0, 则 f 是严格单调递减

的. 反之不然, 例如, 函数 fpxq “ x3 是严格单调递增的, 但 f 1p0q “ 0.

下面的结果进一步说明, 如果可微函数在两个驻点之间没有其它驻点, 则它在

这两个驻点之间是单调的, 我们可以藉此判断函数图像的大致走向.

定理 5.3.3 (反函数定理). 设 f 为区间 I 中的可微函数, 如果 f 的导数处处

非零, 则 f : I Ñ fpIq 是可逆的, 且其逆函数也可微.

证明. 如果 f 1pxq ‰ 0, @ x P I, 则由 Lagrange 定理知 f 是单射, 根据推论 3.4.7

的证明知 f 是严格单调函数, 根据推论 3.3.6 即知 f 可逆, 再由命题 4.1.6 即知 f

的逆函数也可微. �
下面的结果给出了用导数判断极值点的一个办法.

命题 5.3.4. 设 δ ą 0, f 在 px0 ´ δ, x0 ` δq 中连续, 在 px0 ´ δ, x0q Y px0, x0 ` δq

中可微. 如果

f 1pxq ď 0, x P px0 ´ δ, x0q; f 1pxq ě 0, x P px0, x0 ` δq,

则 x0 为 f 的极小值点; 如果

f 1pxq ě 0, x P px0 ´ δ, x0q; f 1pxq ď 0, x P px0, x0 ` δq,

则 x0 为 f 的极大值点.

证明. 以第一种情形为例. 根据命题 5.3.2 可知 f 在 px0 ´ δ, x0s 中单调递减,

在 rx0, x0 ` δq 中单调递增, 这说明 x0 为局部最小值点. �

例 5.3.1. 设 x ą ´1 且 x ‰ 0, 证明

x

1 ` x
ă lnp1 ` xq ă x.

证明. 考虑 fpxq “ lnp1 ` xq ´ x, x ą ´1. 则 fp0q “ 0, 且

f 1pxq “
1

1 ` x
´ 1 “

´x

1 ` x
,

当 ´1 ă x ă 0 时 f 1pxq ą 0, 当 x ą 0 时 f 1pxq ă 0, 因此 fpxq 在 p´1, 0q 中严格单

调递增, 在 p0,`8q 中严格单调递减, 从而 fpxq ď fp0q “ 0, @ x ą ´1, 且等号仅在

x “ 0 处成立.

类似地, 考虑 gpxq “ lnp1 ` xq ´
x

1 ` x
, 则

g1pxq “
1

1 ` x
´

1
p1 ` xq2

“
x

p1 ` xq2
,
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同样的讨论可以得出 gpxq在 p´1, 0q中严格单调递减,在 p0,`8q中严格单调递增,

因此 gpxq ě gp0q “ 0, 且等号仅在 x “ 0 处成立. �

例 5.3.2. 设 b ą a ą 1, 证明 bab ą aba.

证明. 在欲证不等式两边取对数, 得

bab ą aba ðñ ln b` b ln a ą ln a` a ln b ðñ
ln a
a´ 1

ą
ln b
b´ 1

.

考虑函数 fpxq “
lnx
x´ 1

(x ą 1). 求导并利用上例, 得

f 1pxq “
px´ 1q ´ x lnx
xpx´ 1q2

ă 0, @ x ą 1.

因此 fpxq 在 p1,`8q 上严格单调递减, 从而欲证不等式成立. �

命题 5.3.5. 设 f 在内点 x0 处二阶可导, 且 f 1px0q “ 0. 则

p1q 如果 f2px0q ą 0, 则 x0 为 f 的 ( 严格 ) 极小值点;

p2q 如果 f2px0q ă 0, 则 x0 为 f 的 ( 严格 ) 极大值点.

证明. 以 p1q 为例. 设 f2px0q ą 0, 则由导数定义,

lim
xÑx0

f 1pxq

x´ x0
“ lim

xÑx0

f 1pxq ´ f 1px0q

x´ x0
“ f2px0q ą 0,

这说明, 存在 δ ą 0, 使得当 x P px0 ´ δ, x0q 时 f 1pxq ă 0; 当 x P px0, x0 ` δq 时

f 1pxq ą 0. 利用命题 5.3.4 的证明即知 x0 为 f 的 (严格) 极小值点. �

推论 5.3.6. 设 f 在内点 x0 处二阶可导, x0 为 f 的极小 p 大 q 值点, 则

f2px0q ě 0pď 0q.

证明. 不妨设 x0 为 f 的极小值点, 则 x0 为驻点. 如果 f2px0q ă 0, 则由刚才

的命题, x0 为 f 的严格极大值点, 从而不可能是极小值点. �
注. 如果 x0 是 f 的驻点,且 f2px0q “ 0,则 x0 可能是极值点,也可能不是极值

点. 这时可利用高阶导数去做进一步的判断, 参见本章最后一节.

例 5.3.3. 证明 sinx ě x´
x3

6
, @ x ě 0, 且等号仅当 x “ 0 时成立.

证明. 考虑 fpxq “ sinx´ x`
x3

6
, 则

f 1pxq “ cosx´ 1 `
x2

2
, f2pxq “ ´ sinx` x ě 0.

由 f2 ě 0 知 f 1 单调递增. 由于 f 1p0q “ 0, 故当 x ě 0 时 f 1pxq ě f 1p0q “ 0, 即 fpxq

在 r0,`8q 中也是单调递增的. 再由 fp0q “ 0 知 fpxq ě 0, @ x ě 0. 因为 f2 仅在

x “ 0 处为 0, 故 f 1 在 r0,`8q 中实际上是严格单调递增的, 因而 f 在 r0,`8q 中

也是严格单调递增的. �



176 第五章 微分中值定理和 Taylor 展开

例 5.3.4. 设 fpxq 在 R 中二阶可导. 如果 f 有界, 证明存在 ξ P R, 使得

f2pξq “ 0.

证明. (反证法)假设 f2 处处非零,由 Darboux定理可知 f2 不变号.不妨设 f2

恒正, 则 f 1 为严格单调递增函数. 取 x0 P R, 使得 f 1px0q ‰ 0. 如果 f 1px0q ą 0, 则

当 x ě x0 时

fpxq ´ fpx0q “

ż x

x0

f 1ptqdt ě f 1px0qpx´ x0q Ñ `8, x Ñ `8.

如果 f 1px0q ă 0, 则当 x ď x0 时

fpx0q ´ fpxq “

ż x0

x

f 1ptqdt ď f 1px0qpx0 ´ xq Ñ ´8, x Ñ ´8.

总之与 f 有界相矛盾. �
习题 5.3

1. 证明下列等式:

p1q arcsinx` arccosx “ π
2 , @ x P r´1, 1s;

p2q 2 arctanx` arcsin 2x
1`x2 “ π, @ x ě 1.

2. 证明下列不等式:

p1q tanx ą x`
x3

3
, @ x P p0,

π

2
q;

p2q
2x
π

ă sinx ă x, @ x P p0,
π

2
q;

p3q x´
x2

2
ă lnp1 ` xq ă x´

x2

2p1 ` xq
, @ x ą 0;

p4q nyn´1px´ yq ă xn ´ yn ă nxn´1px´ yq (n ą 1), @ x ą y ą 0.

3. 证明不等式 ex ą 1 ` x`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
, @ x ą 0.

4. 证明不等式
tanx
x

ą
x

sinx
, @ x P p0, π

2 q.

5. 数列 1,
?

2, 3
?

3, ¨ ¨ ¨ , n
?
n, ¨ ¨ ¨ 中哪一项最大?

6. 研究函数
x

sinx
和

tanx
x
的单调性, 其中 x P p0, π{2q.

7. 研究函数
`

1 `
1
x

˘x
px ą 0q 的单调性.

8. p˚q 研究函数
1

sinx
´

1
x
的单调性, 其中 x P p0, πq.
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9. 设 f 在 ra, bs 上二次可导. 如果 f2 ě 0, 且 c P pa, bq 为 f 的极值点, 则 c 必为

f 在 ra, bs 上的最小值点.

10. 设连续函数 fpxq 在区间 I 中有惟一的极值点, 则该极值点为最值点.

11. 设 fpxq在 R中二阶可导. 如果 lim
xÑ8

fpxq

|x|
“ 0,证明存在 ξ P R,使得 f2pξq “ 0.

12. p˚q 设 fp0q “ 0, f 1pxq 严格单调递增, 则
fpxq

x
在 p0,`8q 中也严格单调递增.

§5.4 凸函数

根据前一节的讨论, 如果函数 f 二阶可导, 且 f2 ą 0, 则 f 在区间的内部取不

到极大值. 进一步, 根据第二节 (5.2) 式 (n “ 2), 如果 f 在 ra, bs 上二阶可导, 则

fpxq ´ lpxq “
1
2
f2pξqpx´ aqpx´ bq, ξ P pa, bq, (5.3)

其中 lpxq 是满足条件 lpaq “ fpaq, lpbq “ fpbq 的线性函数, 它可以写成

lpxq “
fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ aq ` fpaq, 或 lpxq “ fpbq ´

fpbq ´ fpaq

b´ a
pb´ xq. (5.4)

于是, 当 f2 ě 0 时, 有

fpxq ď lpxq, @ x P pa, bq. (5.5)

特别地, 由线性函数的单调性可得

fpxq ď lpxq ď maxtlpaq, lpbqu “ maxtfpaq, fpbqu, @ x P ra, bs.

定义 5.4.1 (凸函数). 设 f 为区间 I 中定义的函数. 如果对任意 a ă b P I,

(5.5) 式均成立, 则称 f 为 I 中的凸函数.

当 (5.5) 中不等号反向时, 则称相应的函数为凹函数. 有时也将凸函数称为下

凸函数,凹函数称为上凸函数. 如果 (5.5)中不等号为严格小于号,则称相应的函数

为严格凸函数.

a b0
x

y

a x b0
x

y

图 5.5 凸函数
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根据 (5.4) 式, 我们可以将 fpxq ď lpxq 改写为

fpxq ´ fpaq

x´ a
ď
fpbq ´ fpaq

b´ a
ď
fpbq ´ fpxq

b´ x
, @ x P pa, bq. (5.6)

上式与下面的不等式等价

fpxq ´ fpaq

x´ a
ď
fpbq ´ fpxq

b´ x
, @ x P pa, bq. (5.7)

这只要对 (5.6) 两端利用如下初等结论即可: 即, 如果 k, l ą 0,
m

k
ď
n

l
, 则

m

k
ď
m` n

k ` l
ď
n

l
.

假设不等式 (5.7) 成立, 应用此初等结论即有

fpxq ´ fpaq

x´ a
ď

pfpxq ´ fpaqq ` pfpbq ´ fpxqq

px´ aq ` pb´ xq
ď
fpbq ´ fpxq

b´ x
,

这也就是不等式 (5.6).

当 x P ra, bs 时, x 可以写为

x “ ta` p1 ´ tqb, t “
b´ x

b´ a
P r0, 1s.

此时 lpxq 可以写为 lpxq “ tfpaq ` p1 ´ tqfpbq. 于是 (5.5) 可以改写为

fpta` p1 ´ tqbq ď tfpaq ` p1 ´ tqfpbq, @ t P p0, 1q.

例 5.4.1. 凸函数与 Young 不等式.

考虑指数函数 fpxq “ ex, 由 f2pxq “ ex ą 0 可知 f 为 (严格) 凸函数. 于是,

当 a, b ą 0, p, q 满足条件 p ą 1, 1{p` 1{q “ 1 时, 有

ab “ e
1
p ln ap` 1

q ln bq

ď
1
p
eln ap

`
1
q
eln bq

“
ap

p
`
bq

q
,

这也就是 Young 不等式.

更一般地, 有

定理 5.4.1 (Jensen 不等式). 设 f 是定义在区间 I 中的函数. 则 f 为凸函数

当且仅当对任意的 xi P I, λi ě 0 pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,
n
ř

i“1

λi “ 1, 有

f
`

n
ÿ

i“1

λixi

˘

ď

n
ÿ

i“1

λifpxiq.
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证明. 只要证明必要性就可以了. 我们对 n 用数学归纳法. n “ 1 是显然的,

n “ 2 上面已经讨论了. 假设不等式对 n “ k 成立, 则当 n “ k ` 1 时, 不妨假设

0 ă λk`1 ă 1, 此时
k
ÿ

i“1

λi

1 ´ λk`1
“ 1.

由归纳假设, 有

f
`

k`1
ÿ

i“1

λixi

˘

“ f
`

p1 ´ λk`1q

k
ÿ

i“1

λi

1 ´ λk`1
xi ` λk`1xk`1

˘

ď p1 ´ λk`1qf
`

k
ÿ

i“1

λi

1 ´ λk`1
xi

˘

` λk`1fpxk`1q

ď p1 ´ λk`1q

k
ÿ

i“1

λi

1 ´ λk`1
fpxiq ` λk`1fpxk`1q

“

k`1
ÿ

i“1

λifpxiq.

这说明不等式对 n “ k ` 1 也成立, 从而定理得证. �

例 5.4.2. 算术 – 几何平均值不等式.

考虑函数 fpxq “ ´ lnx px ą 0q. 由 f2pxq “ x´2 ą 0 可知 f 为 (严格) 凸函数.

根据 Jensen 不等式, 当 ai ą 0 时

1
n

pln a1 ` ln a2 ` ¨ ¨ ¨ ` ln anq ď ln
a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
,

即

pa1a2 ¨ ¨ ¨ anq
1
n ď

1
n

pa1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` anq, @ ai ą 0 p1 ď i ď nq.

这就重新得到了算术 – 几何平均值不等式. �
下面我们研究一般凸函数的基本性质, 先看连续性质.

命题 5.4.2 (连续性质). 设 f 为区间 I 中的凸函数, 如果 ra, bs 为 I 中不含 I

的端点的闭区间, 则 f 为 ra, bs 上的 Lipschitz 函数. 特别地, 凸函数在区间内部总

是连续的.

证明. 由已知条件, 可取 a1, b1 P I, 使得 a1 ă a, b ă b1. 任取 x ă y P ra, bs, 因为

f 为凸函数, 故有下列不等式

fpa1q ´ fpaq

a1 ´ a
ď
fpa1q ´ fpxq

a1 ´ x
ď
fpyq ´ fpxq

y ´ x

ď
fpb1q ´ fpyq

b1 ´ y
ď
fpb1q ´ fpbq

b1 ´ b
.
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令

M “ max
!ˇ

ˇ

ˇ

fpa1q ´ fpaq

a1 ´ a

ˇ

ˇ

ˇ
,
ˇ

ˇ

ˇ

fpb1q ´ fpbq

b1 ´ b

ˇ

ˇ

ˇ

)

,

则不等式意味着

|fpxq ´ fpyq| ď M |x´ y|, @ x, y P ra, bs.

这说明 f 在 ra, bs 上为 Lipschitz 函数. �

a′ a x y b b′0

图 5.6 凸函数的连续性质

注. 凸函数在区间的端点处可能不连续, 例如函数

fp0q “ 1, fpxq “ 0, x ą 0

是 r0,`8q 中的凸函数, 但它在 x “ 0 处不连续.

对于连续的函数, 我们可以用下面较简单的方法去判别它是否为凸函数.

命题 5.4.3. 设 f 为区间 I 中的连续函数, 则 f 为凸函数当且仅当对任意

x1 ă x2 P I, 有

f
`x1 ` x2

2
˘

ď
1
2
“

fpx1q ` fpx2q
‰

. ( 平均值不等式 )

证明. 只要证明充分性即可. 设 a ă b P I, lpxq 是 (5.4) 式中的线性函数. 显

然, 函数 gpxq “ fpxq ´ lpxq 仍然满足平均值不等式. 因为 g 为连续函数, 故 g

在 x0 P ra, bs 处取到最大值 M , 只要说明 M “ 0 即可. 如果 x0 “ a 或 x0 “ b,

则 M “ 0; 如果 x0 P pa, bq, 不妨设 x0 ď pa ` bq{2. 考虑 a 关于 x0 的对称点

x1 “ 2x0 ´ a, 则 x1 P ra, bs, 且

M “ gpx0q “ g
`a` x1

2
˘

ď
1
2
“

gpaq ` gpx1q
‰

ď M,

这说明 M “ gpaq “ 0. �
从以上证明过程可以看出,如果函数满足平均值不等式且在 x0 处达到最大值,

则在关于 x0 对称的任意一对点处也达到最大值. 特别地, 有
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推论 5.4.4. p˚q 设 f 为区间 I 中的凸函数, 如果 f 在 I 的内部达到最大值,

则 f 是常值函数.

证明. 设 f 在 x0 处达到最大值.任取 a, b P I, a ă x0 ă b. 则 x0 “ ta` p1 ´ tqb,

t P p0, 1q. 此时

max f “ fpx0q ď tfpaq ` p1 ´ tqfpbq ď tmax f ` p1 ´ tq max f “ max f,

这说明 fpaq “ fpbq “ max f , 因此 f 恒等于 fpx0q. �

例 5.4.3. 函数 fpxq “ ´ lnx px ą 0q 的凸性.

当 x, y ą 0 时, 由

p
?
x´

?
yq2 ě 0

可得
?
xy ď

1
2

px` yq,

上式两边取对数就得到
1
2

plnx` ln yq ď ln
x` y

2
,

这可重新说明连续函数 ´ lnx 为凸函数. �
我们接着研究一般凸函数的可微性质.

命题 5.4.5 (导数性质). p˚q 设 f 为区间 I 中的凸函数, x 为 I 的内点, 则 f

在 x 处的左导数和右导数均存在, 且 f 1
´pxq ď f 1

`pxq.

证明. 任取 x1, x2 P I, 使得 x1 ă x ă x2, 因为 f 为凸函数, 我们有不等式

fpxq ´ fpx1q

x´ x1
ď
fpx2q ´ fpxq

x2 ´ x
,

f 为凸函数也意味着
fpxq ´ fpx1q

x´ x1
是关于 x1 的单调递增函数, 上式则表明这个单

调递增函数有上界, 从而极限 lim
x1Ñx´

fpxq ´ fpx1q

x´ x1
“ f 1

´pxq 存在, 且

f 1
´pxq ď

fpx2q ´ fpxq

x2 ´ x
.

同理, 当 x2 Ñ x` 时,
fpx2q ´ fpxq

x2 ´ x
单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f 1
´pxq ď lim

x2Ñx`

fpx2q ´ fpxq

x2 ´ x
“ f 1

`pxq,

这就证明了命题. �
注. p1q 凸函数不一定可微, 例如函数 fpxq “ |x| 是凸函数, 但它在 x “ 0 处不

可微 (左右导数不同);

p2q 凸函数的不可微点只有至多可数个.
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x0 x0

y

图 5.7 凸函数的可微性质

对于可微函数, 我们可以用下面的方法去判别

它是否是凸函数.

命题 5.4.6. 设 f 是区间 I 中的可微函数, 则

p1q f 为凸函数当且仅当 f 1 为单调递增函数;

p2q f 为凸函数当且仅当对任意 x0 P I, x P I,

有

fpxq ě f 1px0qpx´ x0q ` fpx0q.

证明. p1q 设 f 为可微凸函数, x1 ă x2. 则当

x P px1, x2q 时

fpxq ´ fpx1q

x´ x1
ď
fpx2q ´ fpx1q

x2 ´ x1
ď
fpx2q ´ fpxq

x2 ´ x
,

分别在这个不等式的左边和右边令 x Ñ x1 以及 x Ñ x2, 得

f 1px1q ď
fpx2q ´ fpx1q

x2 ´ x1
ď f 1px2q,

这说明 f 1 是单调递增函数.

反之, 如果 f 可微, 设 a ă x ă b, 由微分中值定理, 存在 ξ1 P pa, xq, ξ2 P px, bq,

使得

fpxq ´ fpaq “ f 1pξ1qpx´ aq, fpbq ´ fpxq “ f 1pξ2qpb´ xq.

如果 f 1 为单调递增函数, 则 f 1pξ1q ď f 1pξ2q, 从而

fpxq ´ fpaq

x´ a
“ f 1pξ1q ď f 1pξ2q “

fpbq ´ fpxq

b´ x
.

由 (5.6)-(5.7) 知 f 为凸函数.

p2q 设 f 为可微凸函数, x0 P I. 如果 x ą x0, 则由 p1q 的证明, 有

f 1px0q ď
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
;

如果 x ă x0, 仍则由 p1q 的证明, 有

fpx0q ´ fpxq

x0 ´ x
ď f 1px0q;

这两个不等式合起来就得到了

fpxq ě f 1px0qpx´ x0q ` fpx0q.

反之, 如果不等式成立, 则任取 a ă x ă b, 有

fpxq ´ fpaq

x´ a
ď f 1pxq ď

fpbq ´ fpxq

b´ x
,
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由 (5.6)-(5.7) 知 f 为凸函数. �
注. 结合前两个命题的证明不难发现, 凸函数的左导数或右导数为单调递增函

数. 反之, 有

命题 5.4.7. p˚q 设 f 为区间 I 中的连续函数. 如果 f 的左导数 f 1
´ 存在且单

调递增, 则 f 为凸函数. 对右导数有类似结论.

证明. 我们来证明 f 满足 Jensen 不等式. 首先, 设 x0 P I, 记

Lpxq “ f 1
´px0qpx´ x0q ` fpx0q, gpxq “ fpxq ´ Lpxq.

于是 g1
´pxq “ f 1

´pxq ´ f 1
´px0q. 由 f 1

´ 单调递增可知, 当 x ď x0 时 g1
´pxq ď 0; 当

x ě x0 时, g1
´pxq ě 0. 根据第四章命题 4.3.1 的证明方法及其注记可知, 在 x0 的左

边 g 单调递减, 在 x0 的右边 g 单调递增. 这说明 g 的最小值为 gpx0q “ 0, 即

fpxq ě Lpxq “ f 1
´px0qpx´ x0q ` fpx0q, x P I. (5.8)

其次, 设 xi P I, λi ě 0,
n
ř

i“1

λi “ 1. 记 x0 “
n
ř

i“1

λixi, 利用 (5.8) 可得

n
ÿ

i“1

λifpxiq ě f 1
´px0q

n
ÿ

i“1

λipxi ´ x0q ` fpx0q

n
ÿ

i“1

λi

“ fpx0q,

这说明 f 满足 Jensen 不等式. �
我们可以重新讨论二阶可导函数的凸性.

命题 5.4.8. 如果 f 在 I 中二阶可导, 则 f 为凸函数当且仅当 f2 ě 0.

证明. 如果 f 二阶可导,则 f 是凸函数当且仅当 f 1 为单调递增函数,而可微函

数 f 1 是单调递增函数当且仅当其导数 f2 非负. �

例 5.4.4. 设 p ě 1, 则

`a` b

2
˘p

ď
ap ` bp

2
, @ a, b ě 0.

证明. 当 a 或 b 为零时不等式显然成立. 下设 a, b ą 0. 考虑函数 fpxq “ xp,

x ą 0. 因为 f2pxq “ ppp´ 1qxp´2 ě 0, 故 fpxq 在 p0,`8q 中是凸函数, 于是

f
`a` b

2
˘

ď
fpaq ` fpbq

2
, @ a, b ą 0.

这也就是要证明的不等式. �
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例 5.4.5. 设 P “ pa, bq 为平面上的一个固定点, x 轴上的点 px, 0q 到 P 的距

离函数是凸函数.

事实上, 如果 P 位于 x 轴上, 其坐标记为 px0, 0q, 则距离函数 fpxq “ |x ´ x0|

为凸函数; 如果 P 不在 x 轴上, 则距离函数

fpxq “
a

px´ aq2 ` b2, x P R

是可微函数, 其一阶导数为

f 1pxq “
x´ a

a

px´ aq2 ` b2
,

二阶导数为

f2pxq “
1

a

px´ aq2 ` b2
´

px´ aq2

rpx´ aq2 ` b2s
3
2

“
b2

rpx´ aq2 ` b2s
3
2

ą 0,

因此 fpxq 为凸函数.

P = (a, b)

x y0

图 5.8 距离函数的凸性

值得指出的是, f 的凸性等价于不等式

f
`x` y

2
˘

ď
1
2
“

fpxq ` fpyq
‰

,

而这个不等式可以解释为平面三角形 P , px, 0q, py, 0q

中从 P 出发的中线的长度不超过从 P 出发的两条边

的长度和的一半, 这件事实在中学就已经学过了.

习题 5.4

1. 研究下列函数的凸凹性:

p1q fpxq “ xp px ě 0, 0 ă p ď 1q; p2q fpxq “ ax pa ą 0q; p3q fpxq “ x lnx.

2. 研究函数 fpxq “ ln
x

sinx
在区间

“

0,
π

2
‰

上的凸性.

3. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中二阶可微, fpaq “ fpbq “ 0, 并且存在

c P pa, bq 使得 fpcq ą 0. 证明, 存在 ξ P pa, bq, 使得 f2pξq ă 0.

4. 证明, 如果 f , g 均为区间 I 中的凸函数, 则 maxtf, gu 也是 I 中的凸函数.

5. 设函数 fpxq 和 gpxq 均为凸函数, 且 f 单调递增, 则 fpgpxqq 也是凸函数.

6. 证明三次的实系数多项式不是凸函数.

7. 设 a, b ě 0, 证明下面的不等式:

2 arctan
a` b

2
ě arctan a` arctan b.
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8. 设 ai ą 0 p1 ď i ď nq, 证明下面的不等式:

n
1
a1

` 1
a2

` ¨ ¨ ¨ ` 1
an

ď n
?
a1a2 ¨ ¨ ¨ an.

9. 设 ai ą 0 p1 ď i ď nq, 且
n
ř

i“1

ai “ 1, 证明下面的不等式

xa1
1 x

a2
2 ¨ ¨ ¨xan

n ď

n
ÿ

i“1

aixi, @ xi ě 0,

并求等号成立的条件.

10. 设 f 为区间 I 中的凸函数, x0 为 I 的内点. 如果 x0 为 f 的极值点, 则 f 在

x0 的左边单调递减, 在 x0 的右边单调递增.

11. 证明, 定义在整个 R 上的有界凸函数必为常值函数.

12. p˚q 设 fpxq 是定义在区间 I 中的连续函数, 如果任给 x0 P I, 均存在 δ ą 0, 使

得 fpxq 在区间 px0 ´ δ, x0 ` δq 中是凸函数, 则 fpxq 是 I 中的凸函数.

13. p˚q 设 f 为区间 I 中的凸函数, x0 为 I 的内点. 如果 f 1
´px0q ď k ď f 1

`px0q, 则

fpxq ě kpx´ x0q ` fpx0q, @ x P I.

并利用上式重新证明 Jensen 不等式.

14. p˚q 设 ϕ 为区间 I 中的连续凸函数, g : ra, bs Ñ I 为连续函数. 证明积分形式

的 Jensen 不等式

ϕ
´ 1
b´ a

ż b

a

gpxqdx
¯

ď
1

b´ a

ż b

a

ϕpgpxqqdx.

15. 设 f 为 ra, bs 上的连续凸函数, 证明 Hadamard 不等式

f
`a` b

2
˘

ď
1

b´ a

ż b

a

fpxqdx ď
fpaq ` fpbq

2
.

16. p˚q 设 f 为 p´8,`8q 中的连续函数, 如果对任意 x P R, 均有

lim
hÑ0

fpx` hq ` fpx´ hq ´ 2fpxq

h2
“ 0,

证明 fpxq 为线性函数.
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§5.5 函数作图

应用以上几节的知识, 我们可以在平面上大致作出函数的图像, 需要注意的要

点就是: 求函数 f 的驻点和极值点, 判断 f 的单调区间和凸凹区间, 以及求出 f 的

其它特殊值, 如 f 和坐标轴的交点, f 在间断点或无穷远处的极限.

我们再给出两个概念: 一是函数的拐点. 如果函数 f 在 x0 的一侧是凸的, 而

在另一侧是凹的, 则称 x0 为 f 的拐点; 另一个概念是渐近线. 如果 lim
xÑx`

0

fpxq “ 8

或 lim
xÑx´

0

fpxq “ 8则称 x “ x0 为 f 的垂直渐近线;如果 lim
xÑ`8

rfpxq ´ pax` bqs “ 0

或 lim
xÑ´8

rfpxq ´ pax` bqs “ 0, 则称 y “ ax` b 为 f 在无穷远处的渐近线.

例 5.5.1. 函数 fpxq “ x3 的图像.

先求导: f 1pxq “ 3x2 ě 0, 因此 f 是单调递增函数. f2pxq “ 6x, 因此 f 在

p´8, 0q 中是凹的, 在 p0,`8q 中是凸的. f 是奇函数, 当 x Ñ ´8 时 fpxq Ñ ´8,

x Ñ `8 时 fpxq Ñ `8. 有了这些了解, f 的图像就大致清楚了.

y = x3

0
x

y

y = x−1/2

0
x

y

图 5.9 函数作图

例 5.5.2. 函数 fpxq “ x´ 1
2 的图像.

f 的定义域为 p0,`8q. 求导:

f 1pxq “ ´
1
2
x´ 3

2 ă 0, f2pxq “
3
4
x´ 5

2 ą 0,

因此 f 是单调递减的凸函数. 由于 lim
xÑ0`

fpxq “ `8, 故 x “ 0 为 f 的垂直渐近线;

同理, lim
xÑ`8

fpxq “ 0, 故 y “ 0 也是 f 的渐近线 (水平渐近线).



§5.5 函数作图 187

例 5.5.3. 函数 fpxq “
1

1 ` x2
的图像.

这是一个偶函数, 求导:

f 1pxq “ ´
2x

p1 ` x2q2
, f2pxq “ 2

3x2 ´ 1
p1 ` x2q3

,

f 的驻点为 0, 拐点为 ˘
1

?
3
. 因此 f 在 p´8, 0s 中单调递增, 在 r0,`8q 中单调

递减, 在 p´8,´
1

?
3

q 和 p
1

?
3
,`8q 中是凸函数, 在 p´

1
?

3
,

1
?

3
q 中是凹函数. 因为

lim
xÑ8

fpxq “ 0, 故 y “ 0 是 f 的渐近线.

y =
1

1 + x2

0
x

y

图 5.10 函数作图 (续)

例 5.5.4. 函数 fpxq “
2x

1 ` x2
的图像.

这是一个奇函数. 求导:

f 1pxq “
2p1 ´ x2q

p1 ` x2q2
, f2pxq “

4xpx2 ´ 3q

p1 ` x2q3
.

x “ ˘1为 f 的驻点, f 在 p´8,´1q中单调递减,在 p´1, 1q中单调递增,在 p1,`8q

中单调递减. fp´1q “ ´1 为 f 的极小值, fp1q “ 1 为 f 的极大值.

˘
?

3, 0 为 f 的拐点, f 在 p´8,´
?

3q 中是凹的, 在 p´
?

3, 0q 中是凸的, 在

p0,
?

3q 中是凹的, 在 p
?

3,`8q 中又是凸的.

由于 lim
xÑ8

fpxq “ 0, 因此 y “ 0 为 f 的渐近线.

y =
2x

1 + x2

0
x

y

图 5.11 函数作图 (续)
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习题 5.5

1. 设 x0 为二阶可微函数 f 的拐点, 则 f2px0q “ 0.

2. 设 lim
xÑ8

fpxq

x
“ 8, 则 f 在无穷远处不存在渐近线.

3. 作出下列函数的图像

p1q fpxq “ sin3 x` cos3 x, x P R; p2q fpxq “
1 ´ 2x
x2

` 1, x ą 0;

p3q fpxq “ x3 ´ x2 ´ x` 1, x P R; p4q fpxq “
?

1 ` x2, x P R.

4. 作出下列函数的图像

p1q fpxq “ e´x2
, x P R; p2q fpxq “ p2 ` xqe

1
x , x ‰ 0;

p3q fpxq “
1
2

pex ` e´xq, x P R; p4q fpxq “ x2e´x, x P R.

5. 研究函数 fpxq “ x3 ` px` q 的图像, 分别找出 fpxq “ 0 有一个实根和三个实

根时 p, q 应该满足的条件.

6. 研究凸函数的渐近线,并回答问题:是否存在 R中的凸函数,使得 fp0q ă 0,且

lim
|x|Ñ`8

pfpxq ´ |x|q “ 0 ?

§5.6 L’Hôpital 法则

在计算函数极限的时候, 经常遇到求这种类型的极限 lim
xÑx0

fpxq

gpxq
. 下列两种情

况比较常见:

(1) p 0
0 q 型: x Ñ x0 时, fpxq Ñ 0, gpxq Ñ 0;

(2) p 8
8

q 型: x Ñ x0 时, fpxq Ñ 8, gpxq Ñ 8.

还有一些情形也可以转化为这两种情形之一.利用求导我们往往可以方便地计

算这样的极限, 这是微分学对于求极限的一个应用.

定理 5.6.1 (L’Hôpital法则). 设 f , g在 pa, bq中可导,且 g1pxq ‰ 0, @ x P pa, bq.

又设

lim
xÑa`

fpxq “ 0 “ lim
xÑa`

gpxq.

如果极限

lim
xÑa`

f 1pxq

g1pxq

存在 ( 或为 8), 则

lim
xÑa`

fpxq

gpxq
“ lim

xÑa`

f 1pxq

g1pxq
.
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证明. 补充定义 fpaq “ gpaq “ 0, 则 f 在 ra, bq 中连续. 由 Cauchy 中值定理,

@ x P pa, bq, 存在 ξ P pa, xq, 使得

fpxq

gpxq
“
fpxq ´ fpaq

gpxq ´ gpaq
“
f 1pξq

g1pξq
.

当 x Ñ a` 时, ξ Ñ a`, 从而

f 1pξq

g1pξq
Ñ lim

xÑa`

f 1pxq

g1pxq
,

因此

lim
xÑa`

fpxq

gpxq
“ lim

xÑa`

f 1pxq

g1pxq
. (5.9)

注. p1q 如果仍有 f 1
`paq “ g1

`paq “ 0, 则可利用二次导数继续求极限:

lim
xÑa`

fpxq

gpxq
“ lim

xÑa`

f 1pxq

g1pxq
“ lim

xÑa`

f2pxq

g2pxq
,

高阶导数的情形类似.

p2q 区间 pa, bq 换成 p´8, bq 或 pa,8q 时, 有类似结论:

lim
xÑ´8

fpxq

gpxq
“ lim

xÑ´8

f 1pxq

g1pxq
, lim

xÑ`8

fpxq

gpxq
“ lim

xÑ`8

f 1pxq

g1pxq
.

这可由变量代换 x “
1
t
得出.

p3q 需要注意的是, 等式 (5.9) 成立需要其右端极限存在 (或为无穷), 如果极限

不存在, 则 (5.9) 就未必成立了, 读者可在 x “ 0 处验证 fpxq “ x2 sin 1
x , gpxq “ x

就是不成立的例子.

例 5.6.1. 求极限

lim
xÑ0

x´ sinx
x3

.

解. 由 L’Hôpital 法则得

lim
xÑ0

x´ sinx
x3

“ lim
xÑ0

1 ´ cosx
3x2

“ lim
xÑ0

sinx
6x

“
1
6
.

例 5.6.2. 设 f2px0q 存在, 求极限

lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q ´ f 1px0qh

h2
.

解. 由 L’Hôpital 法则得

lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q ´ f 1px0qh

h2
“ lim

hÑ0

f 1px0 ` hq ´ f 1px0q

2h

“
1
2
f2px0q.
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例 5.6.3. 求极限 lim
xÑ8

re´1p1 ` 1
x qxsx.

解. 记题目中的函数为 fpxq, 则

ln fpxq “ x
”

x ln
`

1 `
1
x

˘

´ 1
ı

“
lnp1 ` x´1q ´ x´1

x´2
.

作变量替换 y “ 1{x, 由 L’Hôpital 法则得

lim
xÑ8

ln fpxq “ lim
yÑ0

lnp1 ` yq ´ y

y2
“ lim

yÑ0

p1 ` yq´1 ´ 1
2y

“ ´
1
2
,

因此 lim
xÑ8

fpxq “ e´1{2. �

定理 5.6.2 (L’Hôpital法则). 设 f , g在 pa, bq中可导,且 g1pxq ‰ 0, @ x P pa, bq.

又设

lim
xÑa`

gpxq “ 8.

如果极限

lim
xÑa`

f 1pxq

g1pxq
“ l

存在 ( 或为 8), 则

lim
xÑa`

fpxq

gpxq
“ lim

xÑa`

f 1pxq

g1pxq
“ l.

证明. 我们对 l 有限的情形加以证明, l “ 8 的情形可类似证明. 由已知条件,

任给 ε ą 0, 存在 η ą 0, 使得当 x P pa, a` ηq 时

l ´
ε

2
ă
f 1pxq

g1pxq
ă l `

ε

2
. (5.10)

取 c “ a` η, 当 x P pa, cq 时, 由 Cauchy 微分中值定理, 存在 ξ P px, cq, 使得

fpxq ´ fpcq

gpxq ´ gpcq
“
f 1pξq

g1pξq
.

上式可以改写为

fpxq “ fpcq `
f 1pξq

g1pξq

`

gpxq ´ gpcq
˘

,

即
fpxq

gpxq
“
f 1pξq

g1pξq
`
fpcq

gpxq
´
f 1pξq

g1pξq

gpcq

gpxq
.

利用 (5.10) 以及条件 gpxq Ñ 8 px Ñ a`q 不难得知, 存在正数 δ ă η, 使得当

x P pa, a` δq 时
ˇ

ˇ

ˇ

fpxq

gpxq
´ l

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε,

这就证明了所需结论. �
注. 与前一定理类似的注记请读者自行补充.
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例 5.6.4. 设 f 在 pa,`8q 中可微.

p1q 如果 lim
xÑ`8

x ¨ f 1pxq “ 1, 则 lim
xÑ`8

fpxq “ `8.

p2q 如果存在 α ą 0, 使得

lim
xÑ`8

pα ¨ fpxq ` x ¨ f 1pxqq “ β,

则

lim
xÑ`8

fpxq “
β

α
.

证明. p1q 当 x Ñ `8 时, lnx Ñ `8, 故

lim
xÑ`8

fpxq

lnx
“ lim

xÑ`8

f 1pxq
1
x

“ lim
xÑ`8

x ¨ f 1pxq “ 1,

特别地, fpxq Ñ `8 px Ñ `8q.

p2q 当 α ą 0 时, xα Ñ `8 px Ñ `8q, 故

lim
xÑ`8

fpxq “ lim
xÑ`8

xαf

xα
“ lim

xÑ`8

αxα´1f ` xαf 1

αxα´1

“ lim
xÑ`8

1
α

pα ¨ fpxq ` x ¨ f 1q “
β

α
.

习题 5.6

1. 求下列极限:

p1q lim
xÑ0

ex ´ 1
sinx

; p2q lim
xÑ0

tanx´ x

x´ sinx
; p3q lim

xÑ1
x

1
1´x ;

p4q lim
xÑa

ax ´ xa

x´ a
; p5q lim

xÑ0

` 1
x

´
1

ex ´ 1
˘

; p6q lim
xÑ0

` tanx
x

˘
1

x2 ;

p7q lim
xÑ0

x cotx´ 1
x2

; p8q lim
xÑ1

1 ´ sin2 πx
2

1 ´ x2
; p9q lim

xÑ0

` 1
x2

´
1

sin2 x

˘

;

2. 求下列极限 pa ą 0q:

p1q lim
xÑ`8

lnpx lnxq

xa
; p2q lim

xÑ8

`

tan
πx

2x` 1
˘1{x; p3q lim

xÑ8
x
“

p1 `
1
x

qx ´ e
‰

;

p4q lim
xÑ0`

xx; p5q lim
xÑ0

eax ´ ebx

sin ax´ sin bx
; p6q lim

xÑ1´
lnx lnp1 ´ xq;

p7q lim
xÑ`8

ex ` e´x

x4
; p8q lim

xÑ0

` 2
π

arccosx
˘

1
x ; p9q lim

xÑ`8

`π

2
´ arctanx

˘
1

ln x .

3. 求下列极限:

p1q lim
xÑ0

` sinx
x

˘
1

x2 , p2q lim
xÑ0

`ax
1 ` ax

2 ` ¨ ¨ ¨ ` ax
n

n

˘
1
x pai ě 0q.
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4. 设 f3px0q 存在, 求极限

lim
hÑ0

1
h3

“

fpx0 ` 3hq ´ 3fpx0 ` 2hq ` 3fpx0 ` hq ´ fpx0q
‰

.

5. 设函数 f 在点 x0 处 2 阶可导, 且 f2px0q ‰ 0. 由微分中值定理, 当 h 充分小

时, 存在 θ “ θphq p0 ă θ ă 1q, 使得

fpx0 ` hq ´ fpx0q “ f 1px0 ` θhqh.

证明 lim
hÑ0

θ “ 1
2 .

6. 设 fpxq 在 pa,`8q 中可微, 且 lim
xÑ`8

f 1pxq “ 0, 证明 lim
xÑ`8

fpxq

x
“ 0.

7. 设 fpxq 在 pa,`8q 中可微, 且 lim
xÑ`8

rfpxq ` f 1pxqs “ l, 证明 lim
xÑ`8

fpxq “ l.

(提示: 考虑 exfpxq.)

8. 设 ai P R p1 ď i ď nq, 求极限

lim
xÑ0

1 ´ cospa1xq cospa2xq ¨ ¨ ¨ cospanxq

x2
.

9. 设 f2px0q 存在, f 1px0q ‰ 0. 求极限

lim
xÑx0

” 1
fpxq ´ fpx0q

´
1

f 1px0qpx´ x0q

ı

.

10. p˚q 设 a1 P p0, πq, an`1 “ sin an pn ě 1q. 证明 lim
nÑ8

?
nan “

?
3.

§5.7 Taylor 展开

这一节我们研究用多项式逼近高阶可微函数的问题. 研究一元函数 f 的局部

性态时, 我们知道:

(1) 如果 fpxq 在 x0 处连续, 则

fpxq ´ fpx0q “ op1q px Ñ x0q,

即, 在 x0 附近 f 可用常值函数 fpx0q 逼近.

(2) 如果 fpxq 在 x0 处可微, 则

fpxq ´ rfpx0q ` f 1px0qpx´ x0qs “ opx´ x0q px Ñ x0q,

即, 在 x0 附近 f 可用线性函数 L 逼近, 其中

Lpxq “ fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q.
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(3) 如果 f2px0q 存在, 则由前节例 5.6.2,

fpxq ´ rfpx0q ` f 1px0qpx´ x0q `
1
2
f2px0qpx´ x0q2s “ oppx´ x0q2q px Ñ x0q,

即 f 在 x0 附近可以用二次多项式逼近. 一般地, 我们有

定理 5.7.1 (带 Peano 余项的 Taylor 公式). 设 f 在 x0 处 n 阶可导, 则

p˚q fpxq “ fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q `
1
2!
f2px0qpx´ x0q2 ` ¨ ¨ ¨

`
1
n!
f pnqpx0qpx´ x0qn ` oppx´ x0qnq px Ñ x0q.

证明. 记

Rnpxq “ Rnpf, xq “ fpxq ´
“

fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q ` ¨ ¨ ¨ `
f pnqpx0q

n!
px´ x0qn

‰

,

我们要证明 Rnpxq “ oppx ´ x0qnq px Ñ x0q. 用数学归纳法来证. 对 n “ 1, 2 的情

形我们在前面已讨论过. 设 n “ k 时 p˚q 成立, 则 n “ k ` 1 时, f 1pxq 满足归纳假

设, 于是简单的计算表明

R1
k`1pf, xq “ Rkpf 1, xq “ oppx´ x0qkq px Ñ x0q.

由 L’Hôpital 法则可得

lim
xÑx0

Rk`1pf, xq

px´ x0qk`1
“ lim

xÑx0

R1
k`1pf, xq

pk ` 1qpx´ x0qk
“ 0,

即 p˚q 对 n “ k ` 1 成立, 定理得证. �
Rn 称为 Taylor 展开的余项. 如果 f 有更好的可微性, 那么我们可以更好地估

计余项的大小. 例如, 在可分部积分的条件下, 有

fpxq “ fpx0q `

ż x

x0

f 1ptqdt “ fpx0q `

ż x

x0

f 1ptqdpt´ xq

“ fpx0q ` f 1ptqpt´ xq

ˇ

ˇ

ˇ

x

x0

`

ż x

x0

f2ptqpx´ tqdt

“ fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q `

ż x

x0

f2ptqpx´ tqdt,

这个过程可以继续 (参见本节习题). 由此可以得到余项的更精密的估计.

定理 5.7.2 (Taylor). 设 f 在开区间 pa, bq中有直到 n`1阶导数, x0, x P pa, bq.

则存在区间 px, x0q(或 px0, xq) 中的点 ξ, ζ, 使得 Taylor 展开的余项可表示为

Rnpxq “
1

pn` 1q!
f pn`1qpξqpx´ x0qn`1, pLagrange 余项q

以及

Rnpxq “
1
n!
f pn`1qpζqpx´ ζqnpx´ x0q. pCauchy 余项q
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证明. 受分部积分过程的启发, 考虑以 t 为变量的函数

F ptq “ fptq `

n
ÿ

k“1

f pkqptq

k!
px´ tqk, t P pa, bq.

对 t 求导, 得

F 1ptq “ f 1ptq `

n
ÿ

k“1

”f pk`1qptq

k!
px´ tqk ´

f pkqptq

pk ´ 1q!
px´ tqk´1

ı

“
1
n!
f pn`1qptqpx´ tqn.

根据 F 的构造, 有

F pxq ´ F px0q “ Rnpxq.

由 Lagrange 微分中值定理, 存在 ζ “ x0 ` θpx´ x0q p0 ă θ ă 1q, 使得

Rnpxq “ F 1pζqpx´ x0q

“
1
n!
f pn`1qpζqpx´ ζqnpx´ x0q. pCauchy 余项q

取 Gptq “ ´px ´ tqn`1, 再由 Cauchy 微分中值定理知, 存在 ξ “ x0 ` ηpx ´ x0q

p0 ă η ă 1q, 使得

Rnpxq

px´ x0qn`1
“
F pxq ´ F px0q

Gpxq ´Gpx0q
“
F 1pξq

G1pξq
“
f pn`1qpξq

pn` 1q!
,

即

Rnpxq “
1

pn` 1q!
f pn`1qpξqpx´ x0qn`1. pLagrange 余项q

这就得到了 Taylor 展开余项的两种表达式. �
注. p1q 如果 f 的直到 n 阶的导数在 ra, bs 上都是连续的 (因此 F 在 ra, bs 上

连续), 则对于 x “ a 或 x “ b, 即区间的端点, 定理的结论仍然成立, 这是由微分中

值定理成立的条件所保证的.

p2q如果 x0 为区间端点,例如 f 在 pa, x0s上存在直到 n` 1阶的导数,则 fpxq

在 x0 处仍然有如上 Taylor 余项公式.

p3q 在历史上, Taylor 是从插值多项式出发获得他的公式的. 下面我们用另一

个方法导出 Lagrange 余项, 这个做法来源于插值多项式的余项公式.

引理 5.7.3. 设 gpxq 在 pa, bq 内 n` 1 阶可导, x0 P pa, bq. 如果

gpx0q “ g1px0q “ ¨ ¨ ¨ “ gpnqpx0q “ 0,

则任给 c P pa, bq, 存在 ξ “ x0 ` θpc´ x0q p0 ă θ ă 1q, 使得

gpcq “
gpn`1qpξq

pn` 1q!
pc´ x0qn`1.
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证明. 不妨设 c ‰ x0. 考虑辅助函数

hpxq “ gpxq ´
gpcq

pc´ x0qn`1
px´ x0qn`1, x P pa, bq.

则 hpcq “ 0, 且 hpx0q “ h1px0q “ ¨ ¨ ¨ “ hpnqpx0q “ 0. 由 hpcq “ hpx0q “ 0 以

及 Rolle 中值定理知, 存在严格介于 c 和 x0 之间的点 ξ1, 使得 h1pξ1q “ 0. 由

h1pξ1q “ h1px0q “ 0又可推出,存在严格介于 ξ1 和 x0 之间的点 ξ2,使得 h2pξ2q “ 0.

如此继续, 最后可以找到严格介于 c 和 x0 之间的点 ξ, 使得 hpn`1qpξq “ 0. 即

gpn`1qpξq ´
gpcq

pc´ x0qn`1
¨ pn` 1q! “ 0,

上式整理以后就是欲证结论. �
注. 如果 gpxq 在 ra, bs 上还是连续的, 则对 c “ a 或 b, 引理的结论仍然成立.

现在, 如果 f 在 pa, bq 内 n ` 1 次可导, x0 P pa, bq, 则其 Taylor 余项 Rnpxq 满

足下列等式 (习题):

Rnpx0q “ R1
npx0q “ ¨ ¨ ¨ “ Rpnq

n px0q “ 0, Rpn`1q
n pxq “ f pn`1qpxq.

对 Rnpxq 运用上述引理就得到了 Rnpxq 的 Lagrange 表示. 这种做法的好处就是,

只要 f 在 ra, bs 上还是连续的, 则对 x “ a, b 同样有余项公式.

当 f 为 n` 1 阶连续可微函数时, 由微积分基本公式得

Rnpxq “ F pxq ´ F px0q “

ż x

x0

F 1ptqdt “

ż x

x0

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt.

这是 Taylor 展开的积分余项, 它是余项的一个精确积分表示. 此时, 由于 px ´ tqn

不变号, 由积分中值定理可知, 存在 ξ P px0, xq (或 px, x0q), 使得

Rnpxq “
1
n!
f pn`1qpξq ¨

ż x

x0

px´ tqndt “
f pn`1qpξq

pn` 1q!
px´ x0qn`1.

这也就是 Lagrange 余项. 同理可得 Cauchy 余项.

例 5.7.1. p˚q 积分余项的一个应用.

考虑多项式函数 fpxq “ p1 ` xq2n`1, fpxq 在 x0 “ 0 处可展开为

p1 ` xq2n`1 “

n
ÿ

k“0

Ck
2n`1x

k `Rnpxq,

其中 Taylor 展开的余项为

Rnpxq “
1
n!

ż x

0

p2n` 1q!
n!

p1 ` tqnpx´ tqndt,
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特别地, 取 x “ 1 就得
ż 1

0

p1 ´ t2qn dt “
pn!q2

p2n` 1q!
Rnp1q

“
pn!q2

p2n` 1q!
p22n`1 ´

n
ÿ

k“0

Ck
2n`1q

“
pn!q2

p2n` 1q!
p22n`1 ´ 22nq “

p2nq!!
p2n` 1q!!

,

其中
n
ÿ

k“0

Ck
2n`1 “

1
2

n
ÿ

k“0

pCk
2n`1 ` C2n`1´k

2n`1 q

“
1
2

2n`1
ÿ

k“0

Ck
2n`1 “ 22n.

这个积分也可以用递推的方法求出. �
如果 f 在 x0 附近无限次可微, 则称形式和

8
ÿ

n“0

f pnqpx0q

n!
px´ x0qn

为 f 在 x0 处的 Taylor展开或 Taylor公式. Taylor公式在 x0 “ 0 的特殊情形也称

Maclaurin 展开公式. 如果 lim
nÑ8

Rnpxq “ 0, 则记

fpxq “

8
ÿ

n“0

f pnqpx0q

n!
px´ x0qn.

此时称 f 的 Taylor 展开收敛到自身.

例 5.7.2. fpxq “
1

1 ´ x
在 p´1, 1q 中任意次可微. 求 x “ 0 处 f 的 Taylor 展

开, 并判断收敛性.

解. 利用归纳法容易计算 f 的各阶导数为

f pnqpxq “
n!

p1 ´ xqn`1
, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

特别地 f pnqp0q “ n!, 因此 f 在 x “ 0 处的 Taylor 展开为
8
ÿ

n“0

f pnqp0q

n!
xn “ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` ¨ ¨ ¨ .

又因为余项

Rnpxq “
1

1 ´ x
´ p1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “

xn`1

1 ´ x
Ñ 0 pn Ñ 8q,

故得
1

1 ´ x
“ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´1, 1q.
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例 5.7.3. 求 fpxq “ ex 在 x “ 0 处的 Taylor 展开.

解. f 的各阶导数仍为 f , 特别地 f pnqp0q “ 1 pn ě 1q, 因此 ex 在 x “ 0 处的

Taylor 展开为
8
ÿ

n“0

f pnqp0q

n!
xn “

8
ÿ

n“0

xn

n!
.

其 Lagrange 余项为

Rnpxq “
eξ

pn` 1q!
xn`1 “

eθx

pn` 1q!
xn`1 p0 ă θ ă 1q,

因此有如下估计

|Rnpxq| ď e|x| |x|n`1

pn` 1q!
Ñ 0 pn Ñ 8q.

这说明

ex “ 1 ` x`
x2

2!
`
x3

3!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
¨ ¨ ¨ , @ x P p´8,`8q.

特别地

e “ 1 ` 1 `
1
2!

`
1
3!

` ¨ ¨ ¨ `
1
n!

` ¨ ¨ ¨ .

由此容易说明 e 为无理数: 首先有

2 ă e ă 1 ` 1 `
1
2

`
1

2 ¨ 3
`

1
3 ¨ 4

`
1

4 ¨ 5
` ¨ ¨ ¨

“ 1 ` 1 `
1
2

`
1
2

´
1
3

`
1
3

´
1
4

`
1
4

´
1
5

` ¨ ¨ ¨ “ 3.

这说明 e 不是整数. 进一步, 如果 e “
p
q 是有理数, 则 q! ¨ e´ q!p1 ` 1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1

q! q 为

整数. 另一方面 (θ P p0, 1q),

0 ă q! ¨ e´ q!
`

1 ` 1 ` ¨ ¨ ¨ `
1
q!
˘

“
eθ

q ` 1
ă 1,

这就导出了矛盾! �

例 5.7.4. 求 sinx, cosx 在 x “ 0 处的 Taylor 展开.

解. 我们在第四章第二节已算出

sinpnqpxq “ sin
`

x`
n

2
π
˘

.

特别地

sinp2k`1qp0q “ p´1qk, sinp2kqp0q “ 0.

由 Taylor 展开的 Lagrange 余项公式得

sinx “ x´
x3

3!
`
x5

5!
` ¨ ¨ ¨ `

p´1qnx2n`1

p2n` 1q!
`

p´1qn`1x2n`3 cos θx
p2n` 3q!

p0 ă θ ă 1q.
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因为余项趋于零, 故可写为

sinx “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n`1

p2n` 1q!
, @ x P p´8,8q.

类似地可得

cosx “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n

p2nq!
“ 1 ´

x2

2!
`
x4

4!
´
x6

6!
` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´8,8q.

为了更方便地得到更多函数的 Taylor 展开公式, 我们需要下面的结果.

定理 5.7.4 (Taylor 系数的惟一性). 设 f 在 x0 处 n 阶可导, 且

fpxq “

n
ÿ

k“0

akpx´ x0qk ` oppx´ x0qnq px Ñ x0q,

则

ak “
1
k!
f pkqpx0q, k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n.

证明. 根据 Taylor 展开的 Peano 余项表示, fpxq 又可写为

fpxq “

n
ÿ

k“0

1
k!
f pkqpx0qpx´ x0qk ` oppx´ x0qnq px Ñ x0q.

如果令

bk “ ak ´
1
k!
f pkqpx0q, k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n,

则由已知条件得
n
ÿ

k“0

bkpx´ x0qk “ oppx´ x0qnq px Ñ x0q.

首先, 在上式中令 x Ñ x0 即得 b0 “ 0. 其次, 上式两边除以 x ´ x0, 再令 x Ñ x0

可得 b1 “ 0. 这个过程可以继续, 当等式两边除以 px ´ x0qk 并令 x Ñ x0 就得到

bk “ 0 p0 ď k ď nq, 定理证毕. �
由惟一性定理以及 Taylor 展开的定义可以推出下面有用的命题, 其证明留作

习题.

命题 5.7.5. 设 fpxq 在 x0 “ 0 处的 Taylor 展开为
8
ř

n“0
anx

n, 则

p1q fp´xq 的 Taylor 展开为
8
ř

n“0
p´1qnanx

n;

p2q fpxkq 的 Taylor 展开为
8
ř

n“0
anx

kn, 其中 k 为正整数;

p3q xkfpxq 的 Taylor 展开为
8
ř

n“0
anx

k`n, 其中 k 为正整数;
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p4q f 1pxq 的 Taylor 展开为
8
ř

n“1
nanx

n´1 “
8
ř

n“0
pn` 1qan`1x

n;

p5q

ż x

0

fptqdt 的 Taylor 展开为
8
ř

n“0

an

n` 1
xn`1;

p6q 如果 gpxq 在 x0 “ 0 处的 Taylor 展开为
8
ř

n“0
bnx

n, 则 λfpxq ` µgpxq 的

Taylor 展开为
8
ř

n“0
pλan ` µbnqxn 其中 λ, µ P R.

利用上述命题, 再结合前面的例子, 我们有

1
1 ´ x

“ 1 ` x` x2 ` x3 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´1, 1q.

因此
1

1 ` x
“ 1 ´ x` x2 ´ x3 ` x4 ` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´1, 1q,

1
1 ´ x2

“ 1 ` x2 ` x4 ` x6 ` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´1, 1q,

1
1 ` x2

“ 1 ´ x2 ` x4 ´ x6 ` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´1, 1q,

以及

lnp1 ´ xq “ ´

ż x

0

dt

1 ´ t
“ ´x´

x2

2
´
x3

3
´ ¨ ¨ ¨ ´

xn

n
´ ¨ ¨ ¨ , p˚q

其余项

Rnpxq “ lnp1 ´ xq ` x`
x2

2
`
x3

3
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n
“ ´

ż x

0

tn

1 ´ t
dt,

如果 ´1 ď x ă 0, 则

|Rnpxq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0

tndt
ˇ

ˇ

ˇ
“

|x|n`1

n` 1
Ñ 0 pn Ñ 8q,

如果 0 ď x ă 1, 则

|Rnpxq| ď
1

1 ´ x

ż x

0

tndt “
xn`1

p1 ´ xqpn` 1q
Ñ 0 pn Ñ 8q,

因此 p˚q 对 x P r´1, 1q 均成立. 将 x 换成 ´x, 则得

lnp1 ` xq “ x´
x2

2
`
x3

3
´
x4

4
`
x5

5
´ ¨ ¨ ¨ , @ x P p´1, 1s.

特别地, 在上式中取 x “ 1, 得

ln 2 “ 1 ´
1
2

`
1
3

´
1
4

`
1
5

´
1
6

` ¨ ¨ ¨ .

同理,

arctanx “

ż x

0

dt

1 ` t2
“ x´

x3

3
`
x5

5
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn´1 x

2n´1

2n´ 1
`Rnpxq,



200 第五章 微分中值定理和 Taylor 展开

其中余项 Rnpxq “ p´1qn

ż x

0

t2n

1 ` t2
dt. 当 x P r´1, 1s 时

|Rnpxq| ď

ż |x|

0

t2ndt “
|x|2n`1

2n` 1
Ñ 0 pn Ñ 8q,

这说明

arctanx “ x´
x3

3
`
x5

5
´
x7

7
` ¨ ¨ ¨ , @ x P r´1, 1s.

特别地，在上式中取 x “ 1, 得

π

4
“ 1 ´

1
3

`
1
5

´
1
7

` ¨ ¨ ¨ . pLeibniz-Gregoryq

类似地我们有如下展开式

e´x “ 1 ´ x`
x2

2!
´
x3

3!
`
x4

4!
´
x5

5!
` ¨ ¨ ¨ “

8
ÿ

n“0

p´1qnx
n

n!
,

sinhx “
1
2

pex ´ e´xq “ x`
x3

3!
`
x5

5!
` ¨ ¨ ¨ “

8
ÿ

n“0

x2n`1

p2n` 1q!
,

coshx “
1
2

pex ` e´xq “ 1 `
x2

2!
`
x4

4!
`
x6

6!
` ¨ ¨ ¨ “

8
ÿ

n“0

x2n

p2nq!
.

通常, 有很多方法得到一个函数的 Taylor 展开, 但要判断 Taylor 展开是否收

敛以及是否收敛到原函数就不是很容易了. 在后面的章节中, 我们将进一步研究象

Taylor 展开这样的无穷求和的收敛和发散性问题.

例 5.7.5. Taylor 展开收敛, 但不收敛到函数本身的例子.

定义函数

ϕpxq “

$

&

%

0, x ď 0;

e´ 1
x , x ą 0.

显然,在 p´8, 0q Y p0,8q中 ϕ是无限次可微的. 利用归纳法不难证明 (见例 4.2.5),

ϕ 在 x “ 0 处也无限次可微, 且 ϕpnqp0q “ 0, n ě 0. 因此, ϕ 虽然为非零光滑函数,

它在 x “ 0 处的 Taylor 展开却恒为 0.

注. 这个光滑函数在一些后续课程中非常有用.

习题 5.7

1. 设 f 在 x0 处 n 阶可导, 则其 Taylor 展开的余项 Rnpxq 满足等式

Rnpx0q “ R1
npx0q “ ¨ ¨ ¨ “ Rpnq

n px0q “ 0.

2. 设 fpxq 是关于 x 的 n 次多项式, 则对 fpxq 在 x “ x0 处作 Taylor 展开时, 其

Peano 余项 Rnpxq 必恒为零. (提示: 考虑其它余项公式.)
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3. 设 fpxq在 pa, bq内 n` 1次可导,则 f 在 x0 处的 Peano余项 Rn`1pxq可以写

为

Rn`1pxq “
1

pn` 1q!
rf pn`1qpξq ´ f pn`1qpx0qspx´ x0qn`1,

其中 ξ “ x0 ` θpx´ x0q p0 ă θ ă 1q.

4. 对公式

Rnpxq “
1
n!

ż x

x0

f pn`1qptqpx´ tqndt

进行分部积分从而得到 f 的 Taylor 展开余项

Rnpxq “ fpxq ´
“

fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q `
1
2!
f2px0qpx´ x0q2 ` ¨ ¨ ¨

`
1
n!
f pnqpx0qpx´ x0qn

‰

.

5. 设 f 在 ra, bs 上二阶可导, 且 f2 ě 0. 用 Taylor 公式证明,

p1q fpxq ě fpx0q ` f 1px0qpx´ x0q, @ x, x0 P ra, bs;

p2q fpxq ď fpx1q `
fpx2q´fpx1q

x2´x1
px´ x1q, @ x1 ă x2, 以及 x1 ď x ď x2.

6. 将下列函数在 x0 “ 0 处做 Taylor 展开直到 x4 项:

paq x cotx, pbq esin x, pcq

?
sinx
?
x

, pdq
1 ` x` x2

1 ´ x` x2
, peq p1 ` xq

1
x .

7. 将下列函数在 x0 “ 0 处做 Taylor 展开直到 x6 项:

paq e2x´x2
, pbq lnpcosxq, pcq

1
?

1 ´ x2

8. 将下列函数在 x0 “ 0 处做 Taylor 展开:

paq sinh´1 x, pbq

ż x

0

e´t2dt, pcq

ż x

0

sin t
t
dt.

9. 求函数 fpxq “
?

1 ` x 在 x0 “ 0 处的 Taylor 展开.

10. 设 fpxq, gpxq 在 p´1, 1q 中无限次可微, 且

|f pnqpxq ´ gpnqpxq| ď n!|x|, @ x P p´1, 1q, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

证明 fpxq “ gpxq.

11. 用下面的方法重新证明引理 5.7.3: 即对函数 F pxq “ gpxq, Gpxq “ px ´ x0qn`1

反复使用 Cauchy 微分中值定理.
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12. 如果 f 在 x0 附近可以表示为

fpxq “

n
ÿ

k“0

akpx´ x0qk ` oppx´ x0qnq px Ñ x0q,

则 fpxq 是否在 x0 处 n 阶可导 ?

13. p˚q 设 fpxq 在 ra, bs 上二阶可导, 且 f 1paq “ f 1pbq “ 0. 证明, 存在 ξ P pa, bq, 使

得

|f2pξq| ě
4

pb´ aq2
|fpbq ´ fpaq|.

§5.8 Taylor 公式和微分学的应用

我们来介绍 Taylor 公式以及微分学的几个应用.

(1) 函数极值的判断

我们知道, 如果 x0 为 f 在定义域内部的极值点和可导点, 则 f 1px0q “ 0. 进一

步, 如果 f2px0q ă 0, 则 x0 为极大值点; 如果 f2px0q ą 0, 则 x0 为极小值点. 利用

Taylor 公式, 我们可以得到如下的一般结果.

定理 5.8.1. 设 f 在 x0 处 n 阶可导, 且

f 1px0q “ f2px0q “ ¨ ¨ ¨ “ f pn´1qpx0q “ 0, f pnqpx0q ‰ 0,

则

p1q n 为偶数时, 如果 f pnqpx0q ă 0, 则 x0 为极大值点; 如果 f pnqpx0q ą 0, 则

x0 为极小值点;

p2q n 为奇数时, x0 不是极值点.

证明. 根据已知条件, f 在 x0 处有 Taylor 展开:

fpxq “ fpx0q `
f pnqpx0q

n!
px´ x0qn ` oppx´ x0qnq

“ fpx0q ` px´ x0qn
“ 1
n!
f pnqpx0q ` op1q

‰

.

因此结论的证明都是显然的. �
(2) Jensen 不等式的余项

下面的结果可以看成 (5.3) 的推广, 它可以给出 Jensen 不等式的误差估计.

定理 5.8.2. 设 f 在 ra, bs 上连续, 在 pa, bq 中二阶可导. 当 xi P ra, bs p1 ď i ď

nq 时, 存在 ξ P pa, bq, 使得

f
`

n
ÿ

i“1

λixi

˘

´

n
ÿ

i“1

λifpxiq “ ´
1
2
f2pξq

ÿ

iăj

λiλjpxi ´ xjq2, (5.11)



§5.8 Taylor 公式和微分学的应用 203

其中 λi ě 0,
n
ř

i“1

λi “ 1.

证明. 记 x̄ “
n
ř

i“1

λixi P ra, bs. 如果 x̄ 为区间端点, 则当 λi ‰ 0 时, xi 都等于此

端点, 此时 (5.11) 左端为零, 从而 ξ 可任意选取. 下设 x̄ P pa, bq. 在 x̄ 处, 根据 f

的 Taylor 展开, 有

fpxiq “ fpx̄q ` f 1px̄qpxi ´ x̄q `
1
2
f2pξiqpxi ´ x̄q2, ξi P pa, bq.

于是

n
ÿ

i“1

λifpxiq “ fpx̄q

n
ÿ

i“1

λi ` f 1px̄q

n
ÿ

i“1

λipxi ´ x̄q `
1
2

n
ÿ

i“1

f2pξiqλipxi ´ x̄q2

“ fpx̄q `
1
2

n
ÿ

i“1

f2pξiqλipxi ´ x̄q2.

记 m “ mintf2pξiqu, M “ maxtf2pξiqu, 利用上式以及

n
ÿ

i“1

λipxi ´ x̄q2 “

n
ÿ

i“1

λix
2
i ´ x̄2 “

1
2

n
ÿ

i,j“1

λiλjpxi ´ xjq2

可得

m

4

n
ÿ

i,j“1

λiλjpxi ´ xjq2 ď

n
ÿ

i“1

λifpxiq ´ fpx̄q ď
M

4

n
ÿ

i,j“1

λiλjpxi ´ xjq2.

根据 f2 的介值性 (Darboux 定理), 存在 ξ P pa, bq, 使得

n
ÿ

i“1

λifpxiq ´ fpx̄q “
1
4
f2pξq

n
ÿ

i,j“1

λiλjpxi ´ xjq2.

定理得证. �
(3) 计算某些极限

在某些情况下, Taylor 展开可以用来计算极限, 我们仅举例说明.

例 5.8.1. 求极限

lim
xÑ8

“

x´ x2 ln
`

1 `
1
x

˘‰

.

解. 当 x Ñ 8 时, x´1 Ñ 0, 因此

ln
`

1 `
1
x

˘

“
1
x

´
1

2x2
` o

` 1
x2

˘

px Ñ 8q,

这说明

x´ x2 ln
`

1 `
1
x

˘

“
1
2

` op1q Ñ
1
2

px Ñ 8q.
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例 5.8.2. 设 f 在 0 附近二阶可导, 且 |f2| ď M , fp0q “ 0, 则

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

f
` k

n2

˘

“
1
2
f 1p0q.

证明. 由 Taylor 公式,

f
` k

n2

˘

“ fp0q ` f 1p0q
k

n2
`Rk,n,

其中

|Rk,n| “
1
2

|f2pξk,nq|
` k

n2

˘2
ď

1
2
M
k2

n4
,

因此
ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

Rk,n

ˇ

ˇ ď
1
2
Mn´4

n
ÿ

k“1

k2 Ñ 0 pn Ñ 8q,

这说明
n
ÿ

k“1

f
` k

n2

˘

“ f 1p0q
1
n2

n
ÿ

k“1

k `

n
ÿ

k“1

Rk,n

“ f 1p0q
n` 1
2n

` op1q pn Ñ 8q,

由此就得到了要证明的极限等式. �
(4) 近似计算

如果对余项有好的估计,则 Taylor展开也可用于近似计算,这儿我们只考虑几

个简单的例子, 在第九章第四节中我们将提供更进一步的计算方法.

例 5.8.3. 求 e 的近似值, 要求误差小于 10´4.

解. 我们利用等式

e “ 1 ` 1 `
1
2!

`
1
3!

` ¨ ¨ ¨ `
1
n!

`
eθ

pn` 1q!
p0 ă θ ă 1q.

当 n “ 7 时,

0 ă
eθ

pn` 1q!
ă

e

pn` 1q!
ă

3
8!

ă 10´4,

这说明

e « 1 ` 1 `
1
2!

`
1
3!

` ¨ ¨ ¨ `
1
7!

« 2.71825.

例 5.8.4. 求 π 的近似值.

解. 利用恒等式

arctanu` arctan v “ arctan
` u` v

1 ´ uv

˘
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可以得到
π

4
“ arctan 1 “ arctan

1
2

` arctan
1
3

“ 2 arctan
1
3

` arctan
1
7

“ ¨ ¨ ¨

然后利用 Taylor 展开

arctanx “ x´
x3

3
`
x5

5
´
x7

7
` ¨ ¨ ¨

就可以将 π 很快地算到很精确的值, 详细的讨论见第九章第四节.

注. 历史上,公元 4到 5世纪时刘辉和祖冲之分别将 π 的值精确地计算到了小

数点后第 4 位和第 7 位, 领先欧洲一千多年. 祖冲之用的是对圆进行逼近的方法,

那时的计算是非常困难的. 掌握了 Taylor 公式以后, 欧洲人大大地提高了 π 的计

算精度.

(5) Stirling 公式

根据第二章例 2.2.6 可以知道 n! „ pn
e qn. 令 an “ n!pe{nqn, 则

an`1

an
“

e

p1 ` 1
n qn

“ e1´n lnp1` 1
n q “

?
n` 1
?
n

e1´pn` 1
2 q lnp1` 1

n q.

利用

ln
`

1 `
1
n

˘

“ ln
`

1 `
1

2n` 1
˘

´ ln
`

1 ´
1

2n` 1
˘

以及 lnp1 ` xq 的 Taylor 展开可得

ln
`

1 `
1
n

˘

“ 2
“ 1
2n` 1

`
1
3

1
p2n` 1q3

`
1
5

1
p2n` 1q5

` ¨ ¨ ¨
‰

. (5.12)

于是

0 ă
`

n`
1
2
˘

ln
`

1 `
1
n

˘

´ 1 ă
1
3
“ 1

p2n` 1q2
`

1
p2n` 1q4

` ¨ ¨ ¨
‰

“
1
12

1
npn` 1q

“
1
12

` 1
n

´
1

n` 1
˘

.

这说明 tn´ 1
2 anu 严格单调递减, tn´ 1

2 e´ 1
12n anu 严格单调递增, 它们收敛于同一极

限, 记为 C. 则

n´ 1
2 e´ 1

12n an ă C ă n´ 1
2 an, 即 an “ C

?
ne

θn
12n , 0 ă θn ă 1.

现在 n! 可写为

n! “ C
?
n
`n

e

˘n
e

θn
12n , 0 ă θn ă 1.

为了决定 C 的值, 首先利用上式可得

lim
nÑ8

?
n

p2nq!!
p2n` 1q!!

“ lim
nÑ8

?
n

2n` 1
r2nn!s2

p2nq!
“

C

2
?

2
. (5.13)
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其次, 利用递推可算出积分
ż 1

0

p1 ´ x2qn` 1
2 dx “

p2n` 1q!!
p2n` 2q!!

π

2
,

由
ż 1

0

p1 ´ x2qn`1dx ă

ż 1

0

p1 ´ x2qn` 1
2 dx ă

ż 1

0

p1 ´ x2qndx

以及例 5.7.1 (或直接用递推计算) 可得

p2n` 2q!!
p2n` 3q!!

ă
p2n` 1q!!
p2n` 2q!!

π

2
ă

p2nq!!
p2n` 1q!!

.

上式各项都乘以
?
n, 再令 n Ñ 8 得

C

2
?

2
ď

?
2
C

π

2
ď

C

2
?

2
,

解出 C “
?

2π. 最后我们得到如下 Stirling 公式

n! “
?

2πn
`n

e

˘n
e

θn
12n , 0 ă θn ă 1. (5.14)

注. (1) 在 (5.12) 中取 n “ 1 可得 ln 2 的一个收敛较快的展开式, 它可用于近

似计算.

(2) (5.13) 式就是所谓的 Wallis 公式, 可参看第六章第三节的相关例子.

(6) Newton 方法

现在我们考虑这样的问题: 给定函数 fpxq, 怎样解方程

fpxq “ 0

呢?当 fpxq是二次函数的时候, 我们可以判断它有无解,并且可以将解显式地写出

来. 对于一般的函数, 我们往往只能近似地求解. 下面我们作这样的假设:

p˚q f 在 ra, bs 上连续, fpaqfpbq ă 0; f 1 和 f2 在 pa, bq 中都不变号.

在这个假设之下, 根据介值定理和微分中值定理, fpxq “ 0 在 pa, bq 中有且仅

有一个解 ξ. 为了讨论的简单起见, 我们进一步假设 f 1 和 f2 有正的下界. 此时 f

为严格单调递增的凸函数, 因而 fpaq ă 0, fpbq ą 0.

考察 f 的图像, 如果从 pb, fpbqq 作函数 y “ fpxq 的切线, 其方程为

y ´ fpbq “ f 1pbqpx´ aq,

此切线和 x 轴的交点的横坐标为

x1 “ b´
fpbq

f 1pbq
.
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根据 f 的凸性可知, x1 比 b 要更靠近 ξ.

再从 px1, fpx1qq 出发作 y “ fpxq 的切线, 交 x 轴于 px2, 0q, 其中

x2 “ x1 ´
fpx1q

f 1px1q
.

x2 要比 x1 更靠近 ξ.

x0x1x20
x

y

图 5.12 Newton 迭代

这样一直做下去就得到一列点 txnu, 它们可以递归地定义为

xn`1 “ xn ´
fpxnq

f 1pxnq
, n ě 0. (5.15)

其中 x0 “ b. txnu 为单调递减数列, 且 ξ ă xn ă b, @ n ě 1. 因此极限 lim
nÑ8

xn 存

在, 记为 ξ1. 于是 ξ ď ξ1 ă b. 在 (5.15) 中令 n Ñ 8 得

ξ1 “ ξ1 ´
fpξ1q

f 1pξ1q
,

即 fpξ1q “ 0, 这说明 ξ1 “ ξ. 因此, 我们把 xn 视为 fpxq “ 0 的近似解是合理的, 这

种求近似解的方法称为 Newton 法或切线法, (5.15) 式称为 Newton 迭代公式.

下面我们来估计近似解 xn 和 ξ 的之间的误差. 根据 Taylor 公式, 存在点

c P pξ, xnq, 使得

0 “ fpξq “ fpxnq ` f 1pxnqpξ ´ xnq `
1
2
f2pcqpξ ´ xnq2,

利用 (5.15) 式, 上式可改写为

xn`1 ´ ξ “
1
2
f2pcq

f 1pxnq
pxn ´ ξq2,

因此有

|xn`1 ´ ξ| ď
M

2m
|xn ´ ξ|2, (5.16)
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其中

M “ sup
xPpa,bq

|f2pxq|, m “ inf
xPpa,bq

|f 1pxq|.

从 (5.16) 可以看出, 数列 txnu 趋于极限 ξ 的速度是很快的.

需要注意的是, 在我们的假设条件下, 一般来说不能从 pa, fpaqq 开始作切线求

交点来近似求解 fpxq “ 0. 不难发现, 当 f 1 和 f2 同号时, 应从 pb, fpbqq 出发作切

线; 当 f 1 和 f2 反号时则应从 pa, fpaqq 出发作切线.

例 5.8.5. 求黄金分割比 α “

?
5 ´ 1
2

的近似值.

显然, 主要是要计算
?

5
2

. 首先利用 Taylor展开找一个逼近程度比较好的近似

解: ?
5

2
“
`

1 `
1
4
˘

1
2

“ 1 `
1
2

1
4

´
1
8

1
42

`
1
16

1
43

` ¨ ¨ ¨

« 1.118...

因此, 我们取 x0 “ 1.118, 因为

5 ´ p2 ˆ 1.118q2 “ 3.04 ˆ 10´4,

初始误差约为

0 ă

?
5

2
´ x0 “

3.04
2p

?
5 ` 2x0q

ˆ 10´4 ă 0.34 ˆ 10´4.

利用 Newton 迭代, 将
?

5
2
视为函数 fpxq “

1
x2

´
4
5
的根, 则迭代方程为

xn`1 “ xn ´
fpxnq

f 1pxnq
“ xn `

1
2
xn

`

1 ´
4
5
x2

n

˘

,

误差估计为

0 ă

?
5

2
´ xn`1 “

2
5
`
?

5 ` xn

˘`

?
5

2
´ xn

˘2
.

以 x0 代入, 得 x1 “ 1.11803398720, 误差为

0 ă

?
5

2
´ x1 “

2
5
`
?

5 ` x0

˘`

?
5

2
´ x0

˘2
ă 1.56 ˆ 10´9,

因此

1.11803398720 ă

?
5

2
ă 1.11803398876,

这说明 α « x1 ´ 0.5 « 0.61803398 在小数点后面的 8 位数字都是准确的.
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当然,我们也可以从函数 fpxq “ x2 ´
5
4
出发作 Newton迭代.这时迭代方程为

xn`1 “ xn ´
fpxnq

f 1pxnq
“
xn

2
`

5
8

1
xn
,

相应的误差估计为

0 ă xn`1 ´

?
5

2
“

1
2xn

`

xn ´

?
5

2
˘2
.

如果取 x0 “ 1.118034, 则

0 ă x0 ´

?
5

2
ă 1.28 ˆ 10´8,

代入 x0 得 x1 “ 1.11803398874989490480..., 且

0 ă x1 ´

?
5

2
ă

1
2 ˆ 1.118034

1.282 ˆ 10´16 ă 0.733 ˆ 10´16,

因此

0.61803398874989483150 ă α ă 0.61803398874989490481,

即 α « 0.618033988749894, 小数点后 15 位数字都是准确值.

注. 请读者回顾一下第二章第二节的习题, 看看那里的一些数列极限和本节

Newton 迭代的关系.

习题 5.8

1. 计算下列极限:

p1q lim
xÑ`8

x
“

p1 `
1
x

qx ´ e
‰

, p2q lim
xÑ0

pcosxq1{x2
,

p3q lim
xÑ`8

!e

2
x` x2

“

p1 `
1
x

qx ´ e
‰

)

, p4q lim
xÑ0

sin2 x´ x2 cosx
x4

.

2. 计算下列极限:

p1q lim
xÑ`8

x
3
2
“?
x` 1 `

?
x´ 1 ` 2

?
x
‰

, p2q lim
xÑ0

cosx´ e´x2{2

x4
,

p3q lim
xÑ`8

x
“

p1 `
1
x

qx ´ ex lnp1 `
1
x

q
‰

, p4q lim
xÑ0

1
x

` 1
x

´ cotx
˘

.

3. 利用 Taylor 公式计算 ln 1.2 的近似值, 要求精确到小数点后第三位.

4. 设 fpxq在 x0 的一个开邻域内 n` 1次连续可微,且 f pn`1qpx0q ‰ 0, 其 Taylor

公式为 fpx0 ` hq “ fpx0q ` f 1px0qh` ¨ ¨ ¨ `
1
n!
f pnqpx0 ` θhqhn, 其中 0 ă θ ă 1.

证明 lim
hÑ0

θ “
1

n` 1
.
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5. 设 fpxq 在 x “ 0 的一个开邻域内连续可微, 且 f 1p0q “ 0, f2p0q 存在. 求极限

lim
xÑ0

fpxq ´ fplnp1 ` xqq

x3
.

(提示: 先用微分中值定理.)

6. 求极限 lim
nÑ8

n sinp2πen!q. (提示: 对 e 用 Taylor 展开.)

7. 用 Newton 方法求
?

2 的近似值, 要求精确到小数点后 6 位数.

8. p˚q 设 a1 P R, an`1 “ arctan an pn ě 1q. 求极限 lim
nÑ8

na2
n.

9. p˚q 设 fpxq 在 pa,`8q 中三阶可导, 若 lim
xÑ`8

fpxq 和 lim
xÑ`8

f3pxq 均存在且有

限, 则 lim
xÑ`8

f 1pxq “ lim
xÑ`8

f2pxq “ lim
xÑ`8

f3pxq “ 0. (提示: 先用 L’Hôpital 法

则考虑极限 lim
xÑ`8

fpxq

x3
, 再考虑 fpx˘ 1q 的 Taylor 展开.)

10. p˚q 设 f 在 R 上二阶可导, 且

M0 “ sup
xPR

|fpxq| ă 8, M2 “ sup
xPR

|f2pxq| ă 8.

证明 M1 “ supxPR |f 1pxq| ă 8, 且 M2
1 ď 2M0 ¨M2.

(提示: 考虑 fpx˘ hq 的 Taylor 展开.)


