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前言 i

前言

数学分析的核心内容是微积分。微积分的发展大体上经过了三个阶段。牛顿

（Newton）和莱布尼兹（Leibniz）在继承公元 15–16 世纪以来许多杰出数学家的成

果的基础上，将微积分发展成了一门独立的学问，微积分被用来解决天文、力学、

工程等方面的大量实际问题。19 世纪初，由于科学技术进步的推动，为微积分建

立牢固基础的要求十分迫切。经过近二百年的努力，到 19 世纪五六十年代，柯西

（Cauchy）,黎曼（Riemann）和魏尔斯特拉斯（Weierstrass）等建立了严格的极限理

论，并用极限的语言严格地证明了微积分的所有定义和定理，为微积分的普及创立

了更加有利的条件。到 20 世纪初，格拉斯曼（Grassmann），庞加莱（Poincaré）和

嘉当（Cartan）等人又发展了外微分形式的语言，并利用外微分形式的语言把微分

和积分这一对矛盾统一在斯托克斯（Stokes）积分公式中，这就使得牛顿和莱布尼

兹的微积分基本公式达到了一个统一的新高度，以后的发展就属于近代数学的范

畴了。

本书在内容的编排上试图展现微积分发展各阶段的重要成果，并适当地采用

现代数学的思想方法和观点处理经典的分析问题。下面对本书主要内容作一简要

介绍。由于数学分析是非常成熟的一门基础课程，我们只着重于介绍和传统教材有

较大差别的地方。

在第一章中我们介绍了集合与映射的一些基本概念。这一章虽然是复习性质

的，但我们还是引入了确界和可数这两个重要概念。我们把确界原理作为一元分析

的基础，在第二章关于数列极限的论述中这一点显得特别突出。实数的构造以及实

数系的基本性质对于一元分析来说是非常重要的，但为了减轻负担，我们将实数构

造的理论放在第一章附录中了。

第三章研究连续函数。和传统教材不同的是，我们在这里就已经介绍了连续函

数的积分了。这样，在第四章中，我们就很快得到了微积分的基本定理 —Newton-

Leibniz 公式，从而不定积分的内容就显得较为自然。微分中值定理和 Taylor 展开

是一元微分学发展的一个高峰，我们在第五章中介绍这部分内容。

第六章和第七章是一元函数积分的内容。Riemann 积分是一元分析的一个难

点。由于前面已经有连续函数的积分，Riemann积分的理解难度有所降低。为了透

彻地理解 Riemann 积分，我们还引入了零测集的概念，利用它刻画了可积函数。

第八、九和第十章是关于无穷级数理论的，这是分析学的经典内容。其中，关

于数项级数，我们突出了 Kummer 判别法的作用，由此简化了众多收敛发散判别

法的叙述。我们在这几章的最后一节中讨论了一些进一步的内容，如级数用于近似

计算，Euler-Maclaurin 公式以及 Stirling 公式的渐近展开，Fourier 级数的平均收

敛和一致收敛性，以及对于等分布问题和等周问题的应用等。对于 Fourier 级数中
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重要的 Parseval 等式，我们所用的证明方法和传统的教材也有所不同。

第十一章是承前继后的一章。我们将实数的基本性质提炼出来，引入了内积空

间和度量空间的概念，并通过完备性，紧致性和连通性等刻画了连续映射的基本性

质。与度量空间有关的内容十分丰富，我们在这里只挑选了最必需的若干概念和定

理，一方面将一元分析中所获得的概念做了一些提升，另一方面为多元分析准备扎

实的基础。当然，在课时有限的情况下也可将所有的论述局限于欧氏空间。

第十二章是多元函数的微分学。这一章对于线性代数的要求较高，读者应当具

备线性映射、线性变换的基础知识。究其原因，是因为微分学的基本手法无非是作

线性化，线性代数的语言很自然地要用上。比如，在这一章里，无论是拟微分中值

定理，还是逆映射定理，隐映射定理，甚至是 Lagrange乘数法，它们的严格表述和

证明都是用线性代数的语言完成的，其中 Jacobian 矩阵起了突出的作用。

第十三章是多元函数的 Riemann 积分。和一元函数一样，我们也是用零测集

刻画可积函数乃至可求面积（体积）集的。除了强调计算以外，我们还给出了多重

积分变量代换公式的完整证明，这个证明通常是被省略的。我们的证明和其它一些

教材上的也不相同。

第十四章是曲线曲面上的积分。我们实际上统一处理了欧氏空间中正则子流

形上的积分。关于 Green公式、Gauss公式和 Stokes公式，我们没有采用分割积分

区域为较简单区域的传统办法，而宁愿使用区域变换的观点讨论问题。这一章的附

录中介绍了重要的 Riemann-Stieltjes 积分，它们是在考虑可求长曲线时自然出现

的。作为应用，通过考虑 Riemann-Stieltjes 积分我们还得到了 Riemann 积分的中

值公式，分部积分公式和变量替换公式的最一般情形。

第十五章部分地反映了微积分发展的第三阶段的成果，我们引入了微分形式，

外微分运算，并给出了整体曲面的定义，讨论了曲面的定向，最后统一了 Green公

式，Gauss 公式和曲面上的 Stokes 公式。

第十六章讨论含参变量的积分。其中，关于 Gamma 函数的 Stirling 公式的证

明，我们提供了两个办法，它们和传统教材上的处理方法也不太一样。最后，我们

还讨论了 Fourier变换的乘积公式，反演公式和 Plancherel公式，并讨论了 Fourier

分析的几个重要应用。

本书作为讲义的形式曾在南京大学数学系多次试用，在试用过程中，程健、胡

泽春、尤建功和张高飞等诸位老师都贡献了宝贵的意见和建议；扬州大学徐海峰博

士也仔细校订了本书前五章初稿，作者在此一并致谢。

总体而言，本书的基本内容仍然属于经典的微积分范畴。在取材方面我们着重

理论和应用，在定理的证明方面我们着重自然和简洁。限于作者的水平，如有处理

得不恰当的地方还请专家予以批评指正。
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第十二章 多元函数的微分

在这一章中, 我们将研究多个变量的函数或映射的基本性质. 在前一章中我们

已经研究过连续性了, 因此我们将研究多变量函数或映射的微分性质. 微分学的基

本方法就是对函数或向量值的函数作线性化, 用线性映射去作逼近. 本章大部分的

内容和一元函数相应的内容平行, 但有一些地方也有本质不同, 我们会在这些地方

着重强调说明.

§12.1 方向导数和微分

在科学和技术问题中, 某个数量的值往往依赖于多个因素. 在数学上我们用多

元函数来表示这种数量. 为了研究它们, 一个初步的方法就是暂时只关注某一个因

素的变化. 从数学的角度来看, 就是先研究函数沿某个特定的方向如何变化, 即将

多元函数当成一元函数来研究.

在欧氏空间 Rn 中, 所谓方向就是指某个单位向量. 设 u 为非零向量, u 的方

向是指单位向量 u/‖u‖. 两个非零向量 u, v 同向是指 u/‖u‖ = v/‖v‖.

定义 12.1.1 (方向导数). 设 D 为 Rn 中的开集, f : D → R 为 D 中定义的函

数. 对于 x0 ∈ D, 以及 Rn 中单位向量 u, 如果极限 lim
t→0

[f(x0 + tu)− f(x0)]/t 存在,

则称 f 在 x0 处沿方向 u 可导, 此极限称为 f 沿 u 的方向导数.

f 沿方向 u 的方向导数记为 ∂f
∂u . 在 x0 处, 此方向导数就是一元函数 ϕ(t) =

f(x0 + tu) 在 t = 0 处的导数, 它是函数 f 沿方向 u 的变化率. 特别地, 当 u = ei =

(0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) (第 i 个位置为 1 的单位向量) 时, 又将 ∂f
∂u 记为

∂f
∂xi

, 称为 f

的第 i 个偏导数.

偏导数 ∂f
∂xi
又记为 fxi . 如果 fxi = ∂f

∂xi
仍然可导, 则记 fyixi = ∂

∂yi

(
∂f
∂xi

)
,

fxiyi =
∂

∂xi

(
∂f
∂yi

)
, 称为 2 阶偏导数. 类似地可以定义高阶偏导数. 我们也使用形如

这样的记号:
∂2f

∂x2i
=

∂

∂xi

( ∂f
∂xi

)
,

∂2f

∂xi∂yi
=

∂

∂xi

( ∂f
∂yi

)
, · · · .

根据偏导数的定义, 在对某个变量求导时, 可暂时将其余变量视为常数. 因此,

计算偏导数可以利用一元函数的各种求导方法.

例 12.1.1. 求 f(x, y) = xy 的 1 阶, 2 阶偏导数.

解. fx(x, y) =
∂f

∂x
=

∂

∂x
(xy) = y, fy = x, fyx = 1, fxy = 1, fxx = fyy = 0.

例 12.1.2. 求 f(x, y) =
√
x2 + y2 + xy 在 (x0, y0) = (1, 2) 处的偏导数.

1
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解. 直接计算表明

∂f

∂x
(x, y) =

x√
x2 + y2

+ y,
∂f

∂y
(x, y) =

y√
x2 + y2

+ x.

因此有
∂f

∂x
(1, 2) =

√
5

5
+ 2,

∂f

∂y
(1, 2) =

2

5

√
5 + 1.

例 12.1.3. 设 (x0, y0, z0) ∈ R3, 求函数

f(x, y, z) =
[
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
]− 1

2

的偏导数.

解. 记 r =
[
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
] 1

2 , 则

∂f

∂x
= − 1

r2
· ∂r
∂x

= − 1

r2
x− x0
r

= −x− x0
r3

.

同理,
∂f

∂y
= −y − y0

r3
,
∂f

∂z
= −z − z0

r3
.

我们知道, 导数是函数的变化率. 对于一元函数来说, 如果导数恒为零, 则该函

数无变化 (常值函数). 对于多元函数来说, 我们有

命题 12.1.1. 设函数 f : Rn → R 的偏导数都恒为零, 则 f 为常值函数.

证明. 以二元函数为例. 设 ∂f
∂x = ∂f

∂y = 0. 我们有

f(x, y)− f(0, 0) = [f(x, y)− f(0, y)] + [f(0, y)− f(0, 0)].

对上式右边括号中的项分别关于变量 x 和 y 应用一元函数的微分中值定理, 可得

f(x, y)− f(0, 0) =
∂f

∂x
(ξ, y)(x− 0) +

∂f

∂y
(0, ζ)(y − 0) = 0,

即 f(x, y) ≡ f(0, 0). �
需要注意的是, 一般来说方向导数只反映函数沿特定方向的变化性质, 例如方

向导数的存在甚至不能保证多元函数的连续性, 这和一元函数不同.

例 12.1.4. 研究如下函数的方向导数

f(x, y) =


x2y

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).
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因为 f 在两个坐标轴上恒为零, 因此 f 在 (0, 0)处的偏导数为零. 取单位向量

u = (u1, u2), 当 u2 6= 0 时, 有

∂f

∂u
(0, 0) = lim

t→0

1

t

t3u21u2
t4u41 + t2u22

=
u21
u2
,

这说明 f 在 (0, 0) 处方向导数都存在. 但 f 在 (0, 0) 处不连续 (习题). �
从上例可以看出, 用方向导数来研究多元函数有一定的局限性. 为了克服这种

局限性, 我们引进一个整体概念.

定义 12.1.2 (微分). 设 D 为 Rn 中开集, f : D → R 为多元函数, x0 ∈ D. 如

果存在线性映射 L : Rn → R, 使得在 x0 附近成立

f(x)− f(x0) = L(x− x0) + o(‖x− x0‖), (x→ x0)

则称 f 在 x0 处可微, L 称为 f 在 x0 处的微分, 也记为 df(x0).

微分也称为函数 f 的线性化. 微分学的基本思想就是对各种研究对象做线性

化 (以直代曲). 显然, 当 f 在 x0 处可微时, f 也在 x0 处连续. 进一步, 我们有

命题 12.1.2 (可微必可导). 设 f 在 x0 处可微, 则 f 在 x0 处的方向导数都

存在, 并且有
∂f

∂u
(x0) = df(x0)(u). (12.1)

证明. 设 u 为单位向量. 根据题设, 有

f(x0 + tu)− f(x0) = L(tu) + o(‖tu‖) = tL(u) + o(|t|), (t→ 0).

这说明 lim
t→0

[f(x0 + tu)− f(x0)]/t = L(u), 即 (12.1) 式成立. �
特别地, 当 f 在 x0 处可微时, 偏导数 fxi(x

0) 都存在. 记

∇f(x0) =
(
fx1(x

0), · · · , fxn(x
0)
)
, (12.2)

称为 f 在 x0 处的梯度. 设 u =
n∑

i=1

uiei = (u1, · · · , un) 为单位向量, 由 (12.1) 式可

得
∂f

∂u
(x0) = L

( n∑
i=1

uiei
)
=

n∑
i=1

uiL(ei) =

n∑
i=1

uifxi(x
0).

利用 Rn 中的标准内积, 上式可写为

∂f

∂u
(x0) = ∇f(x0) · u. (12.3)

更一般地, 我们有
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命题 12.1.3. 设 σ : (a, b) → Rn 为向量值函数, 写成分量的形式为

σ(t) =
(
x1(t), · · · , xn(t)

)
, t ∈ (a, b).

设 σ(t) 的每一个分量都在 t0 处可导, 且多元函数 f 在 x0 = σ(t0) 处可微, 则复合

函数 f ◦ σ 在 t0 处可导, 且

(
f ◦ σ

)′
(t0) = ∇f(x0) · σ′(t0), (12.4)

其中 σ′(t0) =
(
x′1(t

0), · · · , x′n(t0)
)
.

证明. 由题设可知, 存在常数 C, 使得在 t0 附近成立 ‖σ(t)− σ(t0)‖ ≤ C|t− t0|.
由 f 在 x0 = σ(t0) 处可微可知

f ◦ σ(t)− f ◦ σ(t0) = ∇f(x0) ·
[
σ(t)− σ(t0)

]
+ o
(
‖σ(t)− σ(t0)‖

)
= ∇f(x0) ·

[
σ(t)− σ(t0)

]
+ o(|t− t0|).

上式两边除以 t− t0 并令 t→ t0 即得 (12.4) 式. �
作为应用, 我们可得到多元函数的微分中值定理.

定理 12.1.4 (微分中值定理). 设 D 为 Rn 中的凸域, 函数 f : D → R 在 D

中处处可微. 则任给 x, y ∈ D, 存在 ξ ∈ D, 使得

f(x)− f(y) = ∇f(ξ) · (x− y),

其中 ξ = θx+ (1− θ)y, θ ∈ (0, 1).

证明. 令 σ(t) = tx+(1− t)y,由 D 为凸域可知当 t ∈ [0, 1]时 σ(t) ∈ D. 对一元

函数 ϕ(t) = f ◦ σ(t) 用微分中值定理可知存在 θ ∈ (0, 1), 使得 ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ).

由 (12.4) 式可得

ϕ(1)− ϕ(0) = ∇f(ξ) · σ′(θ) = ∇f(ξ) · (x− y),

其中 ξ = σ(θ) = θx+ (1− θ)y. 由 f(x) = ϕ(1), f(y) = ϕ(0) 可知欲证结论成立. �
从以上讨论中可以看到微分这个概念的优越性. 下面的结果给出了多元函数

可微的充分条件.

命题 12.1.5. 设多元函数 f 在 x0 附近存在偏导数. 如果每一个偏导数都在

x0 处连续, 则 f 在 x0 处可微.
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证明. 以二元函数为例, 记 x0 = (x0, y0). 运用命题 12.1.1 中的证明方法, 当

(x, y) → (x0, y0) 时, 有

f(x, y)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(ξ, y)(x− x0) +

∂f

∂y
(0, ζ)(y − y0)

=
[∂f
∂x

(x0, y0) + o(1)
]
(x− x0) +

[∂f
∂y

(x0, y0) + o(1)
]
(y − y0)

=
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) + o

(
‖(x− x0, y − y0)‖

)
,

这说明 f 在 (x0, y0) 处可微. �
偏导数的连续性还可导出求导次序的可交换性.

定理 12.1.6 (求导次序的可交换性). 设 f : D → R 为二元函数, (x0, y0) ∈ D.

如果二阶偏导数 fxy 和 fyx 在 (x0, y0) 处连续, 则

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

证明. 对于充分小的 k 6= 0, h 6= 0 分别考虑函数

ϕ(y) = f(x0 + h, y)− f(x0, y),

ψ(x) = f(x, y0 + k)− f(x, y0).

由微分中值定理, 存在 θ1, θ2 ∈ (0, 1), 使得

ϕ(y0 + k)− ϕ(y0) = ϕy(y0 + θ1k)k

=
[
fy(x0 + h, y0 + θ1k)− fy(x0, y0 + θ1k)

]
k

= fxy(x0 + θ2h, y0 + θ1k)kh.

同理, 存在 θ3, θ4 ∈ (0, 1), 使得

ψ(x0 + h)− ψ(x0) = fyx(x0 + θ3h, y0 + θ4k)hk.

易见,

ϕ(y0 + k)− ϕ(y0) = ψ(x0 + h)− ψ(x0),

这说明

fxy(x0 + θ2h, y0 + θ1k) = fyx(x0 + θ3h, y0 + θ4k).

令 k, h→ 0, 由 fxy, fyx 在 (x0, y0) 处连续即得欲证等式. �
上述结果对于多元函数当然也成立. 设 f : D → R 为多元函数. 如果 f 的直

到 k 阶的各种偏导数都存在且连续,则称 f 为 Ck 函数, 记为 f ∈ Ck(D). 当 k ≥ 2

时, Ck 函数的偏导数与求导次序无关. 如果对任意 k ≥ 1, f 均为 Ck 函数, 则称 f

为无限次可导函数或光滑函数, 记为 f ∈ C∞(D).
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例 12.1.5. 求导次序不可交换的例子.

考虑函数

f(x, y) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

计算表明 fxy(0, 0) = 1, fyx(0, 0) = −1. 这说明上述定理中关于偏导数连续性的假

设不可全去掉 (但可减弱, 参见本节习题).

习题 12.1

1. 设 f 为多元函数, 证明: 如果 u, v 为单位向量, 且 u = −v, 则 ∂f
∂u = −∂f

∂v .

2. 计算偏导数:

(1) f(x, y) = x+ y +
√
x2 + y2, 求 f ′x(3, 4), f

′
y(0, 1),

(2) f(x, y, z) = (cosx/ sin y)ez, 求 (π, π2 , ln 3) 处的一阶偏导数,

(3) f(x, y) = sin(x2y), 求 (1, 1) 处的一阶偏导数.

3. 求下列函数的一阶偏导数:

(1) xy + x
y ; (2) tan x2

y ; (3) cos(x2 + y2);

(4) ln(x+ y
x2 ); (5) x2y3/2; (6) exy+yz+zx;

(7) arctan y
x ; (8) xy; (9) ln(x1 + x2 + · · ·+ xn).

4. 求下列函数的一阶和二阶偏导数:

(1) x2y3; (2) ln(xy); (3) arcsin(x21 + · · ·+ x2n);

(4) ex
y

; (5) tan(arctanx+ arctan y); (6) ex
2+xyz.

5. 设多元函数 f 的偏导数都存在且有界, 证明 f 连续.

6. 设 D 为 Rn 中区域. 如果多元函数 f 在 D 中的各个偏导数都恒等于零, 证明

f 为常值函数.

7. 设 f : Rn → R 为多元函数. 如果对任意 t ≥ 0 均有 f(tx) = tmf(x), 则称 f 为

m 次齐次函数. 证明: 可微函数 f 为 m 次齐次函数当且仅当
n∑

i=1

xifxi(x) =

mf(x).

8. 设 u = ex cos y, v = ex sin y, 证明 ux = vy, uy = −vx.

9. 记 ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 , 称为平面 R2 上的 Laplace 算子, 证明上题中的 u, v 满足方

程 ∆u = uxx + uyy = 0, ∆v = vxx + vyy = 0.



§12.2 切线和切面 7

10. 记 r = [(x− x0)
2 + (y− y0)

2 + (z− z0)
2]

1
2 , 证明 ∆r−1 = 0, 其中, ∆ 为 R3 中的

Laplace 算子, ∆u = uxx + uyy + uzz.

11. (∗)设 f(x, y)分别关于变量 x, y 为连续函数,证明,如果 f 关于其中一个变量

是单调函数 (比如偏导数存在且非负), 则 f 为二元连续函数.

12. (∗) 证明, 在定理 12.1.6 中, 只要两个混合导数 fxy 和 fyx 之一在 (x0, y0) 处连

续, 结论同样成立.

§12.2 切线和切面

设 σ : [α, β] → Rn 为连续映射, 我们称 σ 为 Rn 中的连续参数曲线. 记

σ(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), t ∈ [α, β].

t 称为参数. 如果 xi(t) (1 ≤ i ≤ n) 在 t = t0 处均可导, 则称 σ 在 t0 处可导, 记

σ′(t0) =
dσ

dt
(t0) =

dσ

dt

∣∣∣
t=t0

= (x′1(t0), · · · , x′n(t0)),

称 σ′(t0) 为 σ 在 t0 处的切向量.

σ(t0)

σ(t)

0

z

σ(t0)σ(t)

图 12.1 切线

设 σ′(t0) 6= 0. 当 t′ 6= t0 时, 记

γt′(t) = σ(t0) + (t− t0)
σ(t′)− σ(t0)

t′ − t0
, t ∈ R.
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γt′ 是经过 σ(t′), σ(t0) 的直线 (称为 σ 的割线). 当 t′ → t0 时, 割线的极限记为 γt0 ,

则有

γt0(t) = σ(t0) + (t− t0)σ
′(t0).

γt0 称为 σ 在 t0 处的切线. 在不引起混淆时, 也说 γt0 是 σ(t0) 处的切线.

切线可视为参数曲线的线性化,它也有相应的物理解释: 设质点在空间中运动,

其位置随时间 t 变化, 运动轨迹为曲线 σ. σ′(t0) 表示质点在 t0 时刻的速度. 在 t0

附近的非常短的时间段内,可以近似地认为质点做匀速直线运动,运动轨迹为切线.

设 σ, σ̃ 均为参数曲线. 如果 σ(t0) = σ̃(t0), 且在 t0 附近成立

σ(t)− σ̃(t) = o(|t− t0|), (t→ t0)

则称 σ 和 σ̃ 在 t0 处相切. 容易看出, σ 和其切线 γt0 在 t0 处相切.

切线方程也可写为非参数的形式:

x1 − x1(t0)

x′1(t0)
=
x2 − x2(t0)

x′2(t0)
= · · · = xn − xn(t0)

x′n(t0)
,

其中我们规定, 当上式中某个分母为零时分子也为零. 经过 σ(t0) 且与切线正交的

超平面称为法面(n = 2 时称为法线), 其方程为(
x− σ(t0)

)
· σ′(t0) = 0.

0
t

t0

(t, f(t))

图 12.2 函数图像的切线

例 12.2.1. 设 f 为一元可微函数, 令

σ(t) = (t, f(t)),

则 σ′(t0) = (1, f ′(t0)), σ 在 t0 处切线方程为

x− t0
1

=
y − f(t0)

f ′(t0)
,

即 y = f(t0) + f ′(t0)(x− t0), 这也就是一元函数图像的切线. �

例 12.2.2. 设 a > 0, 求螺旋线 σ(t) = (a cos t, a sin t, t) 的切线和法面方程.

解. 在 t = t0 处, σ′(t0) = (−a sin t0, a cos t0, 1), 故切线方程为

x− a cos t0
−a sin t0

=
y − a sin t0
a cos t0

=
z − t0

1
,

法面方程化简后为 −xa sin t0 + ya cos t0 + z − t0 = 0. �
设 D 为 R2 中开集, ϕ : D → R3 为连续映射. 我们称 ϕ 为 R3 中的连续参数

曲面. 记

ϕ(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, (u, v) ∈ D.
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假定 ϕ 的三个分量都在 (u0, v0) 处可微, 则在 (u0, v0) 附近, 成立

ϕ(u, v) = ϕ(u0, v0) + (u− u0)ϕu(u0, v0) + (v − v0)ϕv(u0, v0) + o
(
‖(u− u0, v − v0)‖

)
,

其中 ϕu =
(
xu, yu, zu

)
, ϕv =

(
xv, yv, zv

)
. ϕu(u0, v0) 是曲线 ϕ(u, v0) (u− 曲线) 在

u = u0 处的切向量, ϕu(u0, v0)是曲线 ϕ(u0, v) (v−曲线)在 v = v0 处的切向量. 记

ϕ∗(u, v) = ϕ(u0, v0) + (u− u0)ϕu(u0, v0) + (v − v0)ϕv(u0, v0), (u, v) ∈ R2.

当 ϕu(u0, v0)与 ϕv(u0, v0)线性无关时, ϕ∗ 的像是经过 ϕ(u0, v0)的平面,称为 ϕ在

(u0, v0) 处的切面. 切面中的向量称为切向量.

rurv

~n

图 12.3 切向量与法向量

切面也有相应的物理解释. 例如,地球表面可近

似地认为是球面. 进一步, 当人们在小范围活动时,

可以假定地面是平的. 这实际上是用切面代替了原

来的球面.

记 ~N = ϕu(u0, v0) × ϕv(u0, v0). 利用 R3 中叉

乘运算的性质可知 ~N 与切面正交, 为法向量. ~n =

~N/‖ ~N‖为单位法向量. 切面方程可以写成非参数形

式 (
(x, y, z)− ϕ(u0, v0)

)
· ~N = 0,

或改写为 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x(u0, v0) y − y(u0, v0) z − z(u0, v0)

xu(u0, v0) yu(u0, v0) zu(u0, v0)

xv(u0, v0) yv(u0, v0) zv(u0, v0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

~n

图 12.4 球面的切面

例 12.2.3. 求球面 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 =

1} 的切面.

解. 球面可写成参数曲面

x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ,

其中 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. 其法向量为

~N = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ)× (− sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, 0)

= sin θ · (x, y, z),

~n = (x, y, z) 为单位法向量. 因此球面在 (x0, y0, z0) 处切面方程为

(x− x0)x0 + (y − y0)y0 + (z − z0)z0 = 0.
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更一般地, 设 D 为 Rm 中的开集, ϕ : D → Rn (m < n) 为连续映射. 我们称 ϕ

为 Rn 中的连续参数曲面. 记

ϕ(u) =
(
x1(u1, · · · , um), · · · , xn(u1, · · · , um)

)
, u = (u1, · · · , um) ∈ D.

假定 ϕ 的每一个分量都在 u0 处可微, 则在 u0 附近成立

ϕ(u) = ϕ(u0) +
m∑
i=1

(ui − u0i )ϕui(u
0) + o

(
‖u− u0‖

)
,

其中 ϕui =
(
∂x1

∂ui
, · · · , ∂xn

∂ui

)
, i = 1, · · · ,m. 记

ϕ∗(u) = ϕ(u0) +

m∑
i=1

(ui − u0i )ϕui(u
0), u ∈ Rm.

当 {ϕui(u
0)}mi=1 线性无关时, ϕ∗ 的像是经过 ϕ(u0) 的 m 维子空间, 称为 ϕ 在 u0

处的切空间. 切空间中的向量称为切向量. 切空间的正交补称为法空间, 法空间中

的向量称为法向量.

当 m = n− 1时, ϕ称为 Rn 中的参数超曲面. 利用 Rn 中的叉乘运算 (见本章

最后一节补充材料), 记

~N = ϕu1 × · · · × ϕun−1 ,

则 ~N 为法向量. 此时切空间方程的非参数形式可写为
(
x− ϕ(u0)

)
· ~N = 0.

为了写出 ~N 的分量, 我们来引进一个方便的记号. 设 {fi}mi=1 是依赖于变量

{uj}mj=1 的函数, 记
∂(f1, · · · , fm)

∂(u1, · · · , um)
= det

( ∂fi
∂uj

)
m×m

. (12.5)

利用此记号和叉乘运算的性质可以将 ~N 写为 (N1, · · · , Nn), 其中

Ni = (−1)i−1 ∂(x1, · · · , xi−1, xi+1 · · · , xn)
∂(u1, · · · , un−1)

.

最后, 切空间的方程可写为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x1(u
0) · · · xn − xn(u

0)
∂x1

∂u1
(u0) · · · ∂xn

∂u1
(u0)

...
. . .

...
∂x1

∂un−1
(u0) · · · ∂xn

∂un−1
(u0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

习题 12.2

1. 求下列曲线在指定点的切线和法面方程:

(1) σ(t) = (a cos t sin t, b sin2 t, c cos t), t = π
4 ,

(2) σ(t) = (t, t2, t3), t = t0,

(3) σ(t) = (a cos t, a sin t), t = t0.
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2. 求下列曲面在指定点的切面和法线:

(1) r(u, v) = (u, a cos v, a sin v), (u, v) = (u0, v0),

(2) z = x2 + y2, (x, y, z) = (1, 2, 5),

(3) r(u, v) = (a sinu cos v, b sinu sin v, c cosu), (u, v) = (u0, v0).

3. 设 D ⊂ Rn 为开集, f : D → R具有连续的偏导数. f 的图像 graph(f)是 Rn+1

中的超曲面, 其中

graph(f) = {(x, f(x)) |x ∈ D} ⊂ Rn+1,

求此超曲面在任何一点的法向量和切空间方程.

4. 求三维球面 x2 + y2 + z2 + w2 = 1 在任意一点的法向量和切空间方程.

§12.3 复合函数和链式法则

我们线性化的方法来研究向量值的多元函数.

定义 12.3.1 (微分). 设 D 为 Rn 中开集, f : D → Rm 为向量值的多元函数,

x0 ∈ D. 如果存在线性映射 L : Rn → Rm, 使得在 x0 附近成立

f(x)− f(x0) = L(x− x0) + o(‖x− x0‖), (x→ x0)

则称 f 在 x0 处可微, L 称为 f 在 x0 处的微分, 也记为 df(x0).

f(x) 的第 i (1 ≤ i ≤ m) 个分量记为 fi(x). 从定义不难看出, f 可微时它的每

一个分量均可微, 反之亦然. 此时, 利用欧氏空间的标准基, 线性映射 L 可表示为

m× n 型矩阵, 记为 Jf(x0). Jf(x0) 称为 f 在 x0 处的 Jacobi 矩阵, 其行列式称为

Jacobi 行列式. 注意到 Jf(x0) 的第 i 行就是 fi 在 x0 处的梯度 ∇fi(x0), 因此

Jf(x0) =
( ∂fi
∂xj

(x0)
)
m×n

. (12.6)

我们想将微分中值定理推广到向量值函数. 设 D 为 Rn 中凸域, x, y ∈ D. 根

据微分中值定理, 对 f 的每一个分量 fi 均存在 ξi ∈ D, 使得

fi(x)− fi(y) = ∇fi(ξi) · (x− y).

但下面的例子说明这些 ξi 未必相同.

例 12.3.1. 考虑函数 f : R → R2, f(t) = (t2, t3).

取 x = 1, y = 0, 简单的计算表明 ξ1 = 1/2, ξ2 = ±1/
√
3, 因此 ξ1 6= ξ2. 此例表

明, 一般地我们不能指望 f(x)− f(y) = Jf(ξ)(x− y) 对某个 ξ 成立. 不过, 我们有
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定理 12.3.1 (拟微分中值定理). 设 D 为 Rn 中凸域, f : D → Rm 在 D 中处

处可微. 则任给 x, y ∈ D, 存在 ξ ∈ D, 使得

‖f(x)− f(y)‖ ≤ ‖Jf(ξ)‖ · ‖x− y‖.

证明. 基本的想法是对 f 各分量的线性组合应用微分中值定理. 为此, 不妨设

f(x) 6= f(y). 任意取定 Rm 中的单位向量 u = (u1, · · · , um), 记

g = u · f =
m∑
i=1

uifi,

则 g 为 D 中可微函数. 根据微分中值定理, 存在 ξ ∈ D, 使得

g(x)− g(y) = ∇g(ξ) · (x− y).

注意到 ∇g(ξ) =
m∑
i=1

ui∇fi(ξ). 利用 Cauchy-Schwarz 不等式可得

‖∇g(ξ)‖ ≤
m∑
i=1

|ui| · ‖∇fi(ξ)‖

≤ ‖u‖ ·
( m∑

i=1

‖∇fi(ξ)‖2
)1/2

= ‖Jf(ξ)‖.

由 g(x)− g(y) = u · [f(x)− f(y)] 可得∣∣u · [f(x)− f(y)]
∣∣ ≤ ‖∇g(ξ)‖ · ‖x− y‖ ≤ ‖Jf(ξ)‖ · ‖x− y‖.

在上式中取 u = [f(x)− f(y)]/‖f(x)− f(y)‖ 就完成了定理的证明. �
下面我们研究向量值函数的复合求导.

定理 12.3.2 (复合求导). 设 D 和 ∆分别为 Rn 和 Rm 中的开集, f : D → Rm

和 g : ∆ → Rl 为向量值函数, 且 f(D) ⊂ ∆. 如果 f 在 x0 ∈ D 处可微, g 在

y0 = f(x0) 处可微, 则复合函数 h = g ◦ f 在 x0 处可微, 且

Jh(x0) = Jg(y0) · Jf(x0). (12.7)

证明. 由 f 在 x0 处可微可知, 在 x0 附近成立

f(x)− f(x0) = Jf(x0)(x− x0) + o
(
‖x− x0‖

)
. (12.8)

这说明存在常数 C, 使得 ‖f(x) − f(x0)‖ ≤ C‖x − x0‖. 特别地, 当 x → x0 时

f(x) → f(x0). 同理, g 在 y0 处可微, 故

g(y)− g(y0) = Jg(y0)(y − y0) + o
(
‖y − y0‖

)
. (12.9)
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在上式中代入 y = f(x) 可得

h(x)− h(x0) = Jg(y0)
[
f(x)− f(x0)

]
+ o
(
‖f(x)− f(x0)‖

)
=
[
Jg(y0) · Jf(x0)

]
(x− x0) + Jg(y0)o

(
‖x− x0‖

)
+ o
(
‖x− x0‖

)
=
[
Jg(y0) · Jf(x0)

]
(x− x0) + o

(
‖x− x0‖

)
,

这说明 h 在 x0 处可微, 且 (12.7) 式成立. �
(12.7) 式可以写成分量的形式

∂hi
∂xj

(x0) =

m∑
k=1

∂gi
∂yk

(y0) · ∂fk
∂xj

(x0), i = 1, · · · , l, j = 1, · · · , n. (12.10)

这也就是所谓的链式法则.

例 12.3.2. 设 f(x, y) 可微, ϕ(x) 可微, 求 u = f(x, ϕ(x)) 关于 x 的导数.

解. 由链式法则,

ux = fx(x, ϕ(x)) · xx + fy(x, ϕ(x)) · ϕ(x)

= fx(x, ϕ(x)) + fy(x, ϕ(x)) · ϕ(x).

例 12.3.3. 设 u = f(x, y) 可微, x = r cos θ, y = r sin θ, 证明(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
=
(∂u
∂r

)2
+

1

r2

(∂u
∂θ

)2
.

证明. 由链式法则,

∂u

∂r
=
∂u

∂x
· ∂x
∂r

+
∂u

∂y
· ∂y
∂r

=
∂u

∂x
cos θ +

∂u

∂y
sin θ

∂u

∂θ
=
∂u

∂x
· ∂x
∂θ

+
∂u

∂y
· ∂y
∂θ

= −r ∂u
∂x

sin θ + r
∂u

∂y
cos θ

这说明(∂u
∂r

)2
+

1

r2

(∂u
∂θ

)2
=
(∂u
∂x

cos θ +
∂u

∂y
sin θ

)2
+
(
− ∂u

∂x
sin θ +

∂u

∂y
cos θ

)2
=
(∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
.

例 12.3.4. 设 z = f(u, v, w), v = ϕ(u, s), s = ψ(u,w), 求
∂z

∂u
,
∂z

∂w
.

解. 按照定义,

z = f(u, v, w) = f(u, ϕ(u, s), w) = f(u, ϕ(u, ψ(u,w)), w).
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由链式法则,

∂z

∂u
=
∂f

∂u
+
∂f

∂v
· ∂v
∂u

=
∂f

∂u
+
∂f

∂v
·
(∂ϕ
∂u

+
∂ϕ

∂s
· ∂s
∂u

)
=
∂f

∂u
+
∂f

∂v
· ∂ϕ
∂u

+
∂f

∂v
· ∂ϕ
∂s

· ∂ψ
∂u

∂z

∂w
=
∂f

∂w
+
∂f

∂v
· ∂v
∂w

=
∂f

∂w
+
∂f

∂v

(∂ϕ
∂s

· ∂s
∂w

)
=
∂f

∂w
+
∂f

∂v
· ∂ϕ
∂s

· ∂ψ
∂w

.

最后, 我们简单地介绍全微分 (形式微分) 的概念. 从场论的观点出发比较自

然. 场的观念起源于物理学. 在物理学中, 有所谓的标量 (数量) 场和矢量 (向量)

场. 例如, 密度和势能为标量场, 引力场和电磁场为矢量场. 从数学上看, 标量场就

是对空间中每一点都指定一个标量 (有大小而无方向的量), 也就是定义在空间中

的函数; 矢量场就是对空间中每一点都指定一个矢量 (向量), 也就是定义在空间中

的向量值函数.

例 12.3.5. 梯度场.

设 D 为 Rn 中的开集, 函数 f : D → R 在 D 中处处可微. 我们在 D 中定义向

量场 ∇f , 使得它在 x 处的值为 f 在 x 处的梯度 ∇f(x). ∇f 称为 f 的梯度场.

利用 Rn 中的标准基 {ei}ni=1, 梯度场可以表示为

∇f(x) =
( ∂f
∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

)
(x) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)ei. (12.11)

现在我们考虑 Rn 的对偶空间
(
Rn
)∗
,它由所有从 Rn 到 R的线性映射所构成.(

Rn
)∗
也是 n 维向量空间, 它有一组对偶基 {ej}nj=1, 其中

ej : Rn → R, ej
( n∑

i=1

λiei

)
= λj , ∀ λ1, · · · , λn ∈ R.

例 12.3.6. 1−形式.

设 D 为 Rn 中的开集. 如果对 D 中每一点 x 都指定
(
Rn
)∗
中的一个向量

ω(x), 则称 ω 为 D 中的 1−形式. 利用对偶基, ω 可以表示为

ω(x) =

n∑
j=1

ωj(x)e
j , x ∈ D, (12.12)

其中 ωj(x) 为 D 中的函数.

特别地,当函数 f 在 D中处处可微时,它在 x ∈ D处的微分 df(x)属于
(
Rn
)∗
,

这样我们就得到一个 1−形式, 记为 df , 称为 f 的全微分.
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断言. df(x) =
n∑

j=1

∂f
∂xj

(x)ej .

事实上, 由 (12.1), (12.3) 式可得 df(x)(ej) = ∇f(x) · ej = ∂f
∂xj

(x), 这说明上式

成立. 特别地, 当 f 为坐标函数 xi 时, 等式成为 dxi = ei. 因此我们常用下式表示

全微分:

df =
n∑

j=1

∂f

∂xj
dxj . (12.13)

一般地,设 φ为 D 中定义的函数, ω 为 1−形式,则 φω 也为 1−形式,它在 x处

的值为 φ(x)ω(x). 类似地, 可以定义 1−形式之间的加法运算.

命题 12.3.3. 设 f, g 为可微函数, 则 d(f + g) = df + dg, d(fg) = gdf + fdg.

如果 g 处处非零, 则 d(f/g) = (gdf − fdg)/g2.

证明. 留作练习. �
利用全微分, 链式法则可写为

dhi =
m∑

k=1

∂gi
∂yk

(f)dfk, (12.14)

这也称为全微分的形式不变性.

例 12.3.7. 设 h = ln
z2

x2 + y2
, 求 dh 及 h 的一阶偏导数.

解. 根据刚才的讨论, 我们有

dh = d ln
z2

x2 + y2
= d
(
ln z2 − ln(x2 + y2)

)
=

2

z
dz − 1

x2 + y2
d(x2 + y2)

=
−2x

x2 + y2
dx− 2y

x2 + y2
dy +

2

z
dz.

这说明
∂h

∂x
= − 2x

x2 + y2
,
∂h

∂y
= − 2y

x2 + y2
,
∂h

∂z
=

2

z
.

习题 12.3

1. 研究下列函数在原点的可微性:

(1) f(x, y) = |xy|; (2) f(x, y) =
√
|xy|; (3) f(x, y) =

√
x cos y;

(4) f(x, y) =


xy√
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

(5) f(x, y) =


x2y

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).
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2. 计算下列函数在指定点的微分:

(1) f(x, y) = (xy2 − 3x2, 3x− 5y2), (x, y) = (1,−1);

(2) f(x, y, z) = (xyz2 − 4y2, 3xy2 − y2z), (x, y) = (1,−2, 3);

(3) f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ), (r, θ) = (r0, θ0);

(4) f(x, y) = (sinx+ cos y, cos(x+ y)), (x, y) = (0, 0).

3. 求复合函数 f ◦ g 在指定点的 Jacobi 矩阵:

(1) f(x, y) = (xy, x2y), g(s, t) = (s+ t, s2 − t2), (s, t) = (2, 1);

(2) f(x, y) = (ex+2y, sin(y + 2x)), g(u, v, w) = (u+ 2v2 + 3w3, 2v − u2),

(u, v, w) = (1,−1, 1);

(3) f(x, y, z) = (x+ y + z, xy, x2 + y2 + z2), g(u, v, w) = (ev
2+w2

, sin(uw),
√
uv),

(u, v, w) = (2, 1, 3).

4. 求复合偏导数:

(1) z = h(u, x, y), y = g(u, v, x), x = f(u, v), 求 zu, zv;

(2) z = f(u, x, y), x = g(v, w), y = h(u, v), 求 zu, zv, zw.

5. 计算下列函数的全微分:

(1) z = xy; (2) z =
xy

x2 + 2y2
; (3) z = x2y2 + 3xy3 − 2y4;

(4) z =
x

y
+
y

x
; (5) z = cos(x+ ln y); (6) z = arctan(x+ y);

(7) z =
x− y

x+ y
; (8) z = ln(x4 − y3); (9) z = ex+2y + sin(y + 2x).

6. 设 D 为 Rn 中的区域, f 在 D 中处处可微. 如果 df = 0, 则 f 为常值函数.

7. 证明, 如果 u(x, y)满足方程 ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, 则 v(x, y) = u(x2 − y2, 2xy)

和 w(x, y) = u( x
x2+y2 ,

y
x2+y2 ) 也满足此方程.

8. 证明, 函数

u(x, t) =
1

2a
√
πt
e−

(x−b)2

4a2t

满足如下方程
∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
.

9. 设 f 为多元函数, 其偏导数均连续, 求在给定的任何一点处方向导数的最大值

和最小值.

10. (∗) 设 f 为二元函数, fx(x0, y0) 存在, fy(x, y) 在 (x0, y0) 附近连续, 证明 f 在

(x0, y0) 处可微.

11. (∗) 设 fx 和 fy 在 (x0, y0) 处可微, 证明 fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).
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§12.4 Taylor 公式及其应用

根据定义, 如果一个多元函数可微, 则它可以用线性函数逼近, 利用这一点我

们可以做近似计算.

例 12.4.1. 求
1.032√

0.98 3
√
1.06

的近似值.

解. 考虑函数 f(x, y, z) =
x2

√
y 3
√
z
, x0 = (1, 1, 1), h = (0.03,−0.02, 0.06), 则

1.032√
0.98 3

√
1.06

= f(1.03, 0.98, 1.06)

= f(x0 + h) ≈ f(x0) + Jf(x0) · h

= 1 + (2,−1

2
,−1

3
)


0.03

−0.02

0.06

 = 1.05.

利用微分作近似计算只考虑了函数的线性部分而已, 为了更好地求近似值, 我

们要考虑高阶逼近. 跟一元函数类似, 可以用多元多项式来逼近多元函数. 为此先

引进一些记号. 设 αi ∈ Z+ (1 ≤ i ≤ n), 记 α = (α1, · · · , αn), 称为多重指标. 记

|α| =
n∑

i=1

αi, α! = α1! · α2! · · ·αn!.

如果 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, 则记

xα = xα1
1 · xα2

2 · · ·xαn
n .

对于多元函数 f , 还用下面的记号表示 |α| 阶偏导数:

Dαf(x0) =
∂|α|f

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

(x0).

定理 12.4.1 (Taylor 公式). 设 D 为 Rn 中凸域, f ∈ Cm+1(D), a ∈ D. 则任

给 x ∈ D, 存在 θ ∈ (0, 1) 使得

f(x) =
m∑

k=0

∑
|α|=k

Dαf(a)

α!
(x− a)α +

∑
|α|=m+1

Dαf(a+ θ(x− a))

α!
(x− a)α.

证明. 考虑一元函数 ϕ(t) = f(a + t(x − a)), t ∈ [0, 1]. ϕ 具有 m + 1 阶连续导

数, 故由一元函数的 Taylor 公式, 存在 θ ∈ (0, 1), 使得

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +
1

2!
ϕ′′(0) + · · ·+ 1

m!
ϕ(m)(0) +

1

(m+ 1)!
ϕ(m+1)(θ). (12.15)
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利用归纳法不难证明

ϕ(k)(t) =
∑
|α|=k

k!

α!
Dαf(a+ t(x− a))(x− a)α.

特别地, t = 0 时, 有

ϕ(k)(0) =
∑
|α|=k

k!

α!
Dαf(a)(x− a)α,

将上式代入 (12.15) 式即得欲证公式. �
记

Rm = f(x)−
m∑

k=0

∑
|α|=k

Dαf(a)

α!
(x− a)α.

由 Taylor 公式, 当 f ∈ Cm+1(D) 时

Rm =
∑

|α|=m+1

Dαf(a+ θ(x− a))

α!
(x− a)α. (Lagrange 余项)

推论 12.4.2. 在定理的条件下, 当 ‖x− a‖ 充分小时, Rm = O
(
‖x− a‖m+1

)
.

证明. 取 δ > 0, 使得 B̄δ(a) ⊂ D. 由于 f ∈ Cm+1(D), B̄δ(a) 紧致, 故存在

M > 0 使得

|Dαf(x)| ≤M, ∀ x ∈ B̄δ(a), |α| ≤ m+ 1.

因此

|Rm| ≤M
∑

|α|=m+1

1

α!
|(x− a)α|

≤M
∑

|α|=m+1

1

α!
‖x− a‖|α| = C‖x− a‖m+1.

推论得证. �
注. (1) 如果 f ∈ Cm(D), 则 Taylor 公式可写为

f(x) =

m−1∑
k=0

∑
|α|=k

Dαf(a)

α!
(x− a)α +

∑
|α|=m

Dαf(a+ θ(x− a))

α!
(x− a)α

=
m∑

k=0

∑
|α|=k

Dαf(a)

α!
(x− a)α +Rm,

其中

Rm =
∑

|α|=m

1

α!

[
Dαf(a+ θ(x− a))−Dαf(a)

]
(x− a)α.
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用推论的证明方法可得如下估计:

Rm = o
(
‖x− a‖m

)
, (x→ a). (Peano 余项)

(2) 多元函数 Taylor 公式的前三项为

f(x) = f(a) +∇f(a) · (x− a) +
1

2
(x− a)∇2f(a)(x− a)> + · · · ,

其中

∇2f =
[ ∂2f

∂xi∂xj

]
n×n

,

称为 f 的 Hessian 矩阵, 也记为 Hess(f). 记 ∆f = tr∇2f , ∆ 称为 Laplace 算子.

(3) Taylor 公式中的系数由 f 惟一确定.

下面我们讨论 Taylor 公式的简单应用, 先将凸函数的概念推广到多元函数.

定义 12.4.1 (凸函数). 设 D 为 Rn 中的凸域, f : D → R 为多元函数. 如果

任给 x 6= y ∈ D, 均有

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y), ∀ t ∈ (0, 1),

则称 f 为 D 中的凸函数. 上式中 “≤” 换成 “<” 时, 称为严格凸函数.

命题 12.4.3. 设函数 f 在凸域 D 中处处可微.

(i) f 为凸函数 ⇐⇒

f(y) ≥ f(x) +∇f(x) · (y − x), ∀ x, y ∈ D. (12.16)

(ii) 当 f ∈ C2(D) 时, f 为凸函数 ⇐⇒ ∇2f ≥ 0 (半正定).

证明. (i) “=⇒” 任给 x, y ∈ D, t ∈ (0, 1), 有

t
[
f(y)− f(x)

]
≥ f(x+ t(y − x))− f(x)

= ∇f(x) · t(y − x) + o
(
t‖y − x‖

)
,

上式两边除以 t, 然后令 t→ 0+ 即得 (12.16) 式.

“⇐=” 任给 x, y ∈ D, t ∈ (0, 1), 记 z = tx+ (1− t)y, 则

f(x) ≥ f(z) +∇f(z) · (x− z), f(y) ≥ f(z) +∇f(z) · (y − z).

这说明

tf(x) + (1− t)f(y) ≥ f(z) +∇f(z) ·
[
t(x− z) + (1− t)(y − z)

]
= f(z).
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(ii) “⇐=” 设 f ∈ C2(D), 由 Taylor 公式, 任给 x, y ∈ D, 存在 ξ ∈ D 使得

f(y) = f(x) +∇f(x) · (y − x) +
1

2
(y − x)∇2f(ξ)(y − x)>.

由 ∇2f ≥ 0 知 (12.16) 式成立, 再由 (i) 知 f 为凸函数.

“=⇒” (反证法). 如果 ∇2f(x) 不是半正定的, 则存在 Rn 中的单位向量 h, 使

得 h∇2f(x)h> < 0. 由 Taylor 公式及其注记, 当 ε→ 0 时, 有

f(x+ εh) = f(x) +∇f(x) · εh+
1

2
ε2h∇2f(x)h> + o

(
‖εh‖2

)
= f(x) +∇f(x) · εh+

1

2
ε2
[
h∇2f(x)h> + o(1)

]
.

当 ε 6= 0 充分小时, 上式右端第三项小于零, 这与 (12.16) 式相矛盾. �
与一元函数类似, Taylor 公式还可以用来研究多元函数的极值.

定义 12.4.2 (极值). 设 D ⊂ Rn, f : D → R 为多元函数, x0 ∈ D. 如果存在

δ > 0, 使得

f(x0) ≥ f(x) (或f(x0) ≤ f(x)), ∀ x ∈ D ∩Bδ(x
0) \ {x0},

则称 x0 为 f 的极大 (小 ) 值点, f(x0) 为 f 的极大 ( 小 )值. 当上式中 “≥ ”(“≤”)

换成 “>”(“<”) 时, 相应地把 x0 称为严格极值点, f(x0) 为严格极值.

命题 12.4.4 (达到极值的必要条件). 设 x0 为 f 的极值点, 如果 x0 为 D 的

内点, 且 f 在 x0 处可微, 则 ∇f(x0) = 0.

证明. 任取单位向量 u ∈ Rn,考虑一元函数 ϕ(t) = f(x0+ tu). 因为 x0 为内点,

当 |t| 充分小时 x0 + tu ∈ D. 于是 t = 0 为 ϕ 的极值点. 由 (12.4) 式和一元函数的

Fermat 定理可得

0 = ϕ′(0) = ∇f(x0) · u,

由 u 的任意性可知 ∇f(x0) = 0. �
梯度为零的点称为函数的驻点或临界点. 求函数极值时,一般先找出它的驻点,

再判断驻点是否为极值点.

命题 12.4.5. 设 D ∈ Rn 为开集, f ∈ C2(D), x0 为 f 的驻点. 则

(i) 如果 x0 为 f 的极小 ( 大 ) 值点, 则 ∇2f(x0) 为半正 ( 负 ) 定方阵;

(ii) 如果 ∇2f(x0) 为正 ( 负 ) 定方阵, 则 x0 为 f 的严格极小 ( 大 ) 值点;

(iii) 如果 ∇2f(x0) 为不定方阵, 则 x0 不是 f 的极值点.

证明. 证明与命题 12.4.3 完全类似, 略. �

例 12.4.2. 求 f(x, y) = x4 + y4 − (x+ y)2 的极值.
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解. 先求驻点. 在驻点处

0 =
∂f

∂x
= 4x3 − 2x− 2y, 0 =

∂f

∂y
= 4y3 − 2x− 2y.

上式有三个解

m0 = (0, 0), m1 = (1, 1), m2 = (−1,−1).

为了判断极值, 再在驻点处求 Hessian 矩阵:

∇2f(x, y) =

(
12x2 − 2 −2

−2 12y2 − 2

)
.

在 m1, m2 处, ∇2f 正定, 从而 m1, m2 为极小值点. 此时 f(m1) = f(m2) = −2. 在

m0 处 ∇2f 退化, 用上面的命题无法判别 m0 是否为极值点. 不过我们可以直接做:

对于 0 < x < 1, 分别令 y = x,−x, 则

f(x, x) = 2x4 − 4x2 < 0, f(x,−x) = 2x4 > 0,

这说明 m0 不是极值点.

例 12.4.3. 求 f(x, y) = x2 + y3 − 3y 的极值.

解. 容易算出驻点为 (0, 1), (0,−1). 再计算 Hessian 矩阵:

∇2f(0, 1) =

(
2 0

0 6

)
, ∇2f(0,−1) =

(
2 0

0 −6

)
.

这说明 (0,−1) 不是极值点, (0, 1) 为极小值点, f(0, 1) = −2.

例 12.4.4. 研究函数 f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2) 的极值.

解. 容易算出 (0, 0) 是惟一的驻点. 在每一条经过 (0, 0) 的直线上, (0, 0) 都是

极小值点, 但它不是 f 在平面上的极值点.

例 12.4.5. 求 f(x, y) = x2 + y2(1 + x)3 的极值.

解. 易见 (0, 0)为 f 的惟一驻点,且为极小值点,但 f(−2, 3) = −5 < f(0, 0) = 0,

因此 (0, 0) 不是最小值点. 这和一元函数不同: 一元函数的惟一极值点必为最值点.

例 12.4.6. 设 f ∈ C2(Rn), 如果 ∇2f ≥ In 总成立, 其中 In 为 n 阶单位方阵,

则 f 有惟一的最小值点.

证明. 根据 Taylor 公式, f 可在原点处展开为

f(x) = f(0) +∇f(0) · x+
1

2
x∇2f(ξ)x>.
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由已知条件得

f(x) ≥ f(0) +∇f(0) · x+
1

2
‖x‖2, ∀ x ∈ Rn.

特别地, 当 ‖x‖ → ∞ 时, f(x) → ∞, 这说明 f 的最小值存在. 设 x0 为最小值点.

在 x0 处, ∇f(x0) = 0, 且 f 的 Taylor 公式形如

f(x) = f(x0) +
1

2
(x− x0)∇2f(ζ)(x− x0)>,

由已知条件得

f(x) ≥ f(x0) +
1

2
‖x− x0‖2,

这说明 x0 为惟一的最小值点.

0

y

x

图 12.5 最小二乘法

例 12.4.7 (最小二乘法). 设 (x1, y1),

· · · , (xn, yn)为平面 R2 上 n 个点, 求一条

直线 y = ax+ b, 使得 F (a, b) =
n∑

i=1

(axi +

b− yi)
2 最小.

解. F (a, b) 是关于 (a, b) 的光滑函数.

不妨设 {xi} 不全相等. 此时, F 的惟一驻点为

(a, b) = c−1
(
n

n∑
i=1

xiyi −
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

yi,
n∑

i=1

x2i

n∑
i=1

yi −
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

xiyi

)
,

其中 c = n
n∑

i=1

x2i −
( n∑
i=1

xi
)2

= 1
2

∑
i 6=j

(xi − xj)
2 > 0. 由于当 ‖(a, b)‖ → ∞ 时

F (a, b) → ∞, F 有最小值, 从而求出的惟一驻点必为最小值点. 此时, 欲求的直线

方程可写为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

n∑
i=1

xi
n∑

i=1

yi n

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1

xiyi
n∑

i=1

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

最后, 我们考虑一个在有界区域上求最值的例子.

例 12.4.8. 求 f(x, y) = x2 + y2 − 2x− y 在三角型区域 D 上的最值, 其中

D = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, 2x+ y ≤ 4}.

解. 本例须考虑 f 在 D 上的边界上的值. 先求出 f 在 D 内驻点为 (1, 1/2),

f(1, 1/2) = 5/4. 再看边界:

(1) y = 0, 0 ≤ x ≤ 2: f(x, 0) = x2 − 2x, 其驻点为 (1, 0), f(1, 0) = −1.

(2) x = 0, 0 ≤ y ≤ 4: f(0, y) = y2 − y, 驻点为 (0, 1/2), f(0, 1/2) = −1/4;
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(3) x ≥ 0, y ≥ 0, 2x + y = 4: f(x, y) = 5x2 − 16x + 12, 驻点为 (8/5, 4/5),

f(8/5, 4/5) = −4/5.

最后, 在三个端点上: f(0, 0) = 0, f(2, 0) = 0, f(0, 4) = 12, 因此经过比较以后

得知 f 的最大值为 12, 最小值为 −5/4.

习题 12.4

1. 利用微分作近似计算: (1) 1.0022 · 2.0032 · 3.0043, (2) 0.971.05.

2. 设 k 为非负整数, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, 证明

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
k =

∑
|α|=k

k!

α!
xα.

3. 设 f 为 Ck 函数, 记 ϕ(t) = f(a+ t(x− a)), 利用归纳法证明

ϕ(k)(t) =
∑
|α|=k

k!

α!
Dαf(a+ t(x− a))(x− a)α.

4. 对下列函数在指定点作 Taylor 展开:

(1) f(x, y) = 2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5, (x, y) = (1,−2);

(2) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz, (x, y, z) = (1, 1, 1);

(3) f(x, y) = (1 + x)m(1 + y)n, m,n 为正整数, (x, y) = (0, 0);

(4) f(x, y) = ex+y, (x, y) = (0, 0).

5. 设函数 f 的直到 m 阶的各种偏导数都在 a 处连续, 且在 a 附近, 有

f(x) =
m∑

k=0

∑
|α|=k

cα(x− a)α + o
(
‖x− a‖m

)
,

证明 cα = 1
α!D

αf(a), ∀ |α| ≤ m.

6. 对下列函数作 Taylor 展开到指定项:

(1) f(x, y) = xy, 在 (1, 1) 处展开到二次项;

(2) f(x, y) = cos x
cos y , 在 (0, 0) 处展开到二次项;

(3) f(x, y) = sin(x2 + y2), 在 (0, 0) 处展开到六次项;

(4) f(x, y) = arctan y
1+x2 , 在 (0, 0) 处展开到四次项.

7. 设 x1, · · ·xk 为 Rn 中的有限个点. 记 ϕ(x) =
k∑

i=1

‖x−xi‖, ψ(x) =
k∑

i=1

‖x−xi‖2.

证明 ϕ,ψ 为凸函数, 并求 ψ 的最小值点.

8. 设 f 为凸域 D 中的可微函数. 证明: f 为凸函数当且仅当[
∇f(x)−∇f(y)

]
· (x− y) ≥ 0, ∀ x, y ∈ D.
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9. 求下列函数的驻点, 并判断是否为极值点, 是什么类型的极值点:

(1) f(x, y) = y2
(
sinx− x/2

)
; (2) f(x, y) = cos(x+ y) + sin(x− y);

(3) f(x, y) = yx; (4) f(x, y) = x/y − xy;

(5) f(x, y) = (x2 + y2)e−x2−y2

; (6) f(x, y) = ye−x2

.

10. 求下列函数的极值:

(1) f(x, y) = 4(x− y)− x2 − y2; (2) f(x, y) = x2 + (y − 1)2;

(3) f(x, y) = x2 + xy + y2 + x− y + 1; (4) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

11. 求抛物线 y = x2 与直线 x− y − 2 = 0 之间的最短距离.

12. (∗) 设 0 < a < b, n ≥ 1. 试在 (a, b) 中选取 n 个点 x1, x2, · · · , xn, 使得

u =
x1 · x2 · · · · xn

(a+ x1)(x1 + x2) · · · (xn−1 + xn)(xn + b)

取最大值.

13. (∗) 设 D ⊂ Rn 为区域, f ∈ C2(D). 如果 ∆f ≥ 0, 则 f 在 D 内无极大值点, 除

非 f 为常值函数.

§12.5 逆映射定理和隐映射定理

回忆一下: 对于一元函数, 如果它可微且导数处处非零, 则该函数可逆且其逆

仍可微. 下面我们考虑多元向量值函数类似的问题.

例 12.5.1. 设 A 为 n 阶方阵, 如果 ‖A‖ < 1, 则 In −A 可逆.

设 u ∈ Rn, 如果 (In − A)u = 0, 则 ‖u‖ = ‖Au‖ ≤ ‖A‖ · ‖u‖, 由 ‖A‖ < 1 可知

u = 0. 根据线性代数可知 A可逆. 我们也可从分析学分观点来看. 给定 v ∈ Rn,我

们解方程

(In −A)x = v, 即 x = Ax+ v.

考虑映射 ϕ(x) = Ax+ v, 当 x, y ∈ Rn 时

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ = ‖A(x− y)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x− y‖,

这说明 ϕ 是 Rn 到自身的压缩映射. 根据压缩映像原理, ϕ 有惟一的不动点, 即

(In −A) 可逆.

这个例子意味着, 恒同映射这样一个可逆映射作一个小的挠动以后仍然为可

逆映射. 一般地, 任何可逆线性映射在微扰下仍为可逆映射. 对于向量值函数来说,
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要知道它在某一点附近是否可逆,只要在这一点将它线性化,看看其微分是否可逆.

这里我们需要对函数加一定的可微性条件.一个向量值函数是 Ck 的是指它的每一

个分量都是 Ck 函数. 下面的重要结果也称为向量值函数的反函数定理.

定理 12.5.1 (逆映射定理). 设 D 为 Rn 中开集, f : D → Rn 为 Ck(k ≥ 1) 映

射, x0 ∈ D. 如果 det Jf(x0) 6= 0, 则存在 x0 的开邻域 U ⊂ D 以及 y0 = f(x0) 的

开邻域 V ⊂ Rn, 使得 f |U : U → V 是可逆映射, 且其逆仍为 Ck 映射.

证明. 不失一般性, 可设 x0 = 0, y0 = 0. 以 L 记 f 在 x0 = 0 处的微分, 则 L

可逆, 且 L−1 ◦ f 在 x0 处的微分为恒同映射. 如果欲证结论对 L−1 ◦ f 成立, 则对

f 也成立. 因此, 不妨从一开始就假设 Jf(x0) = In.

在 x0 = 0 附近, f 是恒同映射的小扰动:

f(x) = x+ g(x), Jg(0) = 0.

扰动项 g(x) = f(x)− x 为 Ck 映射. 因此, 存在 δ > 0 使得

‖Jg(x)‖ ≤ 1

2
, ∀ x ∈ Bδ(0) ⊂ D.

由拟微分中值定理可知

‖g(x1)− g(x2)‖ ≤ 1

2
‖x1 − x2‖, ∀ x1, x2 ∈ Bδ(0).

给定 y ∈ Bδ/2(0), 我们在 Bδ(0) 中解方程

f(x) = y, 即 x = y − g(x). (12.17)

记 ϕ(x) = y − g(x). 当 x ∈ Bδ(0) 时

‖ϕ(x)‖ ≤ ‖y‖+ ‖g(x)‖ < δ

2
+

1

2
‖x‖ ≤ δ. (12.18)

这说明 ϕ
(
Bδ(0)

)
⊂ Bδ(0). 当 x1, x2 ∈ Bδ(0) 时

‖ϕ(x1)− ϕ(x2)‖ = ‖g(x2)− g(x1)‖ ≤ 1

2
‖x1 − x2‖.

根据压缩映像原理, 方程 (12.17) 在 Bδ(0) 中有惟一解, 记为 xy. 由 (12.18) 式可知

xy ∈ Bδ(0). 令

U = f−1
(
Bδ/2(0)

)
∩Bδ(0), V = Bδ/2(0),

则我们已经证明了 f |U : U → V 是一一映射, 其逆映射 h(y) = xy 满足

y − g(h(y)) = h(y). (12.19)
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(1) h : V → U 是连续映射: 当 y1, y2 ∈ V 时

‖h(y1)− h(y2)‖ ≤ ‖y1 − y2‖+ ‖g(h(y1))− g(h(y2))‖

≤ ‖y1 − y2‖+
1

2
‖h(y1)− h(y2)‖,

这说明 ‖h(y1)− h(y2)‖ ≤ 2‖y1 − y2‖, ∀ y1, y2 ∈ V .

(2) h : V → U 是可微映射: 设 y0 ∈ V , 则对 y ∈ V , 有

h(y)− h(y0) = (y − y0)−
[
g(h(y))− g(h(y0))

]
= (y − y0)− Jg(h(y0)) · (h(y)− h(y0)) + o

(
‖h(y)− h(y0)‖

)
.

利用 Jf = In + Jg 和 (1), 上式可改写为

Jf(h(y0)) · (h(y)− h(y0)) = (y − y0) + o
(
‖y − y0)‖

)
,

因而

h(y)− h(y0) =
[
Jf(h(y0))

]−1 · (y − y0) + o
(
‖y − y0‖

)
.

这说明 h 在 y0 处可微.

(3) h : V → U 为 Ck 映射: 由 (2) 可知

Jh(y) =
[
Jf(h(y))

]−1
, ∀ y ∈ V. (12.20)

由 f ∈ Ck 知 Jf ∈ Ck−1. 由 (2) 及 (12.20) 可推出 Jh 连续, 即 h ∈ C1. 再由

Jf ∈ Ck−1, h ∈ C1 及 (12.20) 可推出 Jh ∈ C1 即 h ∈ C2. 依次类推, 最后我们就

得到 h ∈ Ck. �
需要指出的是, 多元函数的反函数定理中逆映射只有局部存在性, 这与一元函

数不同.

例 12.5.2. 研究 f : R2 → R2, f(x, y) = (ex cos y, ex sin y) 的逆映射.

注意到

det Jf(x, y) =

∣∣∣∣∣ ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

∣∣∣∣∣ = e2x 6= 0,

这说明 f 局部可逆. 但 f 不是单射, 因此整体不可逆.

另一方面, 当映射的 Jacobi 矩阵退化时, 映射本身也可能可逆.

例 12.5.3. 研究 f : R2 → R2, f(x, y) = (x3, y3) 的逆映射.

显然, f 为光滑映射, 它也是可逆映射. 注意到 f 的逆映射在 (0, 0) 处不可微,

这是由 Jf 在 (0, 0) 处的退化性所造成的.
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例 12.5.4. 设 f : R2 → R 为 Ck(k ≥ 1) 函数, ∂f
∂y (x

0, y0) 6= 0, 在 (x0, y0) 附近

解方程

f(x, y) = f(x0, y0).

解. 显然, (x0, y0)是方程的解. 利用反函数定理,我们可以在 (x0, y0)附近找到

别的解. 为此, 令

F : R2 → R2, F (x, y) = (x, f(x, y)).

在 (x0, y0) 处, 有

det JF (x0, y0) =

∣∣∣∣∣ 1 0
∂f
∂x (x

0, y0) ∂f
∂y (x

0, y0)

∣∣∣∣∣ = ∂f

∂y
(x0, y0) 6= 0.

由反函数定理, 在 (x0, y0) 附近 F 为可逆映射. 于是当 x 在 x0 附近时, 记

F−1
(
x, f(x0, y0)

)
=
(
ϕ(x), ψ(x)

)
,

ϕ(x), ψ(x) 均为 Ck 函数. 根据 F 的定义可得(
ϕ(x), f(ϕ(x), ψ(x))

)
=
(
x, f(x0, y0)

)
,

这说明

ϕ(x) = x, f(x, ψ(x)) = f(x0, y0).

对 x 求导还可得到

∂f

∂x
(x, ψ(x)) +

∂f

∂y
(x, ψ(x)) · ψ′(x) = 0,

从而有

ψ′(x) = −
[∂f
∂y

(x, ψ(x))
]−1 ∂f

∂x
(x, ψ(x)).

y = ψ(x) 称为由 f(x, y) = f(x0, y0) 所决定的隐函数. �
上例可推广到一般维数, 所得结果称为隐映射 (隐函数) 定理.

定理 12.5.2 (隐映射定理). 设 W ⊂ Rn+m 为开集, W 中的点用 (x, y) 表示,

其中 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , ym). f :W → Rm 为 Ck 映射, 用分量表示为

f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y), · · · , fm(x, y)).

设 (x0, y0) ∈ W , 且 det Jyf(x
0, y0) 6= 0, 其中 Jyf(x, y) =

(
∂fi
∂yj

(x, y)
)
m×m

. 则存在

x0 的开邻域 V ⊂ Rn 以及惟一的 Ck 映射 ψ : V → Rm, 使得

(1) y0 = ψ(x0), f(x, ψ(x)) = f(x0, y0), ∀ x ∈ V .

(2) Jψ(x) = −
[
Jyf(x, ψ(x))

]−1
Jxf(x, ψ(x)), 其中 Jxf(x, y) =

(
∂fi
∂xj

(x, y)
)
m×n

.
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证明. 定义 F :W → Rn+m 为 F (x, y) = (x, f(x, y)),在 (x0, y0)处对 F 利用逆

映射定理即可, 因为证明和例 12.5.4 类似, 故略. �
注. y = ψ(x) 称为由 f(x, y) = f(x0, y0) 所决定的隐映射 (隐函数).

例 12.5.5. 设 x2 +2y2 +3z2 + xy− z− 9 = 0, 求 x = 1, y = −2, z = 1 时
∂z

∂x
,

∂z

∂y
,
∂2z

∂x∂y
的值.

解. 令 F (x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2 + xy − z − 9, 则

F (1,−2, 1) = 0, Fz(1,−2, 1) = (6z − 1)|z=1 = 5 6= 0,

故 z 可局部地表示为 x, y 的函数, 记为 z = z(x, y). 由定理 12.5.2, 在 (1,−2, 1) 处,

有
(zx, zy) = −F−1

z · (Fx, Fy)

= −1

5
(2x+ y, 4y + x)|(x,y,z)=(1,−2,1) = (0, 7/5).

又因为

zy = −F−1
z · Fy = − 1

6z − 1
(4y + x),

故
∂2z

∂x∂y
=

6

(6z − 1)2
· zx(4y + x)− 1

6z − 1
,

从而
∂2z

∂x∂y
(1,−2, 1) = −1

5
.

θ

r

(x, y)y

x0

图 12.6 极坐标

例 12.5.6. 平面上直角坐标 (x, y) 和极坐标 (r, θ)

之间的转换公式为

x = r cos θ, y = r sin θ.

求 r 和 θ 关于 x, y 的偏导数.

解. 由反函数定理,
∂r

∂x

∂r

∂y
∂θ

∂x

∂θ

∂y

 =

 ∂x

∂r

∂x

∂θ
∂y

∂r

∂y

∂θ


−1

=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)−1

=
1

r

(
r cos θ r sin θ

− sin θ cos θ

)
,

从而有
∂r

∂x
= cos θ,

∂r

∂y
= sin θ,

∂θ

∂x
= − sin θ

r
,

∂θ

∂y
=

cos θ

r
.



§12.5 逆映射定理和隐映射定理 29

例 12.5.7. 隐式曲面.

设 F : R3 → R 为 Ck(k ≥ 1) 函数. 当 c ∈ R 时, 记

S = F−1(c) = {(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = c},

S 称为 F 的等值面. 如果对于任意 (x, y, z) ∈ S 均有 ∇F (x, y, z) 6= 0, 则称 S 为由

F 决定的隐式曲面.

设 (x0, y0, z0) ∈ S, 不妨设 Fz(x0, y0, z0) 6= 0. 由隐函数定理, 在 (x0, y0, z0) 附

近, S 可用参数曲面 z = z(x, y) 表示:

F (x, y, z(x, y)) = F (x0, y0, z0) = c.

在 (x0, y0, z0) 处曲面的法向量为

~N =
(
1, 0, zx(x0, y0)

)
×
(
0, 1, zy(x0, y0)

)
=
(
− zx(x0, y0),−zy(x0, y0), 1

)
=

1

Fz

(
Fx(x0, y0, z0), Fy(x0, y0, z0), Fz(x0, y0, z0)

)
.

因此 F 在 (x0, y0, z0)处的梯度为 F 在 (x0, y0, z0)处等值面的法向. S 在 (x0, y0, z0)

处的切平面方程为

∇F (x0, y0, z0) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0.

S 在 (x0, y0, z0) 处的法线方程为

x− x0
Fx(x0, y0, z0)

=
y − y0

Fy(x0, y0, z0)
=

z − z0
Fz(x0, y0, z0)

.

例 12.5.8. 隐式曲线.

设 F,G : R3 → R 为 Ck(k ≥ 1) 的映射, c ∈ R. 令

` = F−1(c) ∩G−1(c) = {(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = G(x, y, z) = c}.

如果对任意的 (x, y, z) ∈ `, 均有

∂(F,G)

∂(y, z)
= det

∣∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣∣ 6= 0,

则称 ` 为由 F , G 决定的隐式曲线.

设 m0 = (x0, y0, z0) ∈ `, 由隐映射定理, 在 m0 附近 ` 可由参数曲线

y = y(x), z = z(x)
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l

图 12.7 隐式曲线

表示, 其中

F (x, y(x), z(x)) = G(x, y(x), z(x)) = c,

且 (
y′(x)

z′(x)

)
= −

(
F ′
y F ′

z

G′
y G′

z

)−1(
F ′
x

G′
x

)
,

或写为 {
Fx + Fy · y′ + Fz · z′ = 0,

Gx +Gy · y′ +Gz · z′ = 0.

这说明切向量 (1, y′, z′) 与 ∇F 和 ∇G 均正交. 因而 m0 处 ` 的切线方程为

x− x0∣∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣∣
=

y − y0∣∣∣∣∣ Fz Fx

Gz Gx

∣∣∣∣∣
=

z − z0∣∣∣∣∣ Fx Fy

Gx Gy

∣∣∣∣∣
,

法面方程为 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

以上两例可以推广到一般维数. 为此, 设 W ⊂ Rn 为开集, Φ :W → Rm 为 Ck

(k ≥ 1) 映射, n > m. 固定 c ∈ Rm, 考虑 Φ 的水平集 (level set)

Σ = Φ−1(c) = {x ∈W | Φ(x) = c}.

如果对 Σ 中的每一点 x, JΦ(x) 的秩均为 m, 则 Σ 是 n−m 维的隐式曲面.

事实上, 设 x0 ∈ Σ, 利用隐函数定理可以说明, 在 x0 附近 S 总可以用 n −m

个独立参数表示. 为此, 记 Φ = (ϕ1, · · · , ϕm). 不妨设

∂(ϕ1, · · · , ϕm)

∂(xj1 , · · · , xjm)
(x0) 6= 0.
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根据隐函数定理, 在 x0 附近 Σ 有如下参数表示

Ψ(x1, · · · , x̂j1 , · · · , x̂jm , · · · , xn) = (x1, · · · , xj1 , · · · , xjm , · · · , xn),

其中 xji = ψi(x1, · · · , x̂j1 , · · · , x̂jm , · · · , xn) (1 ≤ i ≤ m) 均为 Ck 函数, 满足等式

Φ ◦Ψ(x1, · · · , x̂j1 , · · · , x̂jm , · · · , xn) = Φ(x1, · · · , ψ1, · · · , ψm, · · · , xn) = c.

在 x0 处对上式关于 xi 求导可得

JΦ(x0)Ψxi(x
0) = 0, i 6= j1, · · · , jm.

这说明 S 在 x0 处的法空间由 ∇ϕ1(x
0), · · · , ∇ϕm(x0) 张成.

习题 12.5

1. 设 A 为 n 阶方阵, ‖A‖ < 1. 证明
∥∥(In −A)−1

∥∥ ≤
(
1− ‖A‖

)−1
.

2. 设 A 为 n 阶可逆方阵, 证明, 存在 ε(A) > 0, 使得当 ‖B‖ < ε(A) 时, A+B 也

是可逆方阵.

3. 设 D 为 Rn 中开集, f : D → Rn 为 Ck (k ≥ 1) 映射. 如果 det Jf 在 D 中处

处非零, 则 f(D) 为 Rn 中开集.

4. 设 f : Rn → Rn 为可微映射, 且 ‖Jf(x)‖ ≤ q < 1, ∀ x ∈ Rn. 证明 f 存在惟一

的不动点.

5. 用本节中证明方法重新证明一元函数的反函数定理,并说明为什么一元函数有

整体的反函数定理.

6. 给出隐函数定理的详细证明.

7. 研究下列函数在指定点的邻域内是否可以将 y 解为 x 的函数:

(1) f(x, y) = x2 − y2, (x, y) = (0, 0);

(2) f(x, y) = sin[π(x+ y)]− 1, (x, y) = (1/4, 1/4);

(3) f(x, y) = xy + ln(xy)− 1, (x, y) = (1, 1);

(4) f(x, y) = x5 + y5 + xy − 3, (x, y) = (1, 1).

8. 计算指点点处的偏导数:

(1) yz − xz3 − 1 = 0, ∂z
∂y (1, 2, 1);

(2) x2 + 2y2 + 3z2 + xy − z = 9, ∂2z
∂x2 (1,−2, 1).

9. 方程组 xv − 4y + 2eu + 3 = 0, 2x − z − 6u + v cosu = 0 在点 x = −1, y =

1, z = −1, u = 0, v = 1 处确定了隐函数 u = u(x, y, z), v = v(x, y, z). 求 u, v

在该点处的 Jacobi 矩阵.
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10. 求下列曲面在指定点的切面:

(1) x3 + 2xy2 − 7z3 + 3y + 1 = 0, (x, y, z) = (1, 1, 1);

(2) (x2 + y2)2 + x2 − y2 + 7xy + 3x+ z4 − z = 14, (x, y, z) = (1, 1, 1);

(3) sin2 x+ cos(y + z) = 3
4 , (x, y, z) = (π/6, π/3, 0);

(4) x2 + y2 = z2 + sin z, (x, y, z) = (0, 0, 0).

11. 求下列曲线在指定点的切线:

(1) x2 + y2 + z2 = 3x, 2x− 3y + 5z = 4, (x, y, z) = (1, 1, 1);

(2) x2 + z2 = 10, y2 + z2 = 10, (x, y, z) = (1, 1, 3);

(3) 3x2 + 3y2 − z2 = 32, x2 + y2 = z2, (x, y, z) = (
√
7, 3, 4);

(4) x3y + y3x = 3− x2y2, (x, y) = (1, 1).

12. 设 D ⊂ Rn 为开集, f : D → R 为 Ck (k ≥ 1) 函数. 如果 ∇f 在 f 的等值面

(水平集) f−1(c) 上处处非零, 证明 ∇f 在超曲面 f−1(c) 上为法向量.

13. 设 U , V 为 Rn 中的开集, f : U → V 为可微映射, 且 det Jf(x) 6= 0, ∀ x ∈ U .

如果 f 的逆映射存在且连续, 则其逆映射一定也是可微的.

14. (∗) 设 f : Rn → Rn 为连续可微的映射, 且

‖f(x)− f(y)‖ ≥ ‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Rn.

证明 f 可逆, 且其逆映射也是连续可微的.

§12.6 Lagrange 乘数法

我们考虑如下极值问题: 设 A,B 为平面上两个不同的点, σ 为平面 C1 曲线,

它将平面分为两个不相交的区域. 假定连接 A,B 的直线段完全包含于其中一个区

域, 请在 σ 上确定一点 C, 使得 C 到 A 和 B 的距离之和 |CA|+ |CB| 最小.

如果不要求 C 落在 σ 上, 则由三角不等式可知, 当 C 落在连接 A,B 的直

线段上时, 距离之和 |CA| + |CB| = |AB| 最小. 当 c > |AB| 时, 考虑水平集

{P ∈ R2 | |PA|+ |PB| = c}, 这是以 A,B 为焦点的椭圆. 当 c 逐渐增大时, 这些椭

圆逐渐靠近 σ. 当椭圆首次与 σ 在 C 处相切时, C 就是我们要找的点. 此时, 函数

|PA|+ |PB| 在 C 处的梯度为椭圆的法向量, 因此也是 σ 在 C 处的法向量.

一般地, 设 U ⊂ Rn 为开集, f : U → R 为可微函数, Φ : U → Rm (n > m) 为

Ck (k ≥ 1) 映射. 记

Σ = Φ−1(0) = {x ∈ U | Φ(x) = 0},

f 在 Σ 上的极值称为条件极值, 方程 Φ(x) = 0 称为约束条件.



§12.6 Lagrange 乘数法 33

如果对任意 x ∈ Σ, 矩阵 JΦ(x) 的秩均为 m, 则称 Σ 上的点满足 m 个独立的

约束条件. 此时, 利用隐函数定理 (参见前节末尾的讨论) 可知 Σ 为 Rn 中 n −m

维隐式曲面, 且 Σ 在 x 处的法空间由 {∇ϕ1(x), · · · ,∇ϕm(x)} 张成, 其中 ϕi 是 Φ

的第 i 个分量. 如果 x0 ∈ Σ 为 f 的极值点, 则 ∇f(x0) 必为 Σ 在 x0 处的法向量.

事实上, 设 γ(t) 是 Σ 上的可微参数曲线, γ(0) = x0. 则 t = 0 是 f ◦ γ(t) 的极值点,

从而是驻点: (
f ◦ γ

)′
(0) = 0, 即 ∇f(x0) · γ′(0) = 0.

注意到 γ′(0) 为 Σ 在 x0 处的切向量. 由 γ 的任意性即知 ∇f(x0) 为 Σ 在 x0 处的

法向量. 因此, 存在 λ1, · · · , λm ∈ R, 使得

∇f(x0) =
m∑
i=1

λi∇ϕi(x
0). (12.21)

{λi}mi=1 称为 Lagrange 乘数.

我们可以用微分学的语言将上述讨论重新总结为下面的结果.

定理 12.6.1 (Lagrange 乘数法). 设 f , Φ 如上, x0 ∈ Σ 为 f 的条件极值点.

如果 JΦ(x0) 的秩为 m, 则存在 λ ∈ Rm, 使得

∇f(x0)− λ · JΦ(x0) = 0. (12.22)

证明. 不妨设
∂(ϕ1, · · · , ϕm)

∂(x1, · · · , xm)
(x0) 6= 0.

由隐映射定理, 存在点 z0 = (x0m+1, · · · , x0n) 的开邻域 V 以及 Ck 映射 ψ : V → Rm

使得

y0 = ψ(z0), Φ
(
ψ(z), z

)
= 0, ∀ z ∈ V.

其中 y0 = (x01, · · · , x0n), y = (x1, · · · , xm), z = (xm+1, · · · , xn), x = (y, z) ∈ U . 在

x0 = (y0, z0) 处求导, 有

Jψ(z0) = −(JyΦ)
−1(x0) · JzΦ(x0). (12.23)

由于 x0 为 f 的条件极值点, 故 z0 为 f
(
ψ(z), z

)
的极值点 (驻点), 在 z0 处求导, 得

Jyf(x
0) · Jψ(z0) + Jzf(x

0) = 0. (12.24)

将 (12.23) 式代入上式, 得

Jzf(x
0) = Jyf(x

0) · (JyΦ)−1(x0) · JzΦ(x0). (12.25)
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记 λ = Jyf(x
0) · (JyΦ)−1(x0), 即

Jyf(x
0) = λ · JyΦ(x0). (12.26)

(12.25) 式可用 λ 改写为

Jzf(x
0) = λ · JzΦ(x0). (12.27)

(12.26) 式和 (12.27) 式结合起来就得到 (12.22) 式. �
在实际应用中, (12.22) 式通常解释为: 如果 x0 为条件极值点, 则 (x0, λ) 为辅

助函数

F (x, λ) = f(x)−
m∑
i=1

λi · ϕi(x)

的驻点.

1

10

y

x

图 12.8 约束距离

例 12.6.1. 求圆周 (x− 1)2 + y2 = 1 上的点与固定点

(0, 1) 的距离的最大值, 最小值.

解. 在约束条件 (x − 1)2 + y2 − 1 = 0 下求距离函数

d =
√
x2 + (y − 1)2 的最大值和最小值. 考虑辅助函数

F (x, y, λ) = x2 + (y − 1)2 − λ[(x− 1)2 + y2 − 1],

求其驻点:

Fx = Fy = Fλ = 0 ⇐⇒


x− λ(x− 1) = 0

y − 1− λy = 0

(x− 1)2 + y2 − 1 = 0

=⇒


x =

−λ
1− λ

y =
1

1− λ
λ = 1±

√
2

在驻点处

d2 = λ2, 即 d = |λ|,

由于 d在圆周上达到最大,最小值,故其最大值必为
√
2+1,最小值必为

√
2− 1. �

x

z
y

图 12.9 长方体表面

例 12.6.2. 体积为 V 的长方体面积最小值为多

少?

解. 设长方体长, 宽, 高分别为 x, y, z, 则面积为

A = 2(xy + yz + zx),

体积为 V = xyz. 在约束条件 xyz − V = 0 之下求 A

的最小值.
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令

F (x, y, λ) = 2(xy + yz + zx)− λ(xyz − V ),

求驻点:

Fx = Fy = Fz = Fλ = 0 =⇒


2(y + z)− λyz = 0

2(z + x)− λzx = 0

2(x+ y)− λxy = 0

xyz − V = 0

=⇒ x = y = z = V
1
3 .

因为当 x, y 或 z → 0 时, A→ +∞, 故 A 的最小值存在, 从而等于 6V
2
3 . �

例 12.6.3. 设 αi > 0, xi > 0, i = 1, · · · , n. 证明

xα1
1 · · ·xαn

n ≤
(
α1x1 + · · ·+ αnxn
α1 + · · ·+ αn

)α1+···+αn

,

等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn.

解. 考虑函数

f(x1, · · · , xn) = ln(xα1
1 · · ·xαn

n ) =
n∑

i=1

αi lnxi

在约束条件
n∑

i=1

αixi = c (c > 0) 下的条件极值. 令

F (x, λ) =
n∑

i=1

αi lnxi − λ
( n∑

i=1

αixi − c
)
,

求驻点:

Fxi = Fλ = 0 =⇒ αi

xi
= λαi,

n∑
i=1

αixi − c = 0,

=⇒ xi =
c

n∑
i=1

αi

, i = 1, · · · , n.

因为在集合

D : xi ≥ 0,
n∑

i=1

αixi = c

的边界上, f 取值为 −∞, 因此 f 在 D 的内部取到最大值, 上述惟一驻点必为最大

值点, 从而

ln(xα1
1 · · ·xαn

n ) ≤
n∑

i=1

αi ln
c∑n

i=1 αi
,
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即

xα1
1 · · ·xαn

n ≤
(
α1x1 + · · ·+ αnxn
α1 + · · ·+ αn

)α1+···+αn

.

习题 12.6

1. 求下列函数在指定约束条件下的最值 (a, b, c > 0):

(1) f(x, y) = xy, x+ y = 1;

(2) f(x, y) = x/a+ y/b, x2 + y2 = 1;

(3) f(x, y) = x2 + y2, x/a+ y/b = 1;

(4) f(x, y) = cosπ(x+ y), x2 + y2 = 1;

(5) f(x, y, z) = x− 2y + 2z, x2 + y2 + z2 = 1;

(6) f(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + z2, x+ y + z = 1;

(7) f(x, y, z) = xaybzc, x, y, z ≥ 0, x+ y + z = 1.

2. 求周长为 2l 的平面三角形的最大面积.

3. 求包含在椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 内各边与坐标轴平行的矩形的最大周长.

4. 求包含在椭球
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 内各面与坐标面平行的长方体的最大体积.

5. 求原点到直线 2x+ 2y + z + 9 = 0, 2x− y − 2z − 18 = 0 的距离.

6. 求椭圆 x2 + 4y2 = 4 到直线 x+ y = 4 的距离.

7. 求圆内接三角形中面积最大者.

8. 设 a1, a2, · · · , an ≥ 0, 求 u =
n∑

i=1

aixi 在高维球面
n∑

i=1

x2i = r2 上的最大值和最

小值.

9. 设 p > 1,
1

p
+

1

q
= 1, 用求条件极值的办法证明 Hölder 不等式

n∑
i=1

uivi ≤
( n∑

i=1

upi

) 1
p
( n∑

i=1

vqi

) 1
q

, ∀ ui, vi ≥ 0, i = 1, · · ·n.

10. (∗) 设 A =
(
aij
)
n×n
为 n 阶方阵, b = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Rn, 令

f(x) = xAx> + bx =
n∑

i,j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi, x ∈ Rn

(1) 分析 f 在 Rn 上的极值;

(2) 分析 f 在约束条件
n∑

i=1

x2i = 1 下的极值.
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§12.7 多元函数微分的补充材料

� 本节内容可作为选读材料.

§12.7.1 叉乘运算

在 Rn 中给定 n − 1 个向量 v1, · · · , vn−1, 我们要构造另一向量 w, 使得 w 与

vi = (vi1, · · · , vin) (1 ≤ i ≤ n− 1) 均正交. 为此, 考虑线性函数 L : Rn → R:

L(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 · · · xn

v11 · · · v1n
...

. . .
...

vn−1
1 · · · vn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

线性函数 L 的梯度是常值向量, 记为 w = (w1, · · · , wn). 于是

L(x) = x · w =

n∑
i=1

xiwi. (12.28)

按照行列式的定义可得

wi = (−1)i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
v11 · · · v1i−1 v1i+1 · · · v1n
...

. . .
...

...
. . .

...

vn−1
1 · · · vn−1

i−1 vn−1
i+1 · · · vn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ , i = 1, · · · , n. (12.29)

由 L 的定义易见 L(vi) = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1). 再由 (12.28) 可知 w 的确与 vi 都正交.

我们称 w 是 v1, · · · , vn−1 的叉乘, 记为

w = v1 × · · · × vn−1.

叉乘还具有下列性质:

• {vi}n−1
i=1 线性相关当且仅当 v1 × · · · × vn−1 = 0. 一方面, 如果 {vi}n−1

i=1 线性

相关, 则 L(x) ≡ 0, 从而 w = ∇L = 0; 另一方面, 如果 {vi}n−1
i=1 线性无关, 则

可以将它们扩充为 Rn 中的一组基 {u, vi | 1 ≤ i ≤ n − 1}. 此时 L(u) 6= 0, 即

u · w 6= 0, 特别地 w 6= 0.

• 叉乘关于关于每一个分量 vi 都是线性的, 即任给 λ, µ ∈ R 以及向量 vi, ṽi, 有

v1×· · ·×(λvi+µṽi)×· · ·×vn−1 = λv1×· · ·×vi×· · ·×vn−1+µv1×· · ·×ṽi×· · ·×vn−1.

• 当 i < j 时, 交换 vi 和 vj 的位置以后叉乘变一个符号, 即

v1 × · · · × vj × · · · × vi × · · · × vn−1 = −v1 × · · · × vi × · · · × vj × · · · × vn−1.
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一般地, 设 σ 为 {1, · · · , n− 1} 的置换, 则

vσ(1) × · · · × vσ(n−1) = (−1)σv1 × · · · × vn−1,

其中 σ 为偶置换时 (−1)σ = 1, σ 为奇置换时 (−1)σ = −1.

• ‖v1×· · ·×vn−1‖ =
[
det
(
vi ·vj

)
(n−1)×(n−1)

]1/2
. 事实上,当 {vi}n−1

i=1 线性相关时

w = 0, det
(
vi · vj

)
(n−1)×(n−1)

= 0; 当 {vi}n−1
i=1 线性无关时, 利用 ‖w‖2 = L(w)

以及 vi · w = 0 可得

‖w‖4 = det


w

v1

...

vn−1




w

v1

...

vn−1


>

= det

(
w · w 0

0
(
vi · vj

)
(n−1)×(n−1)

)

= ‖w‖2 det
(
vi · vj

)
(n−1)×(n−1)

,

这说明 ‖w‖2 = det
(
vi · vj

)
(n−1)×(n−1)

.

• 记 {ei}ni=1 为 Rn 中的标准基, 则 e1 × · · · × ei−1 × ei+1 × · · · × en = (−1)i−1ei.

设 D ⊂ Rn−1 为开集, f : D → R 为可微函数. 考虑参数超曲面 (f 的图像)

ϕ : D → Rn, ϕ(x) =
(
x, f(x)

)
, x = (x1, · · · , xn−1) ∈ D.

它的切向量为 vi = ϕxi = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0, fxi) (第 i 个位置为 1). 利用标准基

{ei}ni=1, v
i 可写为 ei + fxien. 于是超曲面的法向量 ~N 可计算如下:

~N = v1 × · · · × vn−1 = (e1 + fx1en)× · · · × (en−1 + fxn−1en)

= e1 × · · · × en−1 +
n−1∑
i=1

e1 × · · · × fxien × · · · × en−1

= (−1)n−1en +

n∑
i=1

(−1)nfxiei = (−1)n
(
fx1 , · · · , fxn−1 ,−1

)
.

§12.7.2 二次型与极值

在利用 ∇2f 判别极值时, 需要判别其正定或负定性. 我们下面给出判别一个

对称方阵为正定阵的方法.

设 A =
(
aij
)
n×n
为 n 阶对称实方阵, 考虑函数 Q : Rn → R,

Q(x) = 〈x,Ax〉 =
n∑

i,j=1

aijxixj .

因为 n− 1维球面 Sn−1 =
{
x ∈ Rn

∣∣ n∑
i=1

x2i = 1
}
为有界闭集,故 Q在 Sn−1 可以取

到最小值和最大值.
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引理 12.7.1. Q(x) 在 Sn−1 上的最小值必为矩阵 A 的特征值.

证明. 记 λ0 = min
Sn−1

{Q(x)}, 则存在 x0 ∈ Sn−1, 使得 λ0 = Q(x0). 此时 Q(x) ≥
λ0‖x‖2, ∀ x ∈ Rn. 特别地, 对任意 y ∈ Rn, t ∈ R, 有

ϕ(t) = Q(x0 + ty)− λ0‖x0 + ty‖2 ≥ 0.

ϕ(t) 关于 t 为光滑函数, t = 0 时取到最小值 0, 故 ϕ′(0) = 0. 简单的计算表明

〈y,Ax0〉+ 〈x0, Ay〉 − λ0
(
〈x0, y〉+ 〈y, x0〉

)
= 0.

由 A 为对称方阵得 〈y, Ax0 − λ0x
0〉 = 0. 取 y = Ax0 − λ0x

0, 由内积的正定性可得

Ax0 − λ0x
0 = 0. 这说明 λ0 为 A 的特征值. �

这个引理的证明可以推广如下: 设 V ⊂ Rn 为子向量空间, 如果 AV ⊂ V , 则

称 V 为 A 的一个不变子空间. 令

µ = inf{Q(x) |x ∈ V, ‖x‖ = 1},

则完全类似的证明可以推出 µ 为 A 的特征值.

如果 V 为不变子空间, 则其正交补

V ⊥ = {y ∈ Rn | 〈y, x〉 = 0, ∀ x ∈ V }

也是 A 的不变子空间; 而如果 µ 为特征值, 则特征子空间

V (µ) = {x ∈ Rn |Ax = µx}

是不变子空间. 因此, 如果重复上面的证明过程, 我们就可以得到 A 的所有特征值

λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λr, r ≤ n.

其中

λi = min{Q(x)
∣∣x ⊥ V (λ0)⊕ V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λi−1), ‖x‖ = 1}, i ≥ 1.

从而有

引理 12.7.2. 设 A 为 n 阶实对称方阵, 则

(1) A 的特征值全为实数;

(2) A 为正定矩阵 ⇐⇒ 其特征值都是正实数.

证明. (1) 以及 (2) 的 “=⇒” 部分已证.
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(2) 的 “⇐=”: 如果 A 的特征值 λ0, · · · , λr 均为正数, 则 Rn 有正交分解

Rn = V (λ0)⊕ V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λr).

任给 x ∈ Rn, x 6= 0, x 有正交分解

x = x0 + x1 + · · ·+ xr, xi ∈ V (λi),

从而

Q(x) =
r∑

i=0

λi‖xi‖2 > 0.

即 A 是正定方阵. 或者这样证: 由于特征值都大于零, 因而最小特征值也大于零,

由引理 12.7.1 的证明即知 A 是正定的. �

引理 12.7.3. 设 A 为 n 阶实对称方阵, 其正特征值个数 ( 含重数 ) 为 k, 如

果 V 为 Rn 的子向量空间, 且对任意 x ∈ V (x 6= 0), 均有 Q(x) > 0, 则 dimV ≤ k.

证明. (反证法) 设 dimV > k, 记 A 的正特征值对应的特征子空间的直和为

V0,则 dimV0 = k. 考虑正交投影 P : V → V0,因为 dimV > dimV0,故 kerP 6= {0}.
从而存在 x ∈ V (x 6= 0)使得 x⊥V0. 由引理 12.7.2的证明易见,此时必有 Q(x) ≤ 0,

这就导出了矛盾. �
现在我们就得到了矩阵正定性的如下判别法:

定理 12.7.4. A =
(
aij
)
n×n
为正定方阵 ⇐⇒ det

(
aij
)

1≤i≤k
1≤j≤k

> 0, ∀ 1 ≤ k ≤ n.

证明. “=⇒”如果 A正定,则显然
(
aij
)

1≤i≤k
1≤j≤k

正定,其特征值全为正实数,故行

列式为正 (行列式为特征值之积).

“⇐=” 对 n 用归纳法. n = 1 显然. 设命题对 n− 1 成立, 则对于 n 阶方阵, 由

归纳假设,
(
aij
)

1≤i≤n−1
1≤j≤n−1

正定,这说明 A在子向量空间 Rn−1 = {x ∈ Rn |xn = 0}上
正定. 由引理 12.7.3, A 至少有 n− 1 个正的特征值. 又因为 detA > 0, 故所有特征

值均为正数, 由引理 12.7.2 即知 A 是正定的. �

§12.7.3 函数的相关性和独立性

在线性代数中, 向量空间中的一组向量有线性相关或线性独立的说法. 我们现

在考虑多元函数的类似概念. 设 fi : U → R (1 ≤ i ≤ m) 是定义在开集 U ⊂ Rn 上

的一组连续可微函数. 这一组函数也可以看成向量值函数 F : U → Rm 的分量, 其

中

F (x) =
(
f1(x), · · · , fm(x)

)
, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ U.

如果存在开集 V ⊃ F (U) 上定义的连续可微函数 Φ : V → R, 使得

Φ(F ) = Φ(f1, f2, · · · , fm) ≡ 0, 且 ∇Φ(y) 6= 0, ∀ y ∈ V,



§12.7 多元函数微分的补充材料 41

则称 {fi} 在 U 上函数相关.

注. 如果 {fi}函数相关,则根据隐函数定理,存在局部定义的连续可微函数 Ψ,

使得 {fi} 中的某一个函数, 比如 fj , 可以表示为

fj = Ψ(f1, f2, · · · , fj−1, fj+1, · · · , fm),

这种等式也可以用来给出函数相关性的定义.

例 12.7.1. 考察 f1, f2, f3 的函数相关性, 其中

f1(x) =

n∑
k=1

xk, f2(x) =

n∑
k=1

x2k, f3(x) =
∑

1≤i<j≤n

xixj .

解. 直接的计算表明

f1(x)
2 = f2(x) + 2f3(x),

因此 {f1, f2, f3} 是函数相关的 (取 Φ(y) = y21 − y2 − 2y3).

如果在任意点 x0 ∈ U 附近, {fi} 均不是函数相关的, 则称 {fi} 是一组彼此独
立的函数. 如何判断函数的相关性或独立性呢? 我们仍然用微分学的基本手段, 即

作线性化来研究这一问题. 如果 {fi} 是函数相关的, 则对等式 Φ(F ) = 0 求导, 得

到下面的 Jacobi 矩阵之间的等式

JΦ · JF (x) = 0, ∀ x ∈ U.

因为 JΦ = ∇Φ 6= 0, 上式表明 RankJF (x) < m, ∀ x ∈ U , 其中 Rank 表示矩阵的

秩. 特别地, 我们就得到如下函数独立性的一个判别方法.

定理 12.7.5. 设 m ≤ n, {fi} 如上. 如果 RankJF (x) = m, ∀ x ∈ U , 则 {fi}
彼此独立; 特别地, 当 m = n 且 detJF (x) 6= 0 ∀ x ∈ U 时, {fi} 彼此独立.

注. RankJF (x) = m 等价于说向量 {∇fi(x)}mi=1 线性无关.

例 12.7.2. 设 fi(x) =
n∑

j=1

aijxj (1 ≤ i ≤ n) 为 Rn 上的一组线性函数, 则当

detA = 0 时 {fi} 函数相关; 当 detA 6= 0 时 {fi} 彼此独立, 其中 A =
(
aij
)
n×n

.

现在我们注意如下事实: 如果作变量替换 x = ϕ(u), 则 {fi(x)} 的函数相关性
和独立性与 {fi(ϕ(u))} 的函数相关性和独立性是一样的. 利用这件事实, 我们考虑

这样一个特殊情形, 即假设 JF 的秩满足条件

RankJF (x) ≡ l < m, ∀ x ∈ U.
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我们来说明在这种情形下, {fi} 在任何一点 x0 ∈ U 附近都是函数相关的. 事实上,

由于 JF (x0) = l, 不妨设

det

(
∂fi
∂xj

)
1≤i≤l
1≤j≤l

(x0) 6= 0.

考虑函数

G : U → Rn, G(x1, x2, · · · , xn) = (f1(x), f2(x), · · · , fl(x), xl+1, · · · , xn),

易见 det JG(x0) 6= 0,因此,根据逆映射定理, G在 x0 附近可逆,其逆映射 ϕ = G−1

也是连续可微的, x = ϕ(u) 可视为变量替换. 在这个变量替换下, F 可写为

F ◦ ϕ(u) = (u1, u2, · · · , ul, F l+1(u), · · · , Fn(u)).

因为 RankJ(F ◦ ϕ) = RankJF = l, 从上式可知

∂F i

∂uj
≡ 0, ∀ l + 1 ≤ i, j ≤ n.

这说明, 在 u0 = G(x0) 附近, F i (l + 1 ≤ i ≤ n) 只依赖于变量 u1, · · · , ul. 特别地,

映射 F ◦ ϕ 的分量在 u0 = G(x0) 附近是函数相关的, 因此 F 的分量在 x0 附近函

数相关.

令

RankJF = max
x∈U

RankJF (x),

称 RankJF 为 F 在 U 上的秩. 如果 JF 在 x0 ∈ U 处达到此秩, 则在 x0 附近 JF

的秩也是 RankJF . 利用上述讨论, 我们立即得到如下推论

推论 12.7.6. 设 {fi} 以及 F 如上. 如果 JF 在 x0 ∈ U 达到最大秩 l, 则它

的 l 个分量在 x0 附近是彼此独立的, 而其余的分量均和这 l 个分量函数相关.
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本章讨论多元函数的积分问题. 我们遵循的理论框架和第六章类似, 主要的困

难是, 一元函数的积分区域是区间, 而多元函数的积分区域就要复杂得多. 由于两

个变量的函数和更多变量的函数的积分理论并无本质差别, 因此我们从 R2 中的积

分开始讨论. 多元函数的积分和一元函数的积分之间的差别还有: 多元函数的积分

有积分次序的交换问题,多元函数的积分变量替换公式的证明比一元函数积分的变

量替换公式的证明要困难一些.

§13.1 二重 Riemann 积分

设 [a, b], [c, d] 分别为 R 中的区间, 则 I = [a, b]× [c, d] 为 R2 中的矩形, 其直径

d(I) 和面积 σ(I) 分别为

d(I) =
√
(b− a)2 + (d− c)2, σ(I) = (b− a)(d− c).

设这两个区间分别有分割

π1 : a = x0 < x1 < · · · < xm = b, π2 : c = y0 < y1 < · · · < yn = d,

则直线 x = xi (0 ≤ i ≤ m) 和 y = yj (0 ≤ j ≤ n) 将 I 分成 mn 个小矩形

Iij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ], 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

这些区间的分点连同小矩形称为 I 的一个分割, 记为 π = π1 × π2. 分割 π 的模 定

义为 ‖π‖ = max
i,j

d(Iij).

c

d

a b

π1

π2

0

y

x

图 13.1 矩形的分割

43
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f

I

图 13.2 二重积分

定义 13.1.1 (矩形中的 Riemann 积分). 假设

f : I → R 为矩形 I 中定义的函数, 如果存在实数

A, 使得任给 ε > 0, 均存在 δ > 0, 当 ‖π‖ < δ 时, 有∣∣∣∑
i,j

f(ξij)σ(Iij)−A
∣∣∣ < ε, ∀ ξij ∈ Iij ,

则称 f 在 I 中 Riemann 可积或简称可积, A 为 f

在 I 中的积分, 记为

A =

∫
I

f =

∫∫
I

f(x, y) dxdy.

注. (1)我们将
∑
i,j

f(ξij)σ(Iij)称为 f 关于分割 π 的一个 Riemann和,也记为

S(f, π, ξ). 如果 f 可积, 则积分可用极限表示∫
I

f = lim
‖π‖→0

S(f, π, ξ).

(2) 与一元函数类似, f 在 I 上 Riemann 可积的必要条件是 f 为有界函数.

下面假设 f 为 I 中定义的有界函数. 我们象对一元函数所做过的那样来讨论

f 可积的充分必要条件. 记 Mij = sup
p∈Iij

f(p), mij = inf
p∈Iij

f(p), 并令

S(π) = S(π, f) =
∑
i,j

Mijσ(Iij), s(π) = s(π, f) =
∑
i,j

mijσ(Iij),

S(π) 和 s(π) 分别是 f 关于分割 π 的 Darboux 上和与 Darboux 下和. 与一元函数

一样, 称

ωij =Mij −mij = sup
p∈Iij

f(p)− inf
p∈Iij

f(p)

为 f 在小矩形 Iij 中的振幅. f 的上和与下和之差可以表示为

S(π)− s(π) =
∑
i,j

ωijσ(Iij).

如果 [a, b] 的分割 π′
1 是由 π1 通过添加分点得到, [c, d] 的分割 π′

2 是由 π2 通

过添加分点得到, 则称 [a, b] × [c, d] 的分割 π′ = π′
1 × π′

2 是 π = π1 × π2 的一个加

细. 对于加细分割, 下面的命题的证明和一元函数完全类似.

命题 13.1.1. 如果 π′ 是 π 的加细, 则

s(π) ≤ s(π′) ≤ S(π′) ≤ S(π),

即分割加细后下和不减, 上和不增.
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推论 13.1.2. 对于 I 的任何两个分割 π1, π2, 均有 s(π1) ≤ S(π2).

证明. 设 π1 = π1 × π2, π
2 = π′

1 × π′
2, 令

π = π1 ∪ π2 = (π1 ∪ π′
1)× (π2 ∪ π′

2),

则 π 既是 π1 的加细, 又是 π2 的加细, 因此

s(π1) ≤ s(π) ≤ S(π) ≤ S(π2),

这说明下和总是不超过上和. �
对于有界函数, 它的上和与下和也都是有界的. 因此可以考虑

S(f) = inf
π
S(π), s(f) = sup

π
s(π).

分别称 S(f), s(f) 为 f 在 I 中的上积分与下积分.

例 13.1.1. 如果 f(x) = k 为常值函数, 则它在 I 上的任何 Riemann 和均为

kσ(I), 因此常值函数可积. 同时, 常值函数的上积分和下积分与其积分也相等.

如果 k 为常数, 则易见 f + k 可积当且仅当 f 可积, 且

S(f + k) = S(f) + kσ(I), s(f + k) = s(f) + kσ(I).

我们有

定理 13.1.3 (Darboux). 设 f 为 I 中的有界函数, 则

lim
‖π‖→0

S(π) = S(f), lim
‖π‖→0

s(π) = s(f).

图 13.3 矩形的内缩

证明. 我们以上和为例证明第一个等式. 因为 f 有

界, 根据刚才的讨论, 不妨设 0 ≤ f ≤ M . 任给 ε > 0,

存在分割 π′, 使得

S(π′) < S(f) +
ε

2
.

设 δ > 0 为充分小的正数, 如果 Iij = [xi−1, xi] ×
[yj−1, yj ] 为分割 π′ 的一个小矩形, 则将它沿每一条边

向其内部平行地内缩 δ 距离, 得 (开) 矩形

Iδij = (xi−1 + δ, xi − δ)× (yj−1 + δ, yj − δ),
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记

Jδ = I −
∪
i,j

Iδij ,

则 Jδ 是一些 (闭) 矩形之并, 其面积 σ(Jδ) 可以定义, 且当 δ 趋于零时, 该面积趋

于零. 我们固定一个充分小的 δ, 使得

σ(Jδ) <
ε

2M + 1
.

现在设 ‖π‖ < δ, 对于分割 π 中的每一个小矩形来说, 不难看出, 要么它完全含于

Jδ, 要么它完全含于分割 π′ 的某个 (开) 矩形之内, 二者必居其一 (也可同时成立).

因此, π 的上和有下面的估计:

S(f) ≤ S(π) ≤Mσ(Jδ) + S(π′)

≤M
ε

2M + 1
+ S(f) +

ε

2

< S(f) + ε.

这说明 lim
‖π‖→0

S(π) = S(f). �

注. 读者可以思考一下, 这里的证明和一元函数相应的证明有何不同?

有了 Darboux 定理, 下面判断可积性定理的证明和一元函数就没什么不同了.

定理 13.1.4 (可积的充要条件). 设 f 为 I 中的有界函数, 则下列条件等价:

(1) f 在 I 中 Riemann 可积.

(2) f 在 I 中的上积分和下积分相等.

(3) lim
‖π‖→0

∑
i,j

ωijσ(Iij) = 0.

(4) 任给 ε > 0, 存在 I 的某个分割 π, 使得

S(π)− s(π) =
∑
i,j

ωijσ(Iij) < ε.

对于二元函数, 下面的结果也是成立的.

定理 13.1.5 (Riemann). 设 f 为 I 中定义的有界函数, 则 f 可积当且仅当任

给 ε, η > 0, 存在 I 的分割 π, 使得∑
{Iij∈π|ωij≥η}

σ(Iij) < ε.

因为闭矩形中的连续函数一定一致连续, 我们立即得到

推论 13.1.6. 设 f 为矩形 I 中的连续函数, 则 f 是 Riemann 可积的.

和一元函数一样, 我们引入零测集的概念来刻画可积函数.
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定义 13.1.2 (零测集). 设 A ⊂ R2 为平面点集. 如果任给 ε > 0, 存在至多可

数个闭矩形 {Ii}, 使得

A ⊂
∪
i≥1

Ii, 且
∑
i≥1

σ(Ii) < ε,

则称 A 为零测集.

和一维的情形类似, 我们有

命题 13.1.7. (1) 有限点集均为零测集; (2) 零测集的子集仍为零测集; (3) 可

数个零测集之并仍为零测集; (4) 矩形的边界是零测集; (5) 设 φ 为 [a, b] 中的一元

可积函数, 则其图像 graph(φ) = {(x, φ(x)) ∈ R2 | x ∈ [a, b]} 为零测集.

证明. 前三条的证明和一维的情形完全类似, 我们略去.

(4) 设 δ > 0 为充分小的正数, 将矩形分别内缩 δ 距离和外展 δ 距离, 得到两

个矩形, 原矩形的边界包含于这两个矩形之差, 这两个矩形之差可以分为若干小矩

形之并. 当 δ 趋于零时, 它们的面积之和趋于零, 因此原矩形的边界为零测集.

(5) 任给 ε > 0, 因为 φ 为一元可积函数, 故可取 [a, b] 的分割

π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

使得
n∑

i=1

ωi∆xi < ε, 其中 ωi = Mi −mi 为 φ 在小区间 [xi−1, xi] 中的振幅, Mi 和

mi 分别是 φ 在该小区间中的上确界与下确界. 因此

{(x, φ(x)) |x ∈ [xi−1, xi]} ⊂ [xi−1, xi]× [mi,Mi] = Ii, 1 ≤ i ≤ n.

这说明

graph(φ) ⊂
n∪

i=1

Ii.

注意到
n∑

i=1

σ(Ii) =
n∑

i=1

(xi − xi−1)(Mi −mi) =
n∑

i=1

ωi∆xi < ε,

这说明 graph(φ) 为零测集. �

a b0

y

x

图 13.4 矩形的边界和可积函数的图像
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注. 从命题的证明还可以看出, 因为矩形的边界为零测集, 在零测集定义中将

“闭矩形” 换成 “开矩形” 也是可以的.

设 f : A→ R 为有界函数, x ∈ A. f 在 x 处的振幅定义为

ω(f, x) = lim
r→0+

sup{|f(x1)− f(x2)| : x1, x2 ∈ Br(x) ∩A}.

易见, f 在 x 处连续当且仅当 ω(f, x) = 0. 设 δ > 0, 记

Dδ = {x ∈ A |ω(f, x) ≥ δ},

则 f 的间断点 (不连续点) 全体为 Df =
∞∪

n=1
D 1

n
.

定理 13.1.8 (Lebesgue). 设 f 为矩形 I 中定义的有界函数. 则 f 可积当且仅

当 f 的间断点集 Df 为零测集.

证明. 这个定理的证明和一元函数相应的 Lebesgue 定理的证明没有本质不同,

只要注意使用本节 Darboux 定理证明中矩形内缩的技巧即可, 留作练习. �
下面的推论是显然的.

推论 13.1.9. (1) 设 f 是矩形 I 中定义的可积函数, 矩形 J 包含于 I, 则 f

也是 J 中的可积函数; (2) 如果矩形 I 被有限个矩形 {Ji} 所覆盖, 且 f 在每个 Ji

中都是可积的, 则 f 在 I 中也是可积的.

为了研究函数在一般集合 (不必为矩形) 中的可积性问题, 我们先引进可求面

积集的概念. 设 A ⊂ R2 为平面点集, 回忆特征函数 χA : R2 → R 的定义:

χA(x) =

1, x ∈ A,

0, x /∈ A.

定义 13.1.3 (可求面积集). 设 A 为有界集合, I 为包含 A 的矩形. 如果 A 的

特征函数 χA 在 I 中可积, 则称 A 为可求面积集, 其面积 σ(A) 定义为 χA 在 I 中

的积分.

有界集合 A 是否可求面积以及面积的大小与定义中矩形 I 的选取无关. 如果

A 本身就是一个矩形, 则按此定义给出的面积和矩形的面积公式给出的面积相同.

命题 13.1.10. 设 A 为有界集合, 则 A 可求面积当且仅当其边界 ∂A 为零测

集. 特别地, 当 A 可求面积时, 其闭包 Ā 也可求面积.

证明. 取矩形 I ⊃ Ā, 且 Ā 与 I 的边界不相交. 易见, 特征函数 χA 在 I 中的

间断点集恰为 ∂A. 由 Lebesgue 定理可知 A 为可求面积集当且仅当 ∂A 为零测集.

由 ∂Ā ⊂ ∂A 可知, 当 A 可求面积时 Ā 也可求面积. �
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有了这些预备, 我们可以考虑函数在一般集合中的积分了. 为了简单起见, 我

们只考虑函数在可求面积集中的积分. 设 A 是可求面积的有界集合, f : A→ R 为
A 中定义的有界函数, 将 f 零延拓为 R2 中的函数 fA 如下:

fA(x) =

f(x), x ∈ A,

0, x ∈ R2 \A.

定义 13.1.4. 设 A 和 f 如上, I 为包含 A 的矩形. 如果 fA 在 I 中可积, 则

称 f 在 A 中可积, 其积分定义为 fA 在 I 中的积分, 即∫
A

f =

∫
I

fA.

这个定义也和矩形 I 的选取无关.当 A本身就是矩形时,这个定义和矩形中积

分的定义是一致的. 下面的定理给出了函数在可求面积的集合中可积的判别条件.

定理 13.1.11. 设 f : A → R 是可求面积集合 A 中定义的有界函数. 则 f 可

积当且仅当 f 在 A 中的间断点集为零测集.

证明. 取矩形 I ⊃ Ā, 且 Ā 与 I 的边界不相交. 由定义, f 在 A 中可积当且仅

当 fA 在 I 中可积.根据 Lebesgue定理, fA 可积当且仅当其间断点集为零测集. 因

为在 I \ Ā 中 fA 为零, 因此 fA 的间断点都在 Ā 中. 又由于 ∂A 为零测集, 故 fA

可积当且仅当 fA 在 A \ ∂A中的间断点集为零测集. 在 A \ ∂A中 fA = f ,因此 fA

可积当且仅当 f 在 A \ ∂A 中的间断点集是零测集, 也就是说当且仅当 f 在 A 中

的间断点集为零测集. �
习题 13.1

1. 证明, 如果 f , g 均为矩形 I 中的可积函数, 则 fg 也是 I 中的可积函数.

2. 证明, 如果 f , g 分别是 [a, b] 和 [c, d] 中的一元可积函数, 则 f(x)g(y) 是矩形

[a, b]× [c, d] 中的可积函数.

3. 直接证明只有有限个间断点的有界函数是 Riemann 可积的.

4. 设函数 f(x, y) 定义在矩形 [a, b] × [c, d] 中, 且对于每一个固定的 x ∈ [a, b],

f(x, y)是关于 y 的单调递增函数,而对于每一个 y ∈ [c, d], f(x, y)是关于 x的

单调递增函数. 证明 f 是可积的.

5. 设非负函数 f 在矩形 I 中可积, 则
√
f 在 I 中也可积.

6. 设 f 是 [a, b] 中的一元连续函数, ϕ : I → [a, b] 为矩形 I 中的可积函数, 则复

合函数 f ◦ ϕ 为矩形 I 中的可积函数.
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7. 设 f 在矩形 I 中连续, 映射 ϕ = (ϕ1, ϕ2) : J → I 的两个分量均为矩形 J 中的

可积函数, 则复合函数 f ◦ ϕ 为 J 中的可积函数.

8. 设 I, J 为矩形, 且 I ⊂ J . 证明特征函数 χI 在 J 中可积, 且其积分为 I 的面

积.

9. 设 A 为 R 中的零测集. 证明 A× R 为 R2 中的零测集.

10. 设 γ : (a, b) → R2 为连续曲线, γ(t) = (x(t), y(t)). 如果 x(t) 或 y(t) 连续可微,

则 γ
(
(a, b)

)
为 R2 中的零面积集.

11. 设 D(x) 是区间 [a, b] 中定义的 Dirichlet 函数, 它的图像是否为零测集?

12. 矩形 I = [a, b] × [c, d] 中的 Dirichlet 函数 D(x, y) 定义为: 当 x, y 均为有理数

时 D(x, y) = 1, 否则 D(x, y) = 0. 证明 D(x, y) 不可积, 再用 Lebesgue 定理说

明矩形不是零测集.

§13.2 多重积分及其基本性质

前面一节关于二元函数积分的理论可以直接推广多元函数. 在 n 维欧氏空间

Rn 中, 称点集

I = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn]

为一个 n 维矩形, 其直径 d(I) 和体积 v(I) 分别为

d(I) =
√
(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2, v(I) = (b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bn − an).

设区间 [ai, bi] (i = 1, 2, · · · , n) 有分割

πi : ai = xi0 < xi1 < · · · < ximi
= bi,

这时超平面 xi = xij (i = 1, 2, · · · , n; j = 0, 1, · · · ,mi) 将 I 分割成 m1 ·m2 · · ·mn 个

小 n 维矩形

Ii1···in = [x1i1−1, x
1
i1 ]× · · · × [xnin−1, x

n
in ], 1 ≤ i1 ≤ m1, · · · , 1 ≤ in ≤ mn.

这些小矩形所形成的分割记为 π = π1 × · · · × πn, 定义

‖π‖ = max
i1···in

d(Ii1···in),

称为分割 π 的模.
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定义 13.2.1 (n 维矩形上的 Riemann 积分). 设 f : I → R 为 n 维矩形 I 中

定义的函数. 如果存在实数 A, 使得任给 ε > 0, 均存在 δ > 0, 当 ‖π‖ < δ 时, 有∣∣∣ ∑
i1···in

f(ξi1···in)v(Ii1···in)−A
∣∣∣ < ε, ∀ ξi1···in ∈ Ii1···in ,

则称 f 在 I 中 Riemann 可积或简称可积, A 为 f 在 I 中的积分, 记为

A =

∫
I

f =

∫
I

f(x) dx =

∫
· · ·
∫
I

f(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn.

多元函数积分的理论与二元函数积分的理论是完全类似的, 我们不再重复叙

述,只是指出 Rn 中零测集和可求体积集分别对应于 R2 中的零测集和可求面积集,

读者可以自行写出它们的定义.

下面考虑积分的基本性质.

命题 13.2.1. 设 A ⊂ Rn 为可求体积, f, g 在 A 中可积. 则 fg,|f |, λf + µg 均

可积, 其中 λ, µ ∈ R, 且 ∫
A

(λf + µg) = λ

∫
A

f + µ

∫
A

g.

当 f ≥ g 时,

∫
A

f ≥
∫
A

g. 特别地, 有
∣∣∣ ∫

A

f
∣∣∣ ≤ ∫

A

|f |.

证明. 只需在矩形中考虑即可, 留作练习. �

命题 13.2.2. 设集合 A 可求体积, I ⊃ A 为矩形, 则 I \ A 可求体积, 且

v(I \ A) = v(I) − v(A). 设 A,B 均可求体积, 则 A ∩ B,A ∪ B 也可求体积, 且

v(A ∪B) = v(A) + v(B)− v(A ∩B).

证明. 在矩形 I 中, 特征函数 χI\A = 1− χA, 这说明 I \A 可求体积, 且

v(I \A) =
∫
I

(1− χA) = v(I)− v(A).

同理, 由 χA∩B = χAχB 可知 A ∩B 可求体积. 由

χA∪B = χA + χB − χA∩B

可知 A ∪B 可积, 且 v(A ∪B) = v(A) + v(B)− v(A ∩B). �

推论 13.2.3. 矩形不是零测集.

证明. 设 {Ii}为至多可数个矩形,它们覆盖了矩形 I. 不妨设 {Ii}均为开矩形.

根据有限覆盖定理, 存在有限个 Ii (i ≤ k) 使得它们仍然覆盖 I. 这说明

v(I) ≤ v
( ∪

i≤k

Ii

)
≤
∑
i≤k

v(Ii),

特别地, I 不可能为零测集. �
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命题 13.2.4. A 为可求体积集且体积为零当且仅当任给 ε > 0, 存在有限个矩

形 {Ii}, 使得
A ⊂

∪
i

Ii,
∑
i

v(Ii) < ε.

证明. 设 A 体积为零, 由刚才的推论可知 A 不含内点, 从而 A ⊂ ∂A. 由 A 可

求体积可知 ∂A 为零测集. 任给 ε > 0, 存在至多可数个矩形 {Ii}, 使得

∂A ⊂
∪
i≥1

Ii,
∑
i≥1

v(Ii) < ε.

因为 ∂A 为有界闭集, 根据有限覆盖定理, 存在 k 使得

A ⊂
∪
i≤k

Ii,
∑
i≤k

v(Ii) < ε.

反之, 如果上式成立, 则对 Ā 也满足上式, 这说明 Ā 为零测集. 特别地, ∂A ⊂ Ā 为

零测集, 从而 A 可求体积. 此时

v(A) ≤ v
( ∪

i≤k

Ii

)
≤
∑
i≤k

v(Ii) < ε,

由 ε 的任意性可知 v(A) = 0. �

定理 13.2.5 (积分中值定理). 设 A 为可求体积的有界集合, f, g 为 A 中的可

积函数. 如果 g 在 A 中不变号, 则存在 µ ∈ R, 使得∫
A

fg = µ

∫
A

g,

其中 inf
A
f ≤ µ ≤ sup

A
f .

证明. 不妨假设 g ≥ 0, 则

(inf
A
f)g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ (sup

A
f)g(x), ∀ x ∈ A.

由 fg 可积可得

(inf
A
f)

∫
A

g ≤
∫
A

fg ≤ (sup
A
f)

∫
A

g,

如果

∫
A

g = 0, 则上式表明 fg 在 A 上的积分也为零, 此时 µ 可任意取值. 设∫
A

g > 0, 则

inf
A
f ≤

[ ∫
A

g
]−1

∫
A

fg ≤ sup
A
f,

令

µ =
[ ∫

A

g
]−1

∫
A

fg,

则 µ 满足定理的要求. �
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推论 13.2.6. 设 A 为可求体积的连通闭集, f 为 A 中的连续函数. 如果 g 是

A 中不变号的可积函数, 则存在 ξ ∈ A, 使得∫
A

fg = f(ξ)

∫
A

g,

证明. 利用积分中值定理和连续函数的介值定理即可. �
习题 13.2

1. 类比于 R2, 试给出 Rn 中零测集的定义.

2. 证明, n 维矩形的边界是 Rn 中的零体积集; Rn 中的超平面是零测集.

3. 设 f 在 n 维矩形 I 中可积, J ⊂ I 为子矩形. 则 f 在 J 中也可积.

4. 设 A 可求体积且体积为零, 则任何有界函数在 A 中均可积且积分为零.

5. 设 A 可求体积, f, g 在 A 中可积, 则 max{f, g} 和 min{f, g} 也在 A 中可积.

6. 设 A,B 可求体积且 A ⊂ B, 则 B \A 可求体积, 且 v(B \A) = v(B)− v(A).

7. 设 A 可求体积, 则 Ā 也可求体积且 v(Ā) = v(A).

8. 设 A1, · · · , Ak 为可求体积的有界集合, 则 A1 ∪ · · · ∪Ak 可求体积, 且

v
(
A1 ∪ · · · ∪Ak

)
=

k∑
i=1

∑
1≤j1<···<ji≤k

(−1)i−1v
(
Aj1 ∩ · · · ∩Aji

)
.

进一步将上式推广到函数积分的情形.

9. 设 f 为矩形 I 上的非负连续函数, 则

∫
I

f ≥ 0, 且等号成立当且仅当 f ≡ 0.

10. 设 f > 0 为矩形 I 上的可积函数, 则积分

∫
I

f > 0.

11. 利用积分中值定理, 证明

1.96 ≤
∫∫

|x|+|y|≤10

dxdy

100 + cos2 x+ cos2 y
< 2.

12. 设 f 为连续函数, 求极限

lim
r→0+

1

πr2

∫∫
x2+y2≤r2

f(x, y) dxdy.
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§13.3 重积分的计算

我们现在讨论重积分的计算问题.重积分的一个常用的计算方法就是转化为一

元函数的积分去处理. 我们先以矩形上的二重积分为例加以说明.

设 f(x, y)为矩形 I = [a, b]× [c, d]中的有界函数. 对于每一个固定的 x ∈ [a, b],

f(x, y) 可以看成区间 [c, d] 中关于 y 的函数, 它在 [c, d] 中的下积分和上积分分别

记为 ϕ(x) 和 ψ(x), 这样我们就得到了定义在 [a, b] 中的两个有界函数.

定理 13.3.1. 设 f(x, y) 在 I 中可积, 则 ϕ(x) 和 ψ(x) 在 [a, b] 中均可积, 且∫
I

f =

∫ b

a

ϕ(x) dx =

∫ b

a

ψ(x) dx.

证明. 用记号 π1, π2 分别表示 [a, b] 和 [c, d] 的分割:

π1 : a = x0 < x1 < · · · < xm = b, π2 : c = y0 < y1 < · · · < yn = d,

I 的相应分割记为 π = π1 × π2. 因为 f 在 I 中可积, 故任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当

‖π‖ < δ 时 ∫
I

f − ε <
∑
ij

f(ξij)σ(Iij) <

∫
I

f + ε, ∀ ξij = (ξi, ηj) ∈ Iij .

特别地, 当 ‖π1‖ < δ/
√
2, ‖π2‖ < δ/

√
2 时, 上式成立. 此时有∫

I

f − ε ≤
∑
ij

inf
ηj∈[yj−1, yj ]

f(ξi, ηj)∆xi∆yj

≤
∑
ij

sup
ηj∈[yj−1, yj ]

f(ξi, ηj)∆xi∆yj ≤
∫
I

f + ε,

因为
n∑

j=1

inf
ηj∈[yj−1, yj ]

f(ξi, ηj)∆yj 是函数 f(ξi, y)在 [c, d]上的 Darboux下和,故

n∑
j=1

inf
ηj∈[yj−1, yj ]

f(ξi, ηj)∆yj ≤ ϕ(ξi).

同理
n∑

j=1

sup
ηj∈[yj−1, yj ]

f(ξi, ηj)∆yj ≥ ψ(ξi).

因此我们得到 ∫
I

f − ε ≤
m∑
i=1

ϕ(ξi)∆xi ≤
m∑
i=1

ψ(ξi)∆xi ≤
∫
I

f + ε.

这说明 ϕ(x) 和 ψ(x) 在 [a, b] 中均可积, 且积分等于 f 在 I 中的积分. �
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推论 13.3.2. 设 f(x, y) 在矩形 I 中可积. 如果对于每一个 x ∈ [a, b], 变量 y

的函数 f(x, y) 在 [c, d] 中可积, 则∫
I

f =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy.

同理, 如果对于每一个 y ∈ [c, d], 变量 x 的函数 f(x, y) 在 [a, b] 中可积, 则∫
I

f =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx.

推论 13.3.3. 设 f(x, y) 为矩形 I 中的连续函数, 则有∫
I

f =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx,

上式最左边为重积分, 右边称为累次积分.

对于多重积分, 类似的结果也成立. 例如, 三重积分在一定条件下可以化为二

重积分和一重积分.

例 13.3.1. 设 I = [0, 1]× [0, 1], 计算积分∫∫
I

y dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

.

解. 被积函数是连续函数, 因此∫∫
I

y dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

y dy

(1 + x2 + y2)
3
2

=

∫ 1

0

( 1√
1 + x2

− 1√
x2 + 2

)
dx = ln

2 +
√
2

1 +
√
3
.

例 13.3.2. 设 I = [0, 1]× [0, 1], 计算积分
∫
I

f , 其中

f(x, y) =

1− x− y, x+ y ≤ 1,

0, x+ y > 1.

解. 函数 f 为连续函数, 故∫
I

f =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y) dy

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

(1− x− y) dy

=

∫ 1

0

1

2
(1− x)2 dx =

1

6
.
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例 13.3.3. 设 I = [0, 1]3 = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1], 计算积分∫
I

dxdydz

(1 + x+ y + z)3
.

解. 被积函数是连续函数, 因此∫
I

dxdydz

(1 + x+ y + z)3
=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz

(1 + x+ y + z)3

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

1

2

[ 1

(1 + x+ y)2
− 1

(2 + x+ y)2

]
dy

=

∫ 1

0

1

2

[( 1

1 + x
− 1

2 + x

)
−
( 1

2 + x
− 1

3 + x

)]
dx

=
1

2
(5 ln 2− 3 ln 3).

现在我们讨论一般区域上重积分化累次积分的问题,这往往可以通过考虑矩形

上的积分予以解决.

定理 13.3.4. 设 A ⊂ R2 为可求面积的有界集合, f : A→ R 为有界连续函数.

记 A 在 x 轴上的垂直投影为

I = {x ∈ R |存在 y 使得 (x, y) ∈ A}.

如果对于每一点 x ∈ I, Ax = {y ∈ R | (x, y) ∈ A} 是区间 ( 可退化为一点 ), 则∫
A

f =

∫
I

dx

∫
Ax

f(x, y) dy.

同理, 记 A 在 y 轴上的垂直投影为

J = {y ∈ R |存在 x 使得 (x, y) ∈ A}.

如果对于每一点 y ∈ J , Ay = {x ∈ R | (x, y) ∈ A} 是区间 ( 可退化为一点 ), 则∫
A

f =

∫
J

dy

∫
Ay

f(x, y) dx.

证明. 因为 A可求面积, f 有界连续,故 f 可积.取包含 A的矩形 [a, b]× [c, d],

则 fA 在 [a, b]× [c, d] 中可积. 当 x ∈ I 时, fA(x, y) 关于 y 在 [c, d] 中的积分等于连

续函数 f(x, y)关于 y 在区间 Ax 中的积分. 当 x ∈ [a, b]∩ Ic 时 fA(x, y) = 0. 因此,

对于每一个 x ∈ [a, b], fA(x, y) 关于 y 在 [c, d] 中均可积, 从而有∫
A

f =

∫
[a,b]×[c,d]

fA =

∫ b

a

dx

∫ d

c

fA(x, y) dy

=

∫
I

dx

∫ d

c

fA(x, y) dy =

∫
I

dx

∫
Ax

f(x, y) dy.

关于 y 轴投影的结果完全类似. �
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A

x
0

{ {
I

Ax
A

y2(x)

y1(x)

0

y

a bx

图 13.5 多重积分的投影法

注. 只要 f 在 A中可积,且 f(x, y)关于 y 在每一个区间 Ax 中可积,则定理的

第一个结论仍然成立, 第二个结论类似. 定理中的这种计算重积分的方法称为 “投

影法”.

设 y1(x) ≤ y2(x) 为 [a, b] 中定义的连续函数, 考虑有界集合

A = {(x, y) ∈ R2 | y1(x) ≤ y ≤ y2(x), a ≤ x ≤ b},

其边界为零测集, 因此 A 可求面积. A 和与 x 轴垂直的直线的交要么为空集, 要么

为区间, 因此得到

定理 13.3.5. 设 y1, y2 和 A 如上. 函数 f : A → R 可积, 且对于每一个

x ∈ [a, b], 关于 y 的积分 ∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y) dy

存在, 则 ∫
A

f =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y) dy.

证明. 证明和上一定理类似, 略. �

A

x2(y)x1(y)

0
x

c

d

y

图 13.6 向 y 轴的投影

同样, 如果 A 形如

{(x, y) ∈ R2 |x1(y) ≤ x ≤ x2(y), c ≤ y ≤ d},

在类似条件下就有∫
A

f =

∫ d

c

dy

∫ x2(y)

x1(y)

f(x, y) dx.

对于一般的 n 重积分, 类似的结果也成立 (把区间换

成矩形), 我们仅举例说明.
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A

0
x

y

1

y = x

x = 1
图 13.7 三角区域投影

例 13.3.4. 计算积分

I =

∫
A

x2y2 dxdy,

其中 A 是由直线 y = 0, x = 1 和 y = x 围成的三角形区

域.

解. 利用向 x 轴作投影, 得

I =

∫ 1

0

dx

∫ x

0

x2y2 dy =

∫ 1

0

1

3
x5 dx =

1

18
.

例 13.3.5. 计算积分

I =

∫
A

y2 dxdy,

其中 A 是由直线 2x− y − 1 = 0 与抛物线 x = y2 所围成的区域.

解. 直线 2x − y − 1 = 0 与抛物线 x = y2 的交点为
(1
4
,−1

2

)
和 (1, 1). 利用向

y 轴作投影, 得

I =

∫ 1

− 1
2

dy

∫ y+1
2

y2

y2 dx =

∫ 1

− 1
2

[1
2
y2(y + 1)− y4

]
dy =

63

640
.

A

0
x

y

1

1

−1
2

x = y2

x = 1
2 (y + 1)

A

0
x

y

1

1

y = x2
y = x

图 13.8 直线和抛物线相交区域的投影

例 13.3.6. 计算积分

I =

∫ 1

0

dy

∫ √
y

y

sinx

x
dx.

解. 这个积分必须交换次序才行. 它可以看成连续函数
sinx

x
在由直线 y = x

和抛物线 y = x2 所围成的区域上的积分, 因而

I =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

sinx

x
dy =

∫ 1

0

sinx

x
(x− x2) dx = 1− sin 1.
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0
x

y

x0 − r x0 + r

(x0, y0)

r

图 13.9 圆盘的投影

例 13.3.7. 用投影法求平面中圆的面积.

解. 设 (x − x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ r2 为平面上圆

心在 (x0, y0), 半径为 r 的圆. 向 x 轴做投影得区

间 I = [x0 − r, x0 + r], 任给 x ∈ I, 圆所截出的区

间长度为 2
√
r2 − (x− x0)2, 因此圆的面积为

v =

∫ x0+r

x0−r

2
√
r2 − (x− x0)2 dx

= 2

∫ π
2

−π
2

r2 cos2 θ dθ = πr2.

例 13.3.8. 在区域 A = {(x, y) ∈ R2 |x, y ≥ 0, x+ y ≤ a} (a > 0) 上计算积分∫
A

xy dxdy.

解. 被积函数是连续函数, 因此∫
A

xy dxdy =

∫ a

0

dx

∫ a−x

0

xy dy =

∫ a

0

1

2
x(a− x)2 dx =

a4

24
.

A

0
x

y

z

a

a

a

图 13.10 三角面的投影

例 13.3.9. 在如下区域 (a > 0)

A = {(x, y, z) ∈ R3 |x, y, z ≥ 0, x+ y + z ≤ a}

上计算积分
∫
A

xyz dxdydz.

解. 利用上例, 有∫
A

xyz dxdydz =

∫ a

0

dx

∫∫
y,z≥0, y+z≤a−x

xyz dydz

=

∫ a

0

1

24
x(a− x)4 dx =

1

720
a6.

例 13.3.10. 求 n 维单形 ∆n(a) (a > 0) 的体积, 其中

∆n(a) = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn |x1 ≥ 0, · · · , xn ≥ 0, x1 + · · ·+ xn ≤ a}.

解. 被积区域 ∆n(a) 可以表示为

{x ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ a− x1, · · · , 0 ≤ xn ≤ a− x1 − · · · − xn−1},

因此

v(∆n(a)) =

∫ a

0

dx1

∫ a−x1

0

dx2 · · ·
∫ a−x1−···−xn−1

0

dxn.
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在上式右端中对各个一元积分依次做变量替换

yn = x1 + · · ·+ xn, · · · , y2 = x1 + x2, y1 = x1,

得

v(∆n(a)) =

∫ a

0

dy1

∫ a

y1

dy2 · · ·
∫ a

yn−1

dyn

=

∫ a

0

dy1

∫ a

y1

dy2 · · ·
∫ a

yn−2

(a− yn−1) dyn−1

= · · · = 1

(n− 1)!

∫ a

0

(a− y1)
n−1 dy1

=
an

n!
.

习题 13.3

1. 计算下列积分:

(1)

∫
I

x2

2− y2
dxdy, I = [0, 1]× [0, 1];

(2)

∫
I

sin(x+ y) dxdy, I =
[
0, π/2

]
×
[
0, π/2

]
;

(3)

∫
A

sin2 x dxdy, A 是由 y = 0, x =
√
π/2, y = x 所围成的区域;

(4)

∫
A

x2

y2
dxdy, A 是由 x = 2, y = x 和 xy = 1 所围成的区域;

(5)

∫
A

xy2 dxdy, A 是由 y2 = 2px, x = p/2 (p > 0) 所围成的区域.

2. 求由平面 x = 0, x = 1, y = 0, y = 2, z = 0 与 z = xy2 所围区域的体积.

3. 求由平面 x = −1, x = 1, y = −1, y = 2, z = 0与 z = x2 + y2 所围区域的体积.

4. 计算曲面 |x|+ |y|+ |z| = a (a > 0) 所围成的区域的体积.

5. 求曲面 z = xy, 平面 z = x+ y, x+ y = 1, x = 0, y = 0 所围成区域的体积.

6. 设 A = {(x, y, z, w) |x, y, z, w ≥ 0, x+ y + z + w ≤ a}, 计算积分∫
A

xyzw dxdydzdw.

7. 如果一元函数 f , g 分别在 [a, b] 和 [c, d] 中可积, 证明∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x)g(y) dxdy =
[ ∫ b

a

f(x) dx
][ ∫ d

c

g(y) dy
]
.
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8. 设 f(x, y) 为 [a, b]× [a, b] 中的连续函数, 证明∫ b

a

dx

∫ x

a

f(x, y) dy =

∫ b

a

dy

∫ b

y

f(x, y) dx.

9. 设 f 为 [a, b] 中的可积函数, 证明∫ b

a

dx

∫ x

a

f(y) dy =

∫ b

a

f(y)(b− y) dy.

10. 设 f 为 [a, b] 中的可积函数, 证明∫ b

a

f(x) dx

∫ x

a

f(y) dy =
1

2

[ ∫ b

a

f(x) dx
]2
.

11. 设 f 为 [a, b] 中的可积函数, 证明∫ b

a

f(x1) dx1

∫ x1

a

f(x2) dx2 · · ·
∫ xn−1

a

f(xn) dxn =
1

n!

[ ∫ b

a

f(x) dx
]n
.

12. 计算下列 n 重积分:

(1)

∫ 1

0

x1 dx1

∫ x1

0

x2 dx2 · · ·
∫ xn−1

0

xn dxn; (2)

∫
[0,1]n

(x1+ · · ·+xn)2 dx1 · · · dxn.

13. 在 [0, 1]× [0, 1] 中定义函数 f(x, y) 如下:

f(x, y) =

1, x 为无理数,

3y2, x 为有理数.

证明 f 不可积, 但累次积分

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y) dy 存在.

14. 在 [0, 1]× [0, 1] 中定义函数 f(x, y) 如下:

f(x, y) =


0, x, y 都是或都不是无理数,

1
p , x = r

p 为既约分数, y 为无理数,

1
q , x 为无理数, y = s

q 为既约分数.

证明 f 可积, 但它的累次积分不存在.

15. 设 f 为 [a, b] 中的非负函数, 记

Af = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.

证明, Af 可求面积当且仅当 f 可积, 此时 Af 的面积为 f 在 [a, b] 上的积分.
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v2

v10

v3

v1

v2

0

图 13.11 平行多面体的体积

§13.4 重积分的变量替换

在前一节,我们介绍了计算重积分的 “投影法”,这个方法可以计算很多重积分.

不过, 这个投影法也有局限性: 只能向坐标轴或坐标面做投影. 一个自然的问题就

是能否向任意方向做投影得到计算公式? 比如, 考虑下面的简单图形:

P (v1, v2, · · · , vn) =
{ n∑

i=1

xivi ∈ Rn | 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n.
}

(13.1)

其中 vi (1 ≤ i ≤ n) 为 Rn 中的向量. 当 n = 2 且 v1, v2 线性无关时, P (v1, v2) 为平

面上的平行四边形. 如果这个平行四边形有一条边和坐标轴平行, 则用投影法可以

得出其面积公式. 一般的情形如何处理? 这是我们在本节要讨论的问题.

§13.4.1 仿射变换

(1) 平移变换. 设 v0 ∈ Rn 为固定的向量, 考虑仿射线性变换 ϕ : Rn → Rn,

ϕ(x) = x + v0. 根据矩形体积的平移不变性容易知道, 如果 A ⊂ Rn 可求体积, 则

ϕ(A) 也是可求体积的, 并且体积不变, 这可称为体积的平移不变性.

(2) 伸缩变换. 设 λi ∈ R (1 ≤ i ≤ n) 考虑线性映射 ϕ : Rn → Rn,

ϕ(x1, x2, · · · , xn) = (λ1x1, λ2x2, · · · , λnxn), (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn.

矩形 I = [a1, b1]× · · · × [an, bn] 在 ϕ 下的像仍为矩形 (可以退化), 其体积为

v(ϕ(I)) = |λ1| · · · |λn|v(I) = | det(ϕ)|v(I).

将矩形 I 换成一般的可求体积的图形, 上述公式仍然成立, 这可从下面的覆盖引理

看出.

引理 13.4.1 (覆盖引理之一). 设 A 为 Rn 中可求体积的有界集合, 则任给

ε > 0, 存在有限个矩形 {Ii} 与 {Jj}, 使得∪
i

Ii ⊂ A,
∑
i

v(Ii) > v(A)− ε;
∪
j

Jj ⊃ A,
∑
j

v(Jj) < v(A) + ε,
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其中 {Ii} 的内部互不相交.

图 13.12 覆盖引理之一

证明. 取包含 A 的矩形 I, 由体积的定义, 有∫
I

χA = v(A).

因此, 任给 ε > 0, 存在 I 的分割 π = {Iij}, 使得∣∣∣∑
ij

χA(ξij)v(Iij)− v(A)
∣∣∣ < ε, ∀ ξij ∈ Iij .

根据特征函数的定义, 显然有∑
ij

inf
ξij∈Iij

χA(ξij)v(Iij) =
∑

Iij⊂A

v(Iij),

因此, 对于分割 π 就有

v(A)− ε <
∑

Iij⊂A

v(Iij) ≤ v(A).

同理 ∑
ij

sup
ξij∈Iij

χA(ξij)v(Iij) =
∑

Iij∩A6=∅

v(Iij),

此时有

v(A) ≤
∑

Iij∩A6=∅

v(Iij) < v(A) + ε.

这就证明了引理. �
注. 从证明可以看出, 那些内部与 ∂A 有非空交的矩形的体积之和不超过 2ε.

同时, 也可以看出伸缩变换将可求体积的集合变为可求体积的集合.

例 13.4.1. 设 a > 0, 求 n 维单形 ∆n(a) 体积, 其中

∆n(a) = {x ∈ Rn |x1 ≥ 0, · · · , xn ≥ 0, x1 + · · ·+ xn ≤ a}.

解. 这个例子我们在前节算过, 现在用递推的办法再算一次. 利用伸缩变换

ϕ(x) = ax 易见

v(∆n(a)) = v(∆n(1))a
n.

为了简单起见, 记 v(∆n(1)) = vn, 我们只要求出 vn 就可以了. 利用投影法, 有

vn+1 =

∫ 1

0

v(∆n(1− x1)) dx1 = vn

∫ 1

0

(1− x1)
n dx1 =

1

n+ 1
vn.

由 v1 = 1 以及上述递推式即得 vn = 1
n! , 因此 v(∆n(a)) =

1
n!a

n, 这和上节的计算结

果一致. �
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例 13.4.2. 求中心在 x0 ∈ Rn, 半径为 r 的 n 维球体 Br(x0) 的体积, 其中

Br(x0) = {x ∈ Rn | (x− x0) · (x− x0) ≤ r2}

解. 根据体积的平移不变性, 不妨设 x0 为原点. 半径为 r 的 n 维球体的体积

记为 ωn(r). 利用伸缩变换可知 ωn(r) = ωn(1)r
n, 为了简单起见,记 ωn = ωn(1). 利

用投影法, 得

ωn+1 =

∫ 1

−1

ωn

(√
1− x21

)
dx1

= ωn

∫ 1

−1

(1− x21)
n/2 dx1

= 2ωn

∫ π
2

0

cosn+1 t dt = 2ωnJn+1.

其中, Jn+1 在 §6.3 节中已经计算过:

J2k =
(2k − 1)!!

(2k)!!

π

2
, J2k+1 =

(2k)!!

(2k + 1)!!
, ∀ k ≥ 0.

根据 ω1 = 2 以及上述递推公式可得

ω1 = 2, ω2 = π, ωn+2 = ωn
2π

n+ 2
, n ≥ 1.

由此进一步得到

ω2k =
(2π)k

(2k)!!
=
πk

k!
, ω2k−1 =

2kπk−1

(2k − 1)!!
, k ≥ 1. (13.2)

我们有如下简单估计:

2nn−n/2 ≤ ωn ≤ 2n. (13.3)

事实上, 矩形 [−r, r]n 的外接球半径为
√
nr, 因此 (2r)n ≤ ωn(

√
nr)n; 同理, 矩形

[−r, r]n 的内接球半径为 r, 因此 ωnr
n ≤ (2r)n.

例 13.4.3. 设 ai (1 ≤ i ≤ n) 为正实数, 求如下椭球的体积

E(a1, · · · , an) =
{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

∣∣∣ x21
a21

+ · · ·+ x2n
a2n

≤ 1
}
.

解. 利用伸缩变换 xi = aiti (1 ≤ i ≤ n) 可得椭球体积为 (a1a2 · · · an)ωn, 其中

ωn 是上例中的 n 维单位球的体积. �
(3) 正交变换. 设 ϕ : Rn → Rn 为正交变换, 在 Rn 的标准基 {ei} 下 ϕ 表示为

ϕ(e1, e2, · · · , en) = (e1, e2, · · · , en)O,

其中 O 为正交矩阵, 即 OO> = O>O = In 其中 In 为单位方阵. 我们将说明正交

变换保持体积不变.
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引理 13.4.2 (覆盖引理之二). 设 A 为 Rn 中可求体积的有界集合, 则任给

ε > 0, 存在有限个 n 维球体 {Bi} 与 {Bj}, 使得∪
i

Bi ⊂ A,
∑
i

v(Bi) > v(A)− ε;
∪
j

Bj ⊃ A,
∑
j

v(Bj) < v(A) + ε,

其中 {Bi} 的内部互不相交.

证明. 先设 v(A) > 0. 与引理 13.4.1 的证明类似, 先取矩形 I = [a, b]n 使得

A ⊂ I. 将 I 作 mn 等分, 当 m 充分大时, 完全包含于 A 的小矩形 {I1i } 的体积之
和满足条件 ∑

i

v(I1i ) >
1

2
v(A).

图 13.13 覆盖引理之二

矩形 I1i 的内接球记为 B1
i ,则根据前面例子中球体

的体积公式, 有∑
i

v(B1
i ) =

ωn

2n

∑
i

v(I1i ) >
ωn

2n+1
v(A).

记

q = 1− ωn

2n+1
,

则 0 < q < 1, 且

0 < v
(
A \

∪
i

B1
i

)
< qv(A).

对 A \
∪

iB
1
i 重复上述过程, 可得包含于 A \

∪
iB

1
i 的有限个球体 {B2

i′}, 使得

0 < v
(
A \

∪
i

B1
i \
∪
i′

B2
i′

)
< qv

(
A \

∪
i

B1
i

)
< q2v(A).

这一过程可继续重复. 对任给的 ε > 0, 由于 qk → 0 (k → ∞), 当 k 充分大时, 就得

到内部互不相交的有限个 n 维球体 {Bi}, 使得

0 < v
(
A \

∪
i

Bi

)
< qkv(A) < n−n/2ε/2.

现在, 对于 Ã = A \
∪

iBi, 仍然考虑矩形 I 的 mn 等分, 当 m 充分大时, 存在覆盖

Ã 的小矩形 {Ij}, 使得∑
j

v(Ij) < v(Ã) + n−n/2ε/2 < n−n/2ε.

矩形 Ij 的外接球记为 Bj
2, 则∑

j

v(Bj
2) =

ωnn
n/2

2n

∑
j

v(Ij) <
ωnn

n/2

2n
n−n/2ε ≤ ε.
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这说明 {Bi, B
j
2} 是覆盖 A 的 n 维球, 它们的体积之和满足引理的要求.

最后一段的证明对于 v(A) = 0 的情形也适用, 这样就完全证明了引理. �

推论 13.4.3. 正交变换保持体积不变.

证明. 注意到正交变换将 n 维球映为 n 维球, 且球的半径不变 (从而体积不

变). 特别地, 根据覆盖引理, 正交变换将零体积集映为零体积集. 再注意到正交变

换将集合的边界点映为边界点, 内点映为内点, 因此将可求体积的集合映为可求体

积的集合.再由覆盖引理以及正交变换保持球体体积不变即知正交变换保持可求体

积集合的体积不变. �

例 13.4.4. 设 P 为 n 阶正定对称实方阵, 求椭球

E(P ) = {x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn |xPx> ≤ 1}

的体积.

解. 我们知道, 正定对称方阵可以对角化, 即存在正交方阵 O, 使得

P = Odiag
(
λ1, λ2, · · · , λn

)
O>, 其中 λi > 0, 1 ≤ i ≤ n.

利用正交变换 y = xO, 椭球 E(P ) 的体积与下面的标准椭球

{y ∈ Rn |λ1y21 + · · ·+ λny
2
n = ydiag

(
λ1, λ2, · · · , λn

)
y> ≤ 1}

体积相同, 根据前面的例子即知它的体积为

v
(
E(P )

)
= ωn(λ1)

− 1
2 · · · (λn)−

1
2 = ωn(detP )

− 1
2 .

一般地,如果 P 为正定对称矩阵,作为线性变换,它把可求体积的集合 A映为

可求体积的集合 P (A), 且

v(P (A)) = (detP )v(A),

这个等式的证明和上例类似, 结合正交变换以及伸缩变换的结果即可.

(4)一般的线性变换.设 ϕ : Rn → Rn 为线性映射,在 Rn 的标准基下可表示为

n 阶方阵, 为了简单起见仍记为 ϕ. 设 A 为 Rn 中可求体积的有界集合, 我们考虑

集合 ϕ(A). 首先, 如果 ϕ 退化, 则 ϕ(A) 含于 Rn 的某个超平面中, 从而必为零体

积集. 因此下面假设 detϕ 6= 0, 此时 ϕϕ> 为正定对称方阵, 从而可以对角化, 且其

特征值均大于零, 这说明 ϕϕ> 可以写为

ϕϕ> = P 2,
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其中 P 也是正定对称方阵, detP = | detϕ|. 记 O = P−1ϕ, 则上式表明 O 是正交

矩阵, 特别地, ϕ(A) = P (O(A)) 可求体积, 且

v(ϕ(A)) = v(P (O(A))) = (detP )v(O(A)) = (detP )v(A),

即

v(ϕ(A)) = | detϕ|v(A). (13.4)

现在我们可以解决本节开头所提出的问题了.

例 13.4.5. 设 {vi}ni=1 为 Rn 中的向量, 求平行多面体

P (v1, · · · , vn) =
{ n∑

i=1

xivi ∈ Rn
∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n.

}
的体积.

解. 记 Rn 的标准基为 {ei}ni=1, 考虑线性映射 ϕ : Rn → Rn, ϕ(ei) = vi. 则显然

有

P (v1, · · · , vn) =
{ n∑

i=1

xivi ∈ Rn
∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n.

}
=
{
ϕ
( n∑

i=1

xiei

)
∈ Rn

∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n.
}

= ϕ(P (e1, · · · , en)).

而 P (e1, · · · , en) = [0, 1]n, 因此, 由 (13.4) 式得

v(P (v1, · · · , vn)) = | detϕ|v([0, 1]n) = |detϕ|.

例如, 当 n = 2, v1 = (a1, b1), v2 = (a2, b2) 时,

v(P (v1, v2)) = |a1b2 − a2b1|,

这是平行四边形的面积公式. �

例 13.4.6. 设 {vi}ni=1 为 Rn 中的向量, 求单形

∆(v1, · · · , vn) =
{ n∑

i=1

xivi ∈ Rn
∣∣xi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n), x1 + · · ·+ xn ≤ 1

}
的体积.

解. 与上例类似, 考虑线性映射 ϕ : Rn → Rn, ϕ(ei) = vi, 则

∆(v1, · · · , vn) = ϕ(∆n(1)),

其中 ∆n(1) 是标准单形. 因此由 (13.4) 式以及前面的例子得

v
(
∆(v1, · · · , vn)

)
= | detϕ|v(∆n(1)) =

1

n!
| detϕ|.
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例 13.4.7. 设 r > 0, 求椭球

Er = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx ≤ r2}

的体积.

解. 我们可以改写 Er 为

Er = {(x, y, z) ∈ R3 | (x+ y)2 + (y + z)2 + (z + x)2 ≤ 2r2},

考虑线性变换 ϕ : R3 → R3:

ϕ(x, y, z) = (x+ y, y + z, z + x),

则 ϕ(Er) 是半径为
√
2r 的三维球, 故

v(Er) = | detϕ|−1 4

3
π(
√
2r)3 =

4

3

√
2πr3.

§13.4.2 一般的变量替换

现在我们考虑比仿射线性变换更一般的映射,看看可求体积的集合在这些映射

下如何变化. 设 ϕ : Rn → Rn 为 Lipschitz 映射, 即存在常数 ρ, 使得

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ ρ‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Rn.

我们有

引理 13.4.4. 设 ϕ 为如上的 Lipschitz 映射, A ⊂ Rn. 如果 A 为零测集, 则

ϕ(A) 也为零测集. 如果 A,ϕ(A) 均为可求体积的集合, 则

v(ϕ(A)) ≤ ρnv(A).

证明. 设 A 为零测集. 任给 ε > 0, 存在至多可数个球体 Bi = Bri(x
i), 使得

A ⊂
∪
i≥1

Bi,
∑
i≥1

v(Bi) =
∑
i≥1

ωnr
n
i < ε.

由 ϕ 满足 Lipschitz 条件可知 ϕ(Bi) ⊂ Bρri(ϕ(x
i)), 并且∑

i≥1

v
(
Bρri(ϕ(x

i))
)
=
∑
i≥1

ωn(ρri)
n < ρnε,

这说明 ϕ(A) 为零测集.

一般地, 设 A,ϕ(A)都可求体积.根据覆盖引理 13.4.2, 任给 ε > 0, 存在有限个

覆盖 A 的 n 维球体 {Bj
rj}, 使得∑

j

ωnr
n
j < v(A) + ε.
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此时 ϕ(A) 被 {Bj
ρrj} 所覆盖, 因此

v(ϕ(A)) ≤
∑
j

ωn(ρrj)
n = ρnv(A) + ρnε,

由 ε 的任意性即知 v(ϕ(A)) ≤ ρnv(A). �
注. 从证明可以看出, 对于局部的 Lipschitz 映射也有类似的结果.

设 D ⊂ Rn 为开集, ϕ : D → Rn 为 C1 映射. 根据拟微分中值定理, ϕ 为局部

Lipschitz 映射, 因此将零测集映为零测集. 假设 Jϕ 处处非退化, 则由逆映射定理

可知 ϕ 将内点映为内点. 这说明如果 A 可求体积且 Ā ⊂ D, 则 ϕ(A) 也可求体积.

事实上, 此时有

∂ϕ(A) = ϕ(A) \ int[ϕ(A)] ⊂ ϕ(Ā) \ ϕ(intA) ⊂ ϕ(∂A).

由 A 可求体积可知 ∂A 为零测集, 从而 ϕ(∂A) 也为零测集, ∂ϕ(A) 仍为零测集, 即

ϕ(A) 可求体积.

设 ϕ 如上, x0 ∈ D. 由 Jϕ 连续可知, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ‖x− x0‖ < δ

时 ‖Jϕ(x)− Jϕ(x0)‖ < ε. 记

L : Rn → Rn, L(x) = ϕ(x0) + Jϕ(x0)(x− x0),

L 为仿射线性变换. 记 R(x) = ϕ(x)− L(x), 则当 ‖x− x0‖ < δ 时

‖JR(x)‖ = ‖Jϕ(x)− Jϕ(x0)‖ < ε.

根据拟微分中值定理,

‖R(x)−R(y)‖ ≤ ε‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Bδ(x0).

于是, 当 x, y ∈ Bδ(x0) 时

‖L−1 ◦ ϕ(x)− L−1 ◦ ϕ(y)‖ =
∥∥(x− y)− (Jϕ)−1(x0)

[
R(x)−R(y)

]∥∥
≤ ‖x− y‖+ ‖(Jϕ)−1(x0)‖‖R(x)−R(y)‖

≤
(
1 + ‖(Jϕ)−1(x0)‖ε

)
‖x− y‖.

当 A ⊂ Bδ(x
0) 为可求体积集时, 利用引理 13.4.4 可得

v
(
L−1 ◦ ϕ(A)

)
≤
(
1 + ‖(Jϕ)−1(x0)‖ε

)n
v(A).

由 (13.4) 式可得

v(ϕ(A)) = | det Jϕ(x0)|v
(
L−1 ◦ ϕ(A)

)
≤ | det Jϕ(x0)|v(A) +O(ε)v(A).

由此可将 (13.4) 式推广为非线性形式.
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引理 13.4.5. 设 ϕ : D → Rn 为 C1 单射, 且 Jϕ 处处非退化. 设 A 可求体积,

Ā ⊂ D, 则 ϕ(A) 也是可求体积的, 且

v(ϕ(A)) =

∫
A

| detJϕ|.

证明. 根据逆映射定理可知 ϕ−1 : ϕ(D) → D 存在且为 C1 映射. 先假设 A 包

含于小球内. 对 ϕ−1 应用前面的讨论可得

v(A) = v
(
ϕ−1(ϕ(A))

)
≤ | det(Jϕ)−1(x0)|v(ϕ(A)) +O(ε)v(ϕ(A))

≤ | det(Jϕ)−1(x0)|v(ϕ(A)) +O(ε)v(A),

这说明

v(ϕ(A)) ≥ | detJϕ(x0)|v(A) +O(ε)v(A).

最后得到

v(ϕ(A)) = | detJϕ(x0)|v(A) +O(ε)v(A). (13.5)

对一般的可求体积集 A, 可将它分割为若干部分, 对每一部分应用 (13.5), 最后令

ε→ 0+ 可得欲证结论, 细节略. �

定理 13.4.6 (重积分的变量替换). 设 ϕ : D → Rn 为 C1 单射, 且 Jϕ 处处非

退化. 设 A 可求体积, Ā ⊂ D, f : ϕ(A) → R 为连续函数, 则∫
ϕ(A)

f =

∫
A

f ◦ ϕ | det Jϕ|. (13.6)

证明. 根据前面的讨论, ϕ(A) 可求体积, (13.6) 式两边积分有意义.

根据覆盖引理,为了简单起见,不妨设A是一个矩形. 任给A的分割 π = {Aij},
由积分中值定理可得∫

A

f ◦ ϕ | detJϕ| =
∑
ij

∫
Aij

f ◦ ϕ |det Jϕ| =
∑
ij

f ◦ ϕ(ξij)
∫
Aij

| detJϕ|.

由引理 13.4.5 可得∫
A

f ◦ ϕ |det Jϕ| =
∑
ij

f ◦ ϕ(ξij)v(ϕ(Aij))

=

∫
ϕ(A)

f +
∑
ij

∫
ϕ(Aij)

[f(ϕ(ξij))− f ].

根据 f 在 ϕ(A) 上的 (一致) 连续性, 当 ‖π‖ → 0 时上式最后一项趋于零, 从而

(13.6) 式得证. �
注. 当 f 在 ϕ(A)上 Riemann可积时定理也成立, 读者可与一元函数积分的变

量替换公式相比较.
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例 13.4.8. 设 A 是由 x = 0, y = 0 以及 x+ y = 1 围成的区域, 计算积分

I =

∫
A

e
x−y
x+y dxdy.

解. 积分区域是一个三角形, 被积函数在 A− {(0, 0)} 上连续, 在 A 上有界. 我

们用线性变换简化被积函数, 令 x− y = u, x+ y = v, 解出

x = (u+ v)/2, y = (v − u)/2,

(x, y) 关于 (u, v) 的 Jacobi 行列式为

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ 1/2 1/2

−1/2 1/2

∣∣∣∣∣ = 1/2.

在这个线性变换下, 被积区域变为如下三角形区域

D = {(u, v) ∈ R2 |u+ v ≥ 0, v − u ≥ 0, v ≤ 1}.

因此

I =

∫
D

e
u
v |1/2| dudv =

1

2

∫ 1

0

dv

∫ v

−v

e
u
v du

=
1

2

∫ 1

0

v(e− e−1) dv =
1

4
(e− e−1).

1

1

x+ y = 1

A

0

y

x

1
v + u = 0

v − u = 0

v = 1

D

0

v

u

图 13.14 线性变换
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A
y2 = px

y2 = qx

xy = a

xy = b

0
x

y

图 13.15 曲边四边形

例 13.4.9. 设 0 < p < q, 0 < a < b. 抛物线 y2 = px, y2 = qx 以及双曲线

xy = a, xy = b 围成的区域记为 A. 计算积分

I =

∫
A

xy dxdy.

解. 积分区域是一个曲边的四边形, 为了简化, 我们令 y2/x = u, xy = v, 则

(u, v) 关于 (x, y) 的 Jacobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣−y2/x2 2y/x

y x

∣∣∣∣∣ = −3y2/x = −3u,

因此 (x, y) 关于 (u, v) 的 Jacobi 行列式为 −(3u)−1. 在这个变换下, 积分区域变为

矩形 [p, q]× [a, b], 因此

I =

∫ q

p

du

∫ b

a

v
∣∣− (3u)−1

∣∣dv =
1

6
(b2 − a2) ln

q

p
.

§13.4.3 极坐标变换

我们知道, 在平面 R2 上有直角坐标 (x, y) 和极坐标 (r, θ), 其变换关系为

x = r cos θ, y = r sin θ, r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π.

这个变换称为极坐标变换, 其 Jacobi 行列式为

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r.

这个变换将 (r, θ) 平面上的矩形 [0, R] × [0, 2π] 变为 (x, y) 平面上的圆 x2 + y2 ≤
R2. 不过, 这个变换不是一一的, 且在 r = 0 处退化. 尽管如此, 由于此变换在
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(0,+∞)× (0, 2π)上是一一的且非退化,因此将定理 13.4.6的证明略作改动即知,积

分的变量替换公式对这个变换仍然成立.

例 13.4.10. 在圆 D = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ R2} 上计算积分

I =

∫
D

e−(x2+y2) dxdy.

解. 这个积分用直角坐标是不好计算的. 我们用极坐标变换, 则有

I =

∫ R

0

dr

∫ 2π

0

e−r2r dθ = 2π

∫ R

0

e−r2r dr = π(1− e−R2

).

例 13.4.11. 球体 x2 + y2 + z2 ≤ a2 被柱面 x2 + y2 = ax 所截, 求截出部分的

体积.

0

(0, 0, a)

(a, 0, 0)

图 13.16 球体与柱面

解. 根据截出图形的对称性,只要考虑第一象限部分

的体积即可, 这一部分的体积是函数 z =
√
a2 − x2 − y2

在半圆

D = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0, x2 + y2 ≤ ax}

上的积分, 因此体积 V 可以用极坐标变换 x = r cos θ,

y = r sin θ 计算如下

V = 4

∫
D

√
a2 − x2 − y2 dxdy

= 4

∫ π
2

0

dθ

∫ a cos θ

0

√
a2 − r2 r dr

=
4

3
a3
∫ π

2

0

(1− sin3 θ) dθ =
4

3

(π
2
− 2

3

)
a3.

有时, 伸缩变换和极坐标变换可以结合起来使用.

例 13.4.12. 求椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a, b > 0) 所包围的面积.

解. 作所谓的广义极坐标变换

x = ar cos θ, y = br sin θ, r ∈ [0, 1], θ ∈ [0, 2π],

其 Jacobi 行列式为

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣a cos θ −ar sin θ
b sin θ br cos θ

∣∣∣∣∣ = abr,

因此所求面积为 ∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

abr dθ = πab.
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下面考虑 R3 中的一些特殊的坐标变换. 首先有如下的柱面坐标变换:

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

其 Jacobi 行列式也是 r.

0

√
31

图 13.17 球体与抛物面

例 13.4.13. 设 D 是球面 x2 + y2 + z2 = 4 与抛

物面 x2 + y2 = 3z 所围成的区域. 计算积分

I =

∫
D

z dxdydz.

解. 用柱面坐标变换, 区域 D 变为

A = {(r, θ, z) | r2 + z2 ≤ 4, r2 ≤ 3z},

A在 (r, θ)平面上的投影为区域 {0 ≤ r ≤
√
3, 0 ≤ θ ≤ 2π}. 固定 (r, θ), z 的变化范

围为区间
[
r2/3,

√
4− r2

]
, 因此所求积分为

I =

∫
A

rz drdθdz =

∫ 2π

0

dθ

∫ √
3

0

r dr

∫ √
4−r2

1
3 r

2

z dz =
13

4
π.

与极坐标变换类似, R3 中也有所谓的球面坐标变换:

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, r ≥ 0, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π].

这个变换的 Jacobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ.

球面坐标和伸缩变换结合起来称为广义球面坐标变换.

0

√
2

√
2

图 13.18 球体与锥面

例 13.4.14. 设 D 是球面 x2 + y2 + z2 = R2 和锥

面
√
x2 + y2 = z 围成的区域, 计算积分

I =

∫
D

(x2 + y2 + z2) dxdydz.

解. 用球面坐标变换, 区域 D 变为

A =
{
(r, θ, ϕ)

∣∣ 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π/4
}
,

因此

I =

∫
A

r2|r2 sin θ| drdθdϕ =

∫ R

0

r4 dr

∫ π
4

0

sin θ dθ

∫ 2π

0

dϕ =
π

5
(2−

√
2)R5.
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例 13.4.15. 计算椭球
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1 (a, b, c > 0) 的体积.

解. 用广义球面坐标变换:

x = ar sin θ cosϕ, y = br sin θ sinϕ, z = cr cos θ,

此变换的 Jacobi 行列式为 abcr2 sin θ, 积分区域变为

{(r, θ, ϕ) | r ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]},

因此椭球体积为

V =

∫ 1

0

dr

∫ π

0

abcr2 sin θ dθ

∫ 2π

0

dϕ =
4

3
πabc.

这几个利用极坐标或球面坐标计算的例子与前面的计算结果是一致的.

一般地, 在 Rn (n ≥ 3) 中也有球面坐标变换

x1 = r cos θ1,

x2 = r sin θ1 cos θ2,

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

· · · · · ·

xn−1 = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 cos θn−1,

xn = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 sin θn−1,

此变换将矩形

0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ1, · · · , θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π,

变为半径为 R 的 n 维 (闭) 球. 此变换的 Jacobi 矩阵有一个特点: 其不同的两列

之间互相正交. 利用这一特点容易算出此变换的 Jacobi 行列式为

∂(x1, x2, · · · , xn)
∂(r, θ1, · · · , θn−1)

= rn−1 sinn−2 θ1 sin
n−3 θ2 · · · sin θn−2.

如果用球面坐标计算 n 维单位球的体积, 则有

ωn =

∫ 1

0

rn−1dr

∫
An

sinn−2 θ1 sin
n−3 θ2 · · · sin θn−2 dθ1dθ2 · · · dθn−1,

其中

An = {(θ1, · · · , θn−1) | 0 ≤ θ1, · · · , θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π},

因此有 ∫
An

sinn−2 θ1 sin
n−3 θ2 · · · sin θn−2 dθ1dθ2 · · · dθn−1 = nωn, (13.7)

此等式在用球面坐标算积分时有用. 以后我们将知道 nωn 是 n− 1 维球面的面积.
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例 13.4.16. 在四维球体 B : x2 + y2 + z2 + w2 ≤ 1 内计算函数 x2 的积分.

解. 根据对称性, 有∫
B

x2 dxdydzdw =
1

4

∫
B

(x2 + y2 + z2 + w2) dxdydzdw,

再利用四维的球面坐标以及 (13.7) 式, 得∫
B

x2 dxdydzdw =
1

4

∫ 1

0

r54ω4 dr =
1

6
ω4 =

1

12
π2.

习题 13.4

1. 证明伸缩变换将可求体积的有界集合变为可求体积的有界集合.

2. 试说明: 定义 Rn 中的零测集时, 可以用 n 维开球或闭球代替矩形.

3. 设 A 为可求体积的有界集合. 如果 v(A) > 0, 则存在内部互不相交的一列 n

维球 {Bi}, 使得 v(A) =
∑
i≥1

v(Bi).

4. 设 a1b2 − a2b1 6= 0, 求曲线

(a1x+ b1y + c1)
2 + (a2x+ b2y + c2)

2 = 1

在平面上所围区域面积.

5. 设 0 < p < q, 0 < a < b, 求直线 x+ y = p, x+ y = q 和 y = ax, y = bx 所围区

域的面积.

6. 计算积分

∫
∆n(a)

x1x2 · · ·xn dx1dx2 · · · dxn, 其中 ∆n(a) 为 n 维单形.

7. 计算下列区域的面积或体积 (a > 0):

(1) {|x|+ |y| ≤ a}; (2) {|x|+ |y|+ |z| ≤ a}, (3) {|x1|+ · · ·+ |xn| ≤ a}.

8. 设 0 < p < q, 0 < a < b, 求抛物线 y2 = px, y2 = qx 和 x2 = ay, x2 = by 所围

区域的面积.

9. 计算下列积分:

(1)

∫
A

(x− y) dxdy, A 由曲线 y2 = 2x, x+ y = 4, x+ y = 12 围成;

(2)

∫
A

(x2 + y2) dxdy, A 由曲线 x2 − y2 = 1, x2 − y2 = 2, xy = 1, xy = 2 围成;

(3)

∫
A

(x− y2) dxdy, A 由曲线 y = 2, y2 − y − x = 0, y2 + 2y − x = 0 围成.
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10. 计算下列积分 (a, b > 0):

(1)

∫
A

(x2 + y2) dxdy, A = {(x− a)2 + y2 ≤ a2};

(2)

∫
A

(x2 + y2) dxdydz, A 由 x2 + y2 = 2z 与 z = 2 围成;

(3)

∫
A

√
x2/a2 + y2/b2 dxdy, A =

{
x2/a2 + y2/b2 ≤ 1

}
;

(4)

∫
A

(x+ y) dxdy, A = {x2 + y2 ≤ x+ y};

11. 求下列曲面所围区域的体积 (a, b, c > 0):

(1)
(
x2/a2 + y2/b2 + z2/c2

)2
= x2/a2 + y2/b2; (2) (x2 + y2 + z2)2 = az;

(3) x2/a2 + y2/b2 + z/c = 1, z = 0; (4) x2 + z2 = a2, |x|+ |y| = a.

12. 计算下列积分 (r,R, a, b, c > 0):

(1)

∫
A

√
x2 + y2 + z2 dxdydz, A = {x2 + y2 + z2 ≤ R2};

(2)

∫
A

(x2 + y2) dxdydz, A = {r2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≥ 0};

(3)

∫
A

√
1−

(
x2/a2 + y2/b2 + z2/c2

)
dxdydz, A =

{
x2/a2+y2/b2+z2/c2 ≤ 1

}
.

13. 设 f(u) 为连续函数, 证明

∫∫
|x|+|y|≤1

f(x+ y) dxdy =

∫ 1

−1

f(u) du.

14. 设 f(u)为连续函数,证明

∫∫
x2+y2≤1

f(ax+ by) dxdy = 2

∫ 1

−1

√
1− u2f(ku) du,其

中 k =
√
a2 + b2.

15. 设 f(u) 连续, a, b, c 为常数, 证明∫∫∫
x2+y2+z2≤1

f(ax+ by + cz) dxdydz = π

∫ 1

−1

(1− u2)f(ku) du,

其中 k =
√
a2 + b2 + c2.

16. 设方阵 A 的 n 个列向量 {vi} 两两之间互相正交, 则 |detA| = ‖v1‖ · · · ‖vn‖.
利用此等式计算 Rn 中球坐标变换的 Jacobi 行列式.
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§13.5 重积分的应用和推广

我们在前面几节所研究的重积分有两个局限:一是积分区域要是可求体积的有

界集合, 二是被积函数要有界. 为了克服这两个局限性, 需要对积分做适当的推广.

先考虑积分区域. 设 A ⊂ Rn 为子集 (未必有界), 我们要求它的边界 ∂A 为零

测集. 这种集合称为容许集. 此时, 对每一个 k ≥ 1, 交集 A ∩ [−k, k]n 有界并且可
求体积. 事实上, 只要说明其边界为零测集即可, 这可从下式看出:

∂
(
A ∩ [−k, k]n

)
⊂ ∂A ∪ ∂[−k, k]n.

定义

v(A) = lim
k→∞

v
(
A ∩ [−k, k]n

)
,

如果 v(A) <∞, 则称 A 是广义可求体积的.

例 13.5.1. 研究平面集合 A =
{
(x, y)

∣∣ |y|(1 + x2) ≤ 1
}
的面积.

解. 显然, A ∩ [−k, k]2 可求面积, 且根据对称性, 面积为

v(A ∩ [−k, k]2) = 2

∫ k

−k

1

1 + x2
dx = 4arctan k.

因此

v(A) = lim
k→∞

v(A ∩ [−k, k]2) = lim
k→∞

4 arctan k = 2π.

这说明 A 是广义可求面积的. �

A

1

−1

0
x

y

图 13.19 无界区域的面积

注意到 v(A ∩ [−k, k]n) 关于 k 单调递增, 因此有

命题 13.5.1. 设 A 为容许集, 则 A 广义可求体积当且仅当 v
(
A∩ [−k, k]n

)
关

于 k 有上界.



§13.5 重积分的应用和推广 79

我们再注意到, 如果将定义中的矩形 [−k, k]n 换成半径为 k 的球体 Bk(0), 则

结论不变. 事实上, A ∩Bk(0) 也都是可求体积的, 由

A ∩
[
k/

√
n, k/

√
n
]n ⊂ A ∩Bk(0) ⊂ A ∩ [−k, k]n

以及数列极限的夹逼原理知

lim
k→∞

v(A ∩Bk(0)) = lim
k→∞

v(A ∩ [−k, k]n).

我们可以将矩形或球体推广为更一般的可求体积集合.

定义 13.5.1 (穷竭). 设 {Di} 为 Rn 中一列可求体积的有界集合, 满足条件

(1) D̄i ⊂ intDi+1, ∀ i ≥ 1; (2)
∪
i≥1

Di = Rn,

则称 {Di} 为 Rn 的一个穷竭.

矩形 {[−k, k]n} 和开球体 {Bk(0)} 都是 Rn 的穷竭. 在具体的积分计算中, 往

往可以适当地选取穷竭以简化计算, 见本节后面的例子. 现在下面的命题就比较明

显了.

命题 13.5.2. 设 {Di} 为 Rn 的一个穷竭, A 为容许集. 则 A 广义可求体积当

且仅当 {v(A ∩Di)} 关于 i 有上界, 且 v(A) = lim
i→∞

v(A ∩Di).

类似地, 我们可以把重积分的定义推广到容许集上. 设 f : A→ R 定义在容许
集 A 中的非负函数. 如果对每一个 k ≥ 1, f 在 A ∩ [−k, k]n 中均可积, 则定义∫

A

f = lim
k→∞

∫
A∩[−k,k]n

f.

当上述极限有限时, 称 f 在 A 中广义可积 (或广义积分收敛), 极限称为 f 的广义

积分. 如果极限为无穷, 则称 f 在 A 中的广义积分发散. 下面的命题也是可以立即

得到的.

命题 13.5.3. 设 A 为容许集, f : A→ R 为非负函数, 则

(1) f 在 A 中广义可积当且仅当积分
∫
A∩[−k,k]n

f 关于 k 有上界;

(2) 设 {Di} 为 Rn 的一个穷竭, 则 f 在 A 中广义可积当且仅当 f 在 A ∩Di

中的积分关于 i 有上界, 此时 ∫
A

f = lim
i→∞

∫
A∩Di

f.



80 第十三章 多元函数的积分

一般地, 给定容许集上的函数 f : A→ R, 则 f = f+ − f−, 其中

f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.

f+, f− 都是非负函数, 当 f+ 和 f− 都在 A 中广义可积时, 我们称 f 在 A 中广义

可积, 积分定义为 ∫
A

f =

∫
A

f+ −
∫
A

f−.

注意到 |f | = f+ + f−, 因此 f 在 A 中广义可积时, |f | 在 A 中也广义可积, 这和一

元函数的广义积分不同!之所以出现这种差别还是因为被积区域在一般维数时可能

非常复杂 (因此对被积函数的要求较高).

和普通的重积分一样, 广义重积分也具有线性性, 积分区域的可加性, 保序性

以及积分中值定理等, 我们不重复叙述.

以下我们计算几个广义重积分的例子.

例 13.5.2. 计算函数 e−(x2+y2) 在 R2 中的积分.

解. 在圆 BR = {x2 + y2 ≤ R2}中, 根据前一节极坐标变换的例子, 我们曾经算

出 ∫∫
BR

e−(x2+y2) dxdy = π(1− e−R2

),

因此 ∫∫
R2

e−(x2+y2) dxdy = lim
R→∞

∫∫
BR

e−(x2+y2) dxdy = lim
R→∞

π(1− e−R2

) = π.

如果我们用矩形区域作穷竭, 则有

π =

∫∫
R2

e−(x2+y2) dxdy = lim
R→∞

∫∫
[−R,R]2

e−(x2+y2) dxdy = lim
R→∞

[ ∫ R

−R

e−x2

dx
]2
,

这就重新得到了概率积分:∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π, 或

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
.

例 13.5.3. 计算函数 e−(x2
1+···+x2

n) 在 Rn 中的积分.

解. 利用矩形作穷竭以及重积分化累次积分, 得∫
Rn

e−(x2
1+···+x2

n) dx1 · · · dxn = lim
R→∞

∫
[−R,R]n

e−(x2
1+···+x2

n) dx1 · · · dxn

= lim
R→∞

[ ∫ R

−R

e−x2

dx
]n

= πn/2.
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如果我们用球 BR(0) 作穷竭, 利用球面坐标以及前节 (13.7) 式可得

πn/2 = lim
R→∞

∫ R

0

e−r2rn−1(nωn) dr.

在上式中作变量替换 r =
√
t, 并记

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt (x > 0),

则得到了 n 维单位球体积 ωn 的另一种表示

ωn =
2πn/2

nΓ(n/2)
=

πn/2

Γ(n/2 + 1)
. (13.8)

这里的 Γ(x) 是我们在第十六章中将要进一步讨论的 Gamma 函数.

广义积分的变量替换公式在一定条件下也是成立的, 我们仅举例说明.

例 13.5.4. 设 P 为 n 阶正定对称方阵, 计算函数 e−xPx>
在 Rn 中的积分.

解. 因为 P 为正定对称方阵, 故存在正交方阵 O, 使得

P = O diag
(
λ1, · · · , λn

)
O>, 其中 λi > 0, i = 1, · · · , n.

利用正交变换 y = xO, 积分化为∫
Rn

e−xPx>
dx1 · · · dxn =

∫
Rn

e−(λ1y
2
1+···+λny

2
n) dy1 · · · dyn.

再利用伸缩变换 ti =
√
λiyi 以及上例, 积分为∫

Rn

e−xPx>
dx1 · · · dxn =

∫
Rn

e−(t21+···+t2n)(λ1 · · ·λn)−
1
2 dt1 · · · dtn =

πn/2

√
detP

.

对于一般的函数, 如何判断其广义积分是收敛还是发散的呢?根据命题 13.5.3,

我们有如下比较判别法.

定理 13.5.4. 设 g(x) 为定义在容许集 A 中的非负广义可积函数, f 在每一个

A ∩ [−k, k]n 中可积, 且当 ‖x‖ 充分大时, |f(x)| ≤ g(x), 则 f(x) 在 A 中广义可积.

显然, 定理中的矩形 [−k, k]n 可以换成球体 Bk(0). 记 r = ‖x‖, 考虑函数 r−p

在区域 {r0 ≤ r ≤ R} (r0 > 0) 上的积分, 利用球面坐标以及前节 (13.7) 式可得∫
r0≤r≤R

r−p =

∫ R

r0

rn−1−p(nωn)dr =
1

n− p
(Rn−p − rn−p

0 )(nωn),

因此当 p > n 时, r−p 在 {r ≥ r0} 中广义可积. 根据比较判别法, 可得
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推论 13.5.5. 设 f 在每一个 A ∩Bk(0) 中可积. 如果 p > n 为常数, 且当 ‖x‖
充分大时, 成立 |f(x)| ≤ ‖x‖−p, 则 f 在 A 中广义可积.

类似地可以得到判断广义积分发散的条件, 我们留给读者完成.

我们将在第十六章中讨论广义重积分化累次积分的问题.下面研究无界函数的

积分. 设 A 为 Rn 中可求体积的有界集合, p ∈ A. 给定非负函数 f : A \ {p} → R,
如果 f 在 p 附近无界, 则称 p 为 f 的瑕点. 如果对于任意 ε > 0, f 在 A \Bε(p) 中

均可积, 则定义极限 ∫
A

f = lim
ε→0+

∫
A\Bε(p)

f,

如果极限有限, 则称 f 在 A 中的瑕积分收敛, 否则就称瑕积分发散.

如果 f 是一般的函数, 考虑 f+ 和 f−, 当 f+ 和 f− 在 A 中的瑕积分都收敛

时, 称 f 在 A 中的瑕积分收敛, 定义∫
A

f =

∫
A

f+ −
∫
A

f−.

如同广义积分的讨论那样, 瑕积分定义中的球体 Bε(p) 可以换成以 p 为内点

的其它可求体积的区域. 下面的结果当然也成立.

命题 13.5.6. 设 f : A \ {p} → R 为非负函数, 如果 f 在 A \Bε(p) 中均可积,

且积分
∫
A\Bε(p)

f 关于 ε 有界, 则 f 在 A 中的瑕积分收敛; 反之亦然.

例 13.5.5. 研究函数
1√

x2 + y2
在单位圆 B1(0) 中的积分.

解. 原点是函数的瑕点, 当 0 < ε < 1 时, 利用极坐标变换, 有∫
B1(0)\Bε(0)

dxdy√
x2 + y2

=

∫ 1

ε

r√
r2
dr

∫ 2π

0

dθ = 2π(1− ε),

因此瑕积分存在且等于 2π.

类似地, 研究函数 ‖x‖p 在 n 维球 B1(0) 上的积分时, 利用球面坐标不难看到,

当 p > −n 时, 瑕积分收敛, 当 p ≤ −n 时瑕积分发散. 由此可以得到瑕积分的比较

判别法, 我们不详述了.

在瑕积分的定义中, 我们也可以考虑不只一个瑕点的情形, 甚至某个子集上的

点都可能是 f 的瑕点.

例如, 设 A 为可求体积的有界集合, S ⊂ A, f 是定义在 A \ S 中的非负函数.

取一列包含 S 的可求体积的集合 ∆i, 使得 v(∆i) → 0, 定义∫
A

f = lim
i→∞

∫
A\∆i

f.

如果极限有限, 则称 f 在 A 中的瑕积分收敛. 此定义不依赖于 ∆i 的选取.

下面的例子中, 被积函数的瑕点不是孤立点, 但积分仍然有意义.
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例 13.5.6. 研究函数
y√
x
在 [0, 1]× [0, 1] 中的积分.

解. {0} × [0, 1] 是函数
y√
x
的瑕点集, 记 Dε = [ε, 1]× [0, 1], 则

∫
Dε

y√
x
dxdy =

∫ 1

ε

dx√
x

∫ 1

0

y dy = 1−
√
ε,

因此
y√
x
在 [0, 1]× [0, 1] 中的瑕积分收敛于 1. �

对于最一般的区域和最一般的函数, 我们可能会碰到积分区域无界, 且函数有

很多瑕点的情形, 这时就要灵活运用以上知识了. 不过, Riemann 积分能够处理的

情形仍然相当有限, 在后续课程中由 Lebesgue 积分来部分地弥补了这一不足.

最后我们举几个重积分在物理中应用的例子.

(1) 物体的质量. 设 A 为空间物体, 其密度函数为 ρ(x, y, z), 则它的质量 m 为

m =

∫
A

ρ(x, y, z) dxdydz.

类似地, 如果物体是密度函数为 ρ(x, y) 的平面薄板, 则质量可以用二重积分来计

算.

(2) 物体的重心. 仍设 A 为空间物体, 其密度函数为 ρ(x, y, z), 则它的质量中

心 (x̄, ȳ, z̄) 坐标为

x̄ =
1

m

∫
A

xρ(x, y, z), ȳ =
1

m

∫
A

yρ(x, y, z) z̄ =
1

m

∫
A

zρ(x, y, z).

(3) 转动惯量. 物体 A 关于 x 轴, y 轴, z 轴的转动惯量分别为

Ix =

∫
A

(y2 + z2)ρ(x, y, z), Iy =

∫
A

(x2 + z2)ρ(x, y, z), Iz =

∫
A

(x2 + y2)ρ(x, y, z).

一般地, 如果 ` 为空间直线, (x, y, z) 到 ` 的距离记为 r(x, y, z), 则物体关于 ` 的转

动惯量为

I` =

∫
A

r2(x, y, z)ρ(x, y, z) dxdydz.

(4) 万有引力. 设 A 为如上空间物体, B 为位于 (x0, y0, z0) 处质量为 m0 的质

点, 则由 Newton 万有引力定律, A 对 B 所产生的引力 F 为

~F = Gm0

∫
A

ρ(x, y, z)

r3
~r dxdydz,

其中, G 为万有引力常数,

~r = (x− x0, y − y0, z − z0), r = ‖~r‖ =
√
(z − z0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

例 13.5.7. 有一半径为 R 的球体, 设其密度 ρ 为常数, 求其引力场.
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解. 所谓引力场就是在每一点 p处单位质量的质点所受的引力. 设 p点与球心

距离为 l. 不妨设球心在原点, p 点在 z 轴上, 其坐标为 (0, 0, l). 于是 p 处单位质量

的质点所受引力为

~F (p) = G

∫
BR

ρ(x, y, z − l)

[x2 + y2 + (z − l)2]
3
2

dxdydz,

利用对称性容易看出, ~F (p) 的 x, y 分量为零. 它的 z 分量 F (p)z 用球面坐标计算

如下:

F (p)z = Gρ

∫ R

0

dr

∫ π

0

r2(r cos θ − l) sin θ

(r2 + l2 − 2rl cos θ)3/2
dθ

∫ 2π

0

dϕ = 2πGρ

∫ R

0

r2ϕ(r) dr,

其中

ϕ(r) =

∫ π

0

(r cos θ − l) sin θ

(r2 + l2 − 2rl cos θ)3/2
dθ.

对上述积分作换元 t = (r2 + l2 − 2rl cos θ)1/2, 得

ϕ(r) =
1

2l2r

∫ r+l

|r−l|

(r2 − l2

t2
− 1
)
dt =

1

l2

[ r − l

|r − l|
− 1
]
.

当 r > l 时 ϕ(r) = 0; 当 r ≤ l 时 ϕ(r) = −2l−2. 因此, 当 l ≥ R 时

F (p)z = 2πGρ

∫ R

0

r2(−2l−2) dr = −4

3
πGρR3l−2;

当 l ≤ R 时

F (p)z = 2πGρ

∫ l

0

r2(−2l−2) dr = −4

3
πGρl.

注意到半径为 r 的球质量为
4

3
πρr3. 上述计算结果表明, 当质点位于球外时, 它所

受的引力就如同球体的质量完全集中在球心时所受的引力那样; 当质点位于球内

时, 位于质点以外的外层球壳对质点的引力抵消了.

习题 13.5

1. 设 A ⊂ Rn, 如果对每一个 k ≥ 1, A ∩ [−k, k]n 均可求体积, 则其边界 ∂A 为零

测集.

2. 设 A 是可求体积的有界集合, f : A → R 为有界函数. 如果对于任意 ε > 0, f

在 A \Bε(p) 中可积, 则 f 在 A 中可积, 且∫
A

f = lim
ε→0+

∫
A\Bε(p)

f.

3. 设平面集合 A 含有区域 (在极坐标中) {α ≤ θ ≤ β, r ≥ r0}, 如果函数 f(x, y)

在 A中满足不等式 f(x, y) ≥ crp,其中 c为正常数, p ≥ −2,则 f(x, y)在 A中

的广义积分发散.
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4. 如果 Rn 上的函数 f(x) 在 {‖x‖ ≥ r0} 中满足不等式 f(x) ≥ c‖x‖p, 则当
p ≥ −n 时 f(x) 在 Rn 中的广义积分发散.

5. 如果 Rn 上的函数 f(x)在 {‖x‖ ≤ r0}中满足不等式 f(x) ≥ ‖x‖p,则当 p ≤ −n
时 f(x) 在 Rn 中的瑕积分发散.

6. 讨论下列积分的敛散性:

(1)

∫
R2

dxdy

(1 + |x|p)(1 + |y|q)
;

(2)

∫
A

dxdy

|x|p + |y|q
, A = {|x|+ |y| ≥ 1};

(3)

∫
A

ln(x2 + y2 + z2)

(x2 + y2 + z2)p
, A = {x2 + y2 + z2 ≤ 1};

(4)

∫
A

dxdy√
1− x2 − y2

, A = {x2 + y2 ≤ 1};

(5)

∫
A

dxdy

xpyq
, A = {xy ≥ 1, x ≥ 1}.

7. 计算下列积分

(1)

∫∫
x2+y2≤1

ln(x2 + y2) dxdy; (2)

∫∫
x≥0, y≥0

dxdy

(1 + x+ y)3
; (3)

∫∫
x≥y≥0

e−(x+y) dxdy.

8. 设 A 为 n 阶正定对称方阵, b ∈ Rn, 计算积分∫
Rn

e−xAx>+b·x>
dx1 · · · dxn.

9. 设有半径为 R 的球体, 球心位置为 (0, 0, R), 密度函数为 ρ(x) = k‖x‖−2, 求其

重心的位置.

10. 设一质量均匀的物体由抛物面 z = x2 + y2 和平面 z = 1 围成, 求其重心位置.

11. 求质量均匀的球体 {x2 + y2 + z2 ≤ 1} 关于三个坐标轴的转动惯量.

12. 一圆锥与半球相接围成质量均匀的球锥, 设球的半径为 R, 锥的顶角为 2α, 计

算球锥对其顶点的引力.
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第十四章 曲线积分与曲面积分

本章讨论欧氏空间 Rn 中曲线以及曲面上的积分理论, 包括曲线的长度, 曲面

的面积, 以及曲线曲面上函数和向量值函数的积分, 并讨论这些积分之间的联系.

§14.1 第一型曲线积分

我们从曲线的长度开始. 在第七章第一节中, 对于平面曲线 σ(t) = (x(t), y(t)),

如果 x(t), y(t)是关于 t的连续可微函数,则利用折线逼近曲线的办法,我们定义了

σ 的长度为

L(σ) =

∫ β

α

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt.

图 14.1 折

线逼近

现在考虑一般的情形. 映射 σ : [α, β] → Rn 称为一条参数曲线,

我们仍然用折线逼近曲线的办法定义 σ 的长度. 为此, 任取 [α, β] 的

分割

π : α = t0 < t1 < t2 < · · · < tm = β,

相继用直线段连接曲线上的分点 σ(ti−1) 与 σ(ti) (1 ≤ t ≤ m), 得到

的折线的长度为

L(σ;π) =

m∑
i=1

‖σ(ti)− σ(ti−1)‖.

如果这些折线的长度有上界, 即

sup
π

m∑
i=1

‖σ(ti)− σ(ti−1)‖ < +∞,

则称 σ 是可求长曲线, 其长度定义为

L(σ) = sup
π

m∑
i=1

‖σ(ti)− σ(ti−1)‖.

利用三角不等式我们知道当区间 [α, β] 的分割加细时, 折线的长度单调递增.

如果 σ(t) 的每一个分量均为连续可微函数, 则由第七章第一节的推导知 σ 是可求

长的, 且长度可以表示为积分

L(σ) =

∫ β

α

‖σ′(t)‖dt.

注. 如果曲线不连续, 则我们这里给出的曲线长度定义和直观上的长度观念不

是一回事. 例如, 考虑这样的曲线: 当 t = 0 时 (x(0), y(0)) = (0, 0); 当 0 < t ≤ 1 时,

(x(t), y(t)) = (t, 1). 按我们的定义, 此曲线长度为 2 !

从定义可以得到可求长曲线的下列性质:

87
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• 如果 σ 为可求长曲线, 则对任意 [γ, δ] ⊂ [α, β], σ
∣∣
[γ,δ]
也是可求长的;

• 如果 σ 为可求长曲线, 则对任意 γ ∈ [α, β], 有

L(σ) = L(σ|[α,γ]) + L(σ|[γ,β]).

这是曲线长度的可加性, 其证明仍然是利用三角不等式.

为了导出曲线可求长的充分必要条件, 我们引入有界变差函数的概念.

定义 14.1.1 (有界变差函数). 设 f 为定义在 [α, β] 上的函数. 任给分割

π : α = t0 < t1 < t2 < · · · < tm = β,

记

v(f ;π) =
m∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|,

如果 supπ v(f ;π) 有限, 则称 f 为 [α, β] 上的有界变差函数, 它在 [α, β] 上的全变

差记为
β∨
α

(f) = sup
π
v(f ;π).

下列函数都是有界变差函数:

• 单调函数. 如果 f 为 [α, β] 上的单调函数, 例如单调递增, 则对任意的分割 π,

有

v(f ;π) =

m∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| =
m∑
i=1

(f(ti)− f(ti−1)) = f(β)− f(α),

这说明
β∨
α

(f) = |f(β)− f(α)|.

• Lipschitz 函数. 设 |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, 则

v(f ;π) =

m∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| ≤
m∑
i=1

L(ti − ti−1) = L(β − α),

因而 f 是有界变差函数.

• 连续可微函数. 根据微分中值定理可以知道, 闭区间上的连续可微函数都是

Lipschitz 函数, 因而是有界变差函数.
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• 如果 g(x) 为 [α, β] 上的 Riemann 可积函数, 则

f(x) =

∫ x

α

g(t)dt, x ∈ [α, β]

是 Lipschitz 函数, 因此也是有界变差函数.

可以证明, 有界变差函数必为两个单调递增函数的差. 关于有界变差函数的进

一步讨论请参见本章附录 (即最后一节).

定理 14.1.1 (Jordan). 曲线 σ(t) 可求长当且仅当它的每一个分量均为有界变

差函数.

证明. 设 σ(t) = (x1(t), · · · , xn(t)) 可求长, 则任给 [α, β] 的分割 π, 有

v(xi;π) =
m∑
j=1

|xi(tj)− xi(tj−1)| ≤
m∑
j=1

‖σ(tj)− σ(tj−1)‖ ≤ L(σ),

这说明 xi(t) 为有界变差函数.

反之, 如果每一个 xi(t) 都是有界变差函数, 则

L(σ;π) =

m∑
j=1

‖σ(tj)− σ(tj−1)‖

≤
m∑
j=1

(
|x1(tj)− x1(tj−1)|+ · · ·+ |xn(tj)− xn(tj−1)|

)
=

n∑
i=1

v(xi;π) ≤
n∑

i=1

β∨
α

(xi).

因此 σ(t) 是可求长的. �
以下总是假设曲线 σ 是可求长的. 对 t ∈ [α, β], 定义

s(t) = L(σ|[α,t]),

则 s(t) 为单调递增函数, 称为 σ(t) 的弧长函数, 并且

s(t2)− s(t1) = L(σ|[t1,t2]), t1 ≤ t2.

因此, 如果 t2 > t1, s(t2) = s(t1), 则 σ(t) 在 [t1, t2] 上取常值. 如果 σ(t) 不在任何区

间上取常值, 则 s(t) 为严格单调递增函数.

当 σ(t) 为可求长的连续曲线时, s(t) 也是连续函数 (见本章附录). 当 σ(t) 不

在任何区间上取常值时, s(t)是参数 t的连续的严格单调递增函数,从而可逆,其逆

记为 t = t(s):

t(s) : [0, L(σ)] → [α, β].
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这时, σ(t) = σ(t(s)) 又可以看成关于 s 的参数曲线, 我们将 s 称为弧长参数.

当 σ(t) 为连续可微曲线, 且 ‖σ′(t)‖ 在任何区间上不恒为零 (例如, 处处非零)

时, 上一段的讨论对 σ(t) 完全适用, 此时

s′(t) = ‖σ′(t)‖ 或 ds = ‖σ′(t)‖dt.

现在我们考虑可求长曲线上有界函数的积分. 设 f 是定义在 σ 上的有界函

数, 即对任意 σ(t), f(σ(t)) 是定义好的实数. 任给 [α, β] 的分割 π, 取 ξi ∈ [ti−1, ti]

(1 ≤ i ≤ m), 考虑和
m∑
i=1

f(σ(ξi))∆si,

其中 ∆si = s(ti)− s(ti−1). 如果极限

lim
‖π‖→0

m∑
i=1

f(σ(ξi))∆si

存在且与 {ξi} 的选取无关, 则称此极限为 f 在 σ 上的第一型曲线积分, 记为∫
σ

fds = lim
‖π‖→0

m∑
i=1

f(σ(ξi))∆si.

当 f = 1 时, 第一型曲线积分也就是曲线的长度.

第一型曲线积分的物理意义可如下理解: 已知某线状物质的密度函数 ρ, 则物

质的质量就是 ρ 的曲线积分.

当曲线 σ 的弧长参数存在时, 第一型曲线积分可以转化为通常的 Riemann 积

分: ∫
σ

fds =

∫ L(σ)

0

f(σ(s))ds;

如果 σ(t) 为 (分段) 连续可微曲线, 则 f 在 σ 上的第一型曲线积分可以写为

(例如 f 连续时): ∫
σ

fds =

∫ β

α

f(σ(t))‖σ′(t)‖dt.

一般地, 第一型曲线积分是所谓 Riemann-Stieltjes 积分的一种特殊情形, 请参

看本章最后一节.
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b

a0

y

x

图 14.2 椭圆

例 14.1.1. 设曲线 σ 是椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 在第一象限

内的部分, 计算积分 I =

∫
σ

xyds.

解. σ 的参数表示为

σ(t) = (a cos t, b sin t), t ∈
[
0, π/2

]
.

因此

‖σ′(t)‖ =
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t ,

积分为

I =

∫ π
2

0

a cos t · b sin t ·
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt

=
ab

2

∫ π
2

0

sin 2t

√
a2 + b2

2
+
b2 − a2

2
cos 2t dt

=
ab

4

∫ 1

−1

√
a2 + b2

2
+
b2 − a2

2
u du

=
ab

3

a2 + ab+ b2

a+ b
.

a

a

a
2

a
2

0

z

x

图 14.3 截面圆

例 14.1.2. 设 σ 是球面 x2 + y2 + z2 = a2

被平面 x+z = a所截出的圆, 计算积分
∫
σ

xzds.

解. 先求 σ 的方程: 以 z = a − x 代入球面

方程得

x2 + y2 + (a− x)2 = a2,

整理后成为

(
x− a/2

)2
+ y2/2 =

(
a/2
)2
,

用参数表示为

x(t) =
a

2
+
a

2
cos t, y(t) =

a√
2
sin t, z(t) =

a

2
− a

2
cos t, t ∈ [0, 2π].

因此

‖σ′(t)‖ =

√(
− a sin t/2

)2
+
(
a cos t/

√
2
)2

+
(
a sin t/2

)2
=

a√
2
,



92 第十四章 曲线积分与曲面积分

从而有 ∫
σ

xzds =

∫ 2π

0

(
a/2
)2

sin2 t ·
(
a/

√
2
)
dt

=
πa3

4
√
2
.

习题 14.1

1. 设 σ : [α, β] → Rn 为可求长参数曲线, φ : [a, b] → [α, β] 为连续的可逆映射. 证

明 σ ◦ φ 的长度与 σ 相同.

2. 设 σ 为可求长的连续曲线, 则 L(σ) = lim
‖π‖→0

L(σ;π).

3. 证明曲线长度的可加性.

4. 用定义证明, 如果可求长的曲线长度为零, 则必定是常值的.

5. 计算下列空间曲线的弧长:

(1) x(t) = t, y(t) = t2, z(t) = 2
3 t

3, t ∈ [0, 1];

(2) x+ y + z = a (|a| <
√
3), x2 + y2 + z2 = 1.

6. 计算下列曲线积分:

(1)

∫
σ

yds, 其中 σ 是抛物线 y2 = 2px 从 (0, 0) 到 (2p, 2p) 的部分;

(2)

∫
σ

yds, 其中 σ 是椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 在 x 轴上方的部分;

(3)

∫
σ

x2ds, 其中 σ 是圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0;

(4)

∫
σ

(x+ y)ds, 其中 σ 是顶点为 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 的三角形.

7. 形状为椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 的物质在 (x, y) 处的密度为 ρ(x, y) = |y|, 求其质量.

8. (∗) 定义平面曲线 σ(x) =
(
x, y(x)

)
为

y(x) =

x cos 1
x , 0 < x ≤ π

2 ,

0, x = 0.

证明 σ 不是可求长曲线.
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§14.2 第二型曲线积分

现在我们考虑这样一个物理问题: 设质点在力场 F 中沿一条曲线 σ 运动, 求

力场 F 对该质点所做的功. 我们可以将这个问题转化为曲线上的一个积分问题.

为此, 设 σ : [α, β] → Rn 为一条参数曲线, f 是定义在 σ 上的取值在 Rn 中的

一个向量值函数, 其分量记为 fi (1 ≤ i ≤ n). 任取 [α, β] 的一个分割

π : α = t0 < t1 < t2 < · · · < tm = β,

考虑和
m∑
j=1

fi(σ(ξj))(xi(tj)− xi(tj−1)), (ξj ∈ [tj−1, tj ]) (14.1)

如果极限

lim
‖π‖→0

m∑
j=1

fi(σ(ξj))(xi(tj)− xi(tj−1))

存在且与 {ξj}的选取无关,则称此极限为 fidxi 沿曲线 σ 的第二型曲线积分,记为∫
σ

fidxi = lim
‖π‖→0

m∑
j=1

fi(σ(ξj))(xi(tj)− xi(tj−1)).

如果每一个 fidxi 沿 σ 的第二型曲线积分都存在, 则记∫
σ

f1dx1 + · · ·+ fndxn =

∫
σ

f1dx1 + · · ·+
∫
σ

fndxn,

这个积分称为形式和 f1dx1 + · · · + fndxn 沿 σ 的第二型曲线积分, 在不引起混淆

的情况下也称为 f 沿 σ 的第二型曲线积分.

初看起来第二型曲线积分似乎和第一型曲线积分并无本质不同. 但这两类积

分有一个重要的区别, 这个区别和曲线的方向有关. 为了说明这一点, 我们考虑曲

线的重新参数化. 设 φ : [γ, δ] → [α, β] 为严格单调的可逆连续映射, 则复合映射

σ ◦ φ : [γ, δ] → Rn 也是一条参数曲线, 它和 σ 的像完全相同, 这两条参数曲线只是

选取了不同的参数而已. 如果 φ 是严格单调递增的, 则称这两个参数是同向的; 如

果 φ 是严格单调递减的, 则称这两个参数是反向的 (不同向).

从 (14.1) 不难看出, 对于同向的两个参数, 第二曲线积分的值不变; 而对于反

向的两个参数, 第二型曲线积分的值正好相差一个符号! 这和第一型曲线积分是不

同的, 比如曲线的长度就不依赖于参数的选取.

因此, 为了使第二型曲线积分有意义, 我们总是要给曲线指定一个方向, 这个

方向是由某个参数决定的. 给定了方向的曲线称为有向曲线. 如果参数反向, 则新

的有向曲线记为 −σ, 这时有∫
−σ

f1dx1 + · · ·+ fndxn = −
∫
σ

f1dx1 + · · ·+ fndxn.
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对于可求长曲线来说, 第二型曲线积分也是 Riemann-Stieltjes 积分的特殊情

形. 对于 (分段) 连续可微曲线, 第二型曲线积分可以转化为 Riemann 积分:∫
σ

f1dx1 + · · ·+ fndxn =
n∑

i=1

∫ β

α

fi(σ(t))x
′
i(t)dt.

如果记 F = (f1, · · · , fn), 则上式可写为∫
σ

f1dx1 + · · ·+ fndxn =

∫ β

α

F(σ) · σ′(t) dt, (14.2)

其中 σ′(t) = (x′1(t), · · · , x′n(t)) 为曲线 σ 的切向量.

例 14.2.1. Riemann 积分作为第二型的曲线积分.

设 f 为 [a, b] 上的可积函数, 则定积分

∫ b

a

f(x)dx 就是 f(x)dx 沿区间 [a, b] 的

第二型曲线积分, 其中区间看成一条曲线, 它的方向是参数 x 给出的, 即 x 轴的正

向. 我们之所以规定 ∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx

就是因为 f(x)dx 沿 [a, b] 的相反方向的第二型曲线积分要变一个符号. �

例 14.2.2. 环路积分.

如果 σ 为一条闭曲线 (环路),即 σ(α) = σ(β),则选定了方向以后,不论从曲线

上哪一点出发, 沿此闭曲线的第二型曲线积分的值不变, 通常我们将这样的积分记

为 ∮
σ

f1dx1 + · · ·+ fndxn.

单位圆周 S1 就是平面上的一条闭曲线, 如果用参数方程

σ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]

表示, 则 S1 的方向就是所谓逆时针方向. �
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a

a
0

y

x

图 14.4 逆时针圆

例 14.2.3. 计算第二型曲线积分

I =

∮
C

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy,

其中 C 为圆周 x2 + y2 = a2, 方向为逆时针方

向.

解. 按照给定的方向取 C 的参数方程为

x(t) = a cos t, y(t) = a sin t, t ∈ [0, 2π].

此时有

I =

∫ 2π

0

1

a2
[
a sin t(a cos t)′ − a cos t(a sin t)′

]
dt = −2π.

α

a

a
0

y

x

图 14.5 球面圆

例 14.2.4. 计算第二型曲线积分

I =

∮
C

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz,

其中 C 是圆周 x2 + y2 + z2 = a2, y = x tanα

(0 < α <
π

2
), 从 x 的正向看去, C 的方向是逆时

针的.

解. 根据方向取 C 的参数方程为

x(θ) = a cos θ cosα, y(θ) = a cos θ sinα, z(θ) = a sin θ,

其中 θ ∈ [0, 2π]. 于是积分为

I =

∫ 2π

0

(a cos θ sinα− a sin θ)(−a sin θ cosα)dθ + (a sin θ − a cos θ cosα)

× (−a sin θ sinα)dθ + (a cos θ cosα− a cos θ sinα)a cos θ dθ

=

∫ 2π

0

a2(cosα− sinα)dθ = 2πa2(cosα− sinα).
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σ(α)

σ(β)

~F

q

z

y

x

图 14.6 电场作功

例 14.2.5. 考虑位于原点处的电荷 q 产

生的静电场, 计算单位正电荷沿连续可微曲

线 σ 从点 A = σ(α) 到点 B = σ(β) 电场所

作的功 W .

解. 这是一个第二型的曲线积分问题. 根

据库仑定律, (x, y, z) 处的单位正电荷在静电

场中所受的力为

~F = q
~r

r3
= ∇φ, 其中 φ = −q

r
.

因此 ~F 沿 σ 所作的功为

W =

∫
σ

qx

r3
dx+

qy

r3
dy +

qz

r3
dz

=

∫ β

α

~F (σ) · σ′(t) dt =

∫ β

α

(
φ ◦ σ

)′
dt

=
q

r(α)
− q

r(β)
.

这说明, 静电场所作的功只与单位电荷的起始位置和终点位置有关, 与具体运动路

径无关. �
习题 14.2

1. 计算下列积分:

(1)

∫
C

xdx+ ydy + zdz, C 是从 (1, 1, 1) 到 (2, 3, 4) 的直线段;

(2)

∫
C

(x2 + y2)dx+ (x2 − y2)dy, C 是以 (1, 0), (2, 0), (2, 1), (1, 1) 为顶点的正

方形, 逆时针方向;

(3)

∮
C

(x+ y)dx− (x− y)dy

x2 + y2
, C 是圆 x2 + y2 = a2, 逆时针方向;

(4)

∫
C

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy, C 是抛物线 y = x2 从 (−1, 1) 到 (1, 1) 的

一段.

(5)

∮
C

(x+ y)dx+ (x− y)dy, C 是椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1, 逆时针方向.

2. 计算积分 ∫
C

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz,

其中 C 为椭圆 x2 + y2 = 1, x+ z = 1, 从 x 的正向看去, C 沿顺时针方向.
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3. 设 P (x, y), Q(x, y) 在曲线 σ 上连续, 证明∣∣∣ ∫
σ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy
∣∣∣ ≤ L(σ)M,

其中 M = supσ
√
P 2 +Q2.

4. 设 C 为圆周 x2 + y2 = R2, 方向为逆时针. 利用上一题估计积分

IR =

∮
C

ydx− xdy

(x2 + xy + y2)2
,

并证明 lim
R→+∞

IR = 0.

5. 计算质量为 m 的质点在重力场的作用下沿曲线 σ 从点 A = σ(α) 到点 B =

σ(β) 所作的功 W .

§14.3 第一型曲面积分

我们从曲面的面积开始. 设 m ≤ n, Ω ⊂ Rm 为 Rm 中的开集. C1 映射

ϕ : Ω → Rn 称为 Rn 中的一个参数曲面. 我们想要定义参数曲面的面积, 先从线性

映射开始. 设 ϕ : Rm → Rn 为线性映射, I ⊂ Rm 为矩形. 如果 ϕ 是退化的 (秩小

于 m), 则 ϕ(Rm) 包含在一个维数小于 m 的子向量空间中, 我们自然定义 ϕ(I) 的

m 维体积为零; 如果 ϕ 非退化, 则 ϕ(Rm) 维数为 m, ϕ(I) 为 m 维欧氏空间中的

可求体积集, 我们来计算它的 m 维体积. 以下为了区分不同维数的体积, 我们将 m

维体积称为面积, 并用记号 σ 来表示它.

0

I

ϕ

ϕ(I)

0

Rm
Rn

图 14.7 矩形在线性映射下的像

不妨设 I = [0, 1]m. 记 vj = ϕ(ej) = (a1j , · · · , anj),其中 {ej}mj=1 为 Rm 的一组

标准基. 则

ϕ(I) =
{ m∑

j=1

xjvj
∣∣ 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, · · · ,m

}
.

我们要计算 ϕ(I) 的面积. 先看 m = 2 的情形. 此时, ϕ(I) 是由 v1, v2 张成的平行

四边形.
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v1

v2

0z

y

x

图 14.8 平行四边形

设 v1, v2 的夹角为 θ,则 σ(ϕ(I)) = ‖v1‖ · ‖v2‖ · sin θ,而
v1 · v2 = ‖v1‖ · ‖v2‖ · cos θ. 因此

|σ(ϕ(I))|2 = ‖v1‖2 · ‖v2‖2 − (v1 · v2)2 = det
(
vi · vj

)
2×2

.

如果 n = 3, 利用叉乘上式还可表示为 σ(ϕ(I)) = ‖v1 × v2‖.
一般地, 我们断言 σ(ϕ(I)) = det

(
vi · vj

)
m×m

. 当 m =

n− 1 时, 利用 Rn 中叉乘运算的性质还可得到

σ(ϕ(I)) = ‖v1 × v2 × · · · × vn−1‖.

事实上, 记 A =
(
aij
)
n×m

. 如果当 i > m 时 aij ≡ 0, 即

ϕ(Rm) ⊂ Rm × {0} = {(x1, · · · , xm, 0, · · · , 0) ∈ Rn},

则根据第十三章第四节的计算, 特别是 (13.4) 式, ϕ(I) 的面积可表示为

σ(ϕ(I)) = | det
(
aij
)
m×m

|σ(I) =
√

det[A>A]σ(I).

一般的情形,我们总可以选择 Rn中的一个正交变换 O,使得 O(ϕ(Rm)) ⊂ Rm×{0},
因为正交变换保持面积和体积等不变, 故有

σ(ϕ(I)) = σ(O(ϕ(I))) =
√
det[OA]>[OA]σ(I)

=
√
det[A>A]σ(I) =

√
det
(
vi · vj

)
m×m

σ(I).

一般地, 如果 Ω 为 Rm 中可求面积 (体积) 集, 则 ϕ(Ω) 为 Rn 中一个 m 维平面中

的可求面积集, 且

σ(ϕ(Ω)) =
√
det[A>A]σ(Ω), (14.3)

这是 (13.4) 式的推广.

现在考虑一般的参数曲面 ϕ : Ω → Rn, 假设 ϕ 是 C1 映射. 取 x0 ∈ Ω, 设

Jϕ(x0) 非退化 (秩为 m), 定义 L : Rm → Rn 为

L(x) = ϕ(x0) + Jϕ(x0)(x− x0), x ∈ Rm.

记 π : Rn → L(Rm) 为正交投影, 则映射

π ◦ ϕ− L : Ω → L(Rm),

满足条件 J(π ◦ ϕ−L)(x0) = 0. 根据第十三章第四节的讨论可知, 任给 ε > 0, 存在

δ > 0, 当 A 为包含在 x0 的 δ 邻域内的可求面积集时, 有

|σ(π(ϕ(A)))− σ(L(A))| < ε · σ(A),
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即 (由 (14.3) 式)∣∣σ(π(ϕ(A)))−√det[(Jϕ)>(x0)Jϕ(x0)]σ(A)
∣∣ < ε · σ(A), (14.4)

这是 (13.5) 式的推广. 如果将 ϕ(A) 的 “面积” 近似地用它在 x0 处参数曲面的切

空间 L(Rm) 上的投影 π(ϕ(A)) 的面积代替时, 我们就得到了参数曲面面积的如下

积分定义:

定义 14.3.1 (面积公式). 设 ϕ : Ω → Rn 为非退化的 C1 映射, Ω 为 Rm 中可

求面积的集合, 则 ϕ(Ω) 的面积定义为

σ(ϕ(Ω)) =

∫
Ω

√
det[(Jϕ)>Jϕ]. (14.5)

L(Rm)

ϕ(Ω)

L(Rm)

π

ϕ(A)

π(ϕ(A))

图 14.9 参数曲面面积的定义

注. (1) 如果 ϕ(Rm) ⊂ Rm × {0}, 则公式 (14.5) 变成了引理 13.4.5 中的等式;

如果 m = 1, 则 (14.5) 就是连续可微曲线的弧长公式.

(2) 与曲线一样, 曲面可以选取不同的参数化. 如果 φ : Ω′ → Ω 是 C1 的可逆

映射, 则 ϕ ◦ φ : Ω′ → Rm 也是参数曲面, 它们的面积用 (14.5) 式定义出来是一致

的 (习题).

例 14.3.1. R3 中参数曲面的面积公式.

设 r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ((u, v) ∈ D) 为参数曲面, 则根据前面的

讨论, 其面积为

σ =

∫
D

‖ru × rv‖ dudv =

∫
D

√
EG− F 2 dudv, (14.6)

其中
E = ru · ru = x2u + y2u + z2u, G = rv · rv = x2v + y2v + z2v ,

F = ru · rv = xuxv + yuyv + zuzv.



100 第十四章 曲线积分与曲面积分

特别地, 当曲面由方程

z = f(x, y), (x, y) ∈ D

给出时, rx = (1, 0, fx), ry = (0, 1, fy), 因此

EG− F 2 = (1 + f2x)(1 + f2y )− (fxfy)
2 = 1 + f2x + f2y ,

曲面的面积公式成为

σ =

∫
D

√
1 + f2x + f2y dxdy. (14.7)

例 14.3.2. 求球面 x2 + y2 + z2 = a2 的面积.

解. 二维球面的参数表示为

x = a sinϕ cos θ, y = a sinϕ sin θ, z = a cosϕ, ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π].

此时

rϕ = (a cosϕ cos θ, a cosϕ sin θ,−a sinϕ), rθ = (−a sinϕ sin θ, a sinϕ cos θ, 0),

因此

EG− F 2 = a4 sin2 ϕ,

从而球面面积为

σ =

∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

a2 sinϕdϕ = 4πa2.

例 14.3.3. 参数超曲面的面积.

设 ϕ : Ω → Rn 为参数超曲面, 其中

ϕ(u) = ϕ(u1, · · · , un−1), u = (u1, · · · , un−1) ∈ Ω.

超曲面的切向量为 ϕu1 , · · · , ϕun−1 . 根据前面的讨论, 超曲面的面积为

σ =

∫
Ω

‖ϕu1 × · · · × ϕun−1‖ du1 · · · dun−1. (14.8)

例 14.3.4. 设 f : D → R 为连续可微函数, D ⊂ Rn−1. 则 graph(f) 为 Rn 中

的超曲面, 其面积公式为

σ =

∫
D

√
1 + ‖∇f‖2, (14.9)

其中 ∇f = (fx1 , · · · , fxn−1) 是 f 的梯度.
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这是 (14.7) 式的推广. graph(f) 的参数表示为

ϕ(x) = (x1, · · · , xn−1, f(x1, · · · , xn−1)), x = (x1, · · · , xn−1) ∈ D.

此时

ϕx1 × · · · × ϕxn−1 = (−1)n(fx1 , · · · , fxn−1 ,−1).

于是 (14.9) 式可从 (14.8) 式导出.

例 14.3.5. 求 {x1 + · · ·+ xn = a, xi ≥ 0, i = 1, · · · , n} 的面积, 其中 a > 0.

解. 记

∆n−1(a) = {x ∈ Rn−1 |x1 + · · ·+ xn−1 ≤ a, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n− 1},

则所考虑的曲面有参数表示

ϕ : ∆n−1(a) → Rn, ϕ(x) = (x, f(x)),

其中 f(x) = a− x1 − · · · − xn−1. 由 (14.9) 得

σ =

∫
∆n−1(a)

√
1 + ‖∇f‖2 =

∫
∆n−1(a)

√
n,

再根据第十三章中单形的体积公式得

σ =
√
nσ(∆n−1(a)) =

√
n

(n− 1)!
an−1.

例 14.3.6. 求球面 x2 + y2 + z2 + w2 = a2 的面积.

解. 根据对称性, 只要计算上半球面的面积即可. 上半球面的方程为

w =
√
a2 − x2 − y2 − z2, x2 + y2 + z2 ≤ a2,

此时,

1 + ‖∇w‖2 = 1 + (−x/w)2 + (−y/w)2 + (−z/w)2 = (a/w)2,

根据 (14.9) 式有

σ = 2

∫
x2+y2+z2≤a2

a√
a2 − x2 − y2 − z2

dxdydz,

利用 R3 中的球面坐标, 有

σ = 2

∫ a

0

ar2√
a2 − r2

dr

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ = 8π

∫ a

0

ar2√
a2 − r2

dr,
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在上式中利用变量代换 r = a sin t, 最后得

σ = 8π

∫ π
2

0

a3 sin2 tdt = 2π2a3.

这个例题还可以用 R4 中的球面坐标来做, 这样可以避免 w = 0 的问题. �
值得指出的是, 我们在定义参数曲面的面积时要求曲面是 C1 的, 这主要是要

用到曲面的切平面. 我们将曲面上无穷小区域的面积近似地看成它在切平面上的

投影的面积, 求和再取极限以后定义为曲面的面积. 这和曲线的长度的定义似乎有

些不同. 曲线的长度可以用折线段的长度去逼近. 那么, 能否象曲线那样, 通过在曲

面上取分割, 然后用以分点为顶点的多边形 (比如三角形) 的面积和去逼近曲面的

面积呢? Schwarz曾经举过一个例子 (圆柱面)说明这样的定义是行不通的. 对于一

般的曲面, 定义面积需要引入 Hausdorff 测度的概念, 进一步的讨论超出了本课程

的范围, 有兴趣的读者可以参看几何测度论的著作.

有了曲面面积的定义,我们可以讨论曲面上有界函数的积分,为了简单起见,只

考虑连续函数的情形.

定义 14.3.2 (第一型曲面积分). 设 ϕ : Ω → Rn 为 C1 的参数曲面, f 是定义

在此曲面 Σ 上的连续函数, 则 f 在 Σ 上的曲面积分定义为∫
Σ

fdσ =

∫
Ω

f
√
det[(Jϕ)>Jϕ].

第一型曲面积分的物理含义: 分布在曲面上的某种物质, 如果其密度函数为 ρ,

则 ρ 在曲面上的积分就是物质的质量.

h

0

y

z

图 14.10 球帽

例 14.3.7. 计算曲面积分
∫
Σ

1

z
dσ, 其中 Σ

为球面 x2 + y2 + z2 = a2 被平面 z = h 所截下

的顶部, 此处 0 < h < a.

解. Σ 的方程为

z =
√
a2 − x2 − y2, x2 + y2 ≤ a2 − h2.

因此∫
Σ

1

z
dσ =

∫
x2+y2≤a2−h2

1

z

√
1 + z2x + z2y dxdy

=

∫
x2+y2≤a2−h2

a

a2 − x2 − y2
dxdy

=

∫ √
a2−h2

0

ar

a2 − r2
dr

∫ 2π

0

dθ

= 2πa ln
(a
h

)
.
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2

√
2

0

y

z

图 14.11 抛物面

例 14.3.8. 设抛物面 z = 2 − (x2 + y2), z ≥ 0

上分布着密度为 ρ(x, y) = x2 + y2 的物质, 求该物质

的质量.

解. 该物质的质量 m 为 ρ(x, y) = x2 + y2 在曲

面上的积分, 即

m =

∫
x2+y2≤2

(x2 + y2)
√

1 + z2x + z2y dxdy

=

∫
x2+y2≤2

(x2 + y2)
√

1 + 4(x2 + y2)dxdy

=

∫ √
2

0

r2
√
1 + 4r2 rdr

∫ 2π

0

dθ

=
149

30
π.

习题 14.3

1. 用重积分的变量替换公式证明, 参数曲面的面积与参数的选取无关.

2. 求 z = axy 包含在圆柱 x2 + y2 = a2 内的面积.

3. 求锥面 z2 = x2 + y2 被柱面 x2 + y2 − 2ax = 0 在 z ≥ 0 的部分截下的面积.

4. 计算球面 x2 + y2 + z2 = a2 被柱面 x2 + y2 = ax 所截下的面积.

5. 计算曲面 |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| = a 的面积.

6. 计算 n 维球面 x21 + x22 + · · ·+ x2n = a2 的面积.

7. 重新研究第七章第一节中几种曲面的面积公式, 它们和本节中的定义一致吗?

8. 计算下列曲面积分:

(1)

∫
Σ

(x+ y + z)dσ, Σ 为 x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0;

(2)

∫
Σ

dσ

(1 + x+ y)2
, Σ 为 x+ y + z = 1, x, y, z ≥ 0;

(3)

∫
Σ

√
x2/a4 + y2/b4 + z2/c4 dσ, Σ 为

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

(4)

∫
Σ

xyzdσ, Σ 为 z = x2 + y2, z ≤ 1.

9. 设球面 x2 + y2 + z2 = a2 上分布着密度为 ρ 的均匀物质, 求该物质的引力场.

10. 用 S2 表示球面 x2 + y2 + z2 = 1. 当 f 连续时, 证明∫
S2

f(ax+ by + cz)dσ = 2π

∫ 1

−1

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

)
du.
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§14.4 第二型曲面积分

首先我们考虑一个物理问题: 设空间中有流速为 ~v = (P,Q,R) 的流体, 求单位

时间内通过曲面 Σ 的流体的流量. 要计算流量, 必须给曲面指定方向. 我们规定,

曲面在某点的方向是指该点处的一个单位法向量. 指定方向以后, 可用所谓的 “微

元法” 计算流量如下: 任取 Σ 的一小片, 其面积记为 dσ, 经过这一小片的流体速度

为 ~v,曲面的单位法向量为 ~n,则单位时间内通过这一小片曲面的流体的流量 dΦ为

~v · ~n dσ. 于是单位时间内经过 Σ 的流量 Φ 可写为积分

Φ =

∫
Σ

~v · ~n dσ =

∫
Σ

~v · d~σ, (14.10)

其中 d~σ = ~n dσ 称为有向面积元.

从 (14.10) 式可以看出, 流量与曲面方向的选取有关. 方向的变化可导致流量

的数值相差一个正负号. 如果在曲面上存在连续的单位法向量场, 则称该曲面可定

向, 否则就称该曲面不可定向. 本节所涉及的曲面都假定是可定向的. 对于可定向

曲面, 其定向(方向)是指一个连续的单位法向量场 ~n.

为了计算 (14.10) 式中的积分, 我们通常要给曲面选取适当的参数表示. 设

ϕ : D → R3 为 Σ 的参数表示, 其中

ϕ(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, (u, v) ∈ D.

记 ~N = ϕu × ϕv, 则

~N = (yuzv − zuyv, zuxv − xuzv, xuyv − yuxv) =
(∂(y, z)
∂(u, v)

,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
.

~N 为曲面的法向量. 如果 ~N/‖ ~N‖ = ~n, 则称 ϕ 是与给定定向相容的参数表示. 我

们总是选取与给定定向相容的参数表示. 根据前节中的讨论, 曲面的面积元可写为

dσ = ‖ ~N‖ dudv. 此时 (14.10) 式可写为

Φ =

∫
D

~v · ~N dudv =

∫
D

[
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv. (14.11)

另一方面, 记 d~σ = (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy), 其中 dy ∧ dz 是有向面积元 d~σ

在 yz 平面上的投影, dz ∧ dx 是 d~σ 在 zx 平面上的投影, dx ∧ dy 是 d~σ 在 xy 平面

上的投影. 此时 (14.10) 式也可写为

Φ =

∫
Σ

~v · d~σ =

∫
Σ

P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy. (14.12)

由 d~σ = ~N dudv 可见

dy ∧ dz = ∂(y, z)

∂(u, v)
dudv, dz ∧ dx =

∂(z, x)

∂(u, v)
dudv, dx ∧ dy =

∂(x, y)

∂(u, v)
dudv.
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由此也可以看出 (14.11) 式和 (14.12) 式是等价的. 我们规定以下等式成立:

dz ∧ dy = −dy ∧ dz, dx ∧ dz = −dz ∧ dx, dy ∧ dx = −dx ∧ dy.

根据以上讨论, 我们可以提出如下定义:

定义 14.4.1 (第二型曲面积分). 设 Σ 为 R3 中的可定向曲面, 与给定定向相

容的参数表示为

ϕ(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, (u, v) ∈ D.

对于定义在 Σ 上的连续向量值函数 (P,Q,R), 定义其曲面积分为

Φ =

∫
D

[
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv,

也记为

Φ =

∫
Σ

P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy.

记 ~n = (cosα, cosβ, cos γ), 其中 α, β, γ 分别是 ~n 与三个坐标轴的夹角. 当

cos γ ≥ 0, 即 ~n 和 z 轴的夹角不超过 π/2 时, ~n 所决定的方向称为参数曲面的上侧

方向; 反之, ~n 所决定的方向称为参数曲面的下侧方向. 对于封闭的曲面, 指向曲面

所围区域外部的单位法向量所决定的方向称为参数曲面的外侧方向,指向曲面所围

区域内部的单位法向量所决定的方向称为参数曲面的内侧方向.

~n

~n

~n

图 14.12 内法向和外法向

例 14.4.1. 计算积分
∫
Σ

xyz dx∧dy,其中 Σ = {x2+y2+z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0},

方向为外侧.
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解. 将曲面分成两部分, 即

Σ1 : z =
√
1− x2 − y2, (x, y) ∈ D = {x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0},

Σ2 : z = −
√
1− x2 − y2, (x, y) ∈ D = {x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}.

在曲面上, 参数 (x, y) 决定的法向量为 (−zx,−zy, 1), 因此, 这个参数在 Σ1 上决定

的方向就是外侧方向, 在 Σ2 上决定的方向是内侧方向. 按照定义, 有∫
Σ

xyz dx ∧ dy =

∫
Σ1

xyz dx ∧ dy +
∫
Σ2

xyz dx ∧ dy

=

∫
D

xy
√
1− x2 − y2 dxdy −

∫
D

xy
(
−
√
1− x2 − y2

)
dxdy

= 2

∫ π
2

0

dθ

∫ 1

0

r3 sin θ cos θ
√
1− r2 dr =

2

15
.

例 14.4.2. 计算积分 Φ =

∫
Σ

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx+ z2dx ∧ dy, 其中 Σ 为球

面 (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, 方向为外侧.

解. 取球面坐标

x = a+R sinϕ cos θ, y = b+R sinϕ sin θ, z = c+R cosϕ, ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π].

计算表明

∂(y, z)

∂(ϕ, θ)
= R2 sin2 ϕ cos θ,

∂(z, x)

∂(ϕ, θ)
= R2 sin2 ϕ sin θ,

∂(x, y)

∂(ϕ, θ)
= R2 cosϕ sinϕ,

因此 (ϕ, θ) 决定的法向量是外侧的, 由定义, 有

Φ =

∫ π

0

∫ 2π

0

(a+R sinϕ cos θ)2R2 sin2 ϕ cos θ dϕdθ +

∫ π

0

∫ 2π

0

(c+R cosϕ)2R2 cosϕ

× sinϕdϕdθ +

∫ π

0

∫ 2π

0

(b+R sinϕ sin θ)2R2 sin2 ϕ sin θ dϕdθ

=
8π

3
(a+ b+ c)R3.

注. 事实上, 球面的单位外法向量为 R−1 · (x− a, y − b, z − c), 利用这一点可以

将球面上的第二型积分化为第一型积分, 请读者自行验算.

上面的讨论可完全类似地推广到 Rn 中的超曲面上. 如果存在连续的单位法

向量场, 则称超曲面 Σ 可定向, 其定向(方向)是指一个给定的连续单位法向量场 ~n.

设 Σ 的参数表示为

ϕ(u) = (x1(u1, · · · , un−1), · · · , xn(u1, · · · , un−1)), u = (u1, · · · , un−1) ∈ D.
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其法向量为 ~N = ϕu1 × · · · × ϕun−1 . 如果 ~N/‖ ~N‖ = ~n, 则称 ϕ 是与给定方向 ~n 相

容的参数表示. 此时, 向量场 ~v = (f1, · · · , fn) 在 Σ 上的积分定义为

Φ =

∫
Σ

n∑
i=1

fi · (−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=

∫
D

~v · ~N du1 · · · dun−1

=

∫
D

[ n∑
i=1

(−1)i−1fi
∂(x1, · · · , xi−1, xi+1 · · · , xn)

∂(u1, · · · , un−1)

]
du1 · · · dun−1.

对于一般的 m 维可定向曲面也可以定义第二型的曲面积分, 我们将在下一章中作

进一步的讨论.

例 14.4.3. 计算积分 Φ =

∫
Σ

xyzw dx ∧ dy ∧ dz, 其中 Σ 为四维单形 {x+ y +

z + w ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, w ≥ 0} 的边界, 方向为内侧.

解. Σ 为 R4 中的超曲面, 它由五个部分组成, 其中四部分分别位于坐标平面

上, 在这四部分上被积函数均为零. 第五部分为

Σ′ : w = 1− x− y − z, (x, y, z) ∈ D = {x+ y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0},

其法向量为 (wx, wy, wz,−1) = −(1, 1, 1, 1), 这是内侧方向, 因此

Φ =

∫
Σ′
xyzw dx ∧ dy ∧ dz =

∫
D

xyz(1− x− y − z) dxdydz

=

∫
{y+z≤1, y, z≥0}

yz

∫ 1−y−z

0

x dxdydz − 3

∫
{y+z≤1, y, z≥0}

yz

∫ 1−y−z

0

x2 dxdydz

=
1

2

∫
{y+z≤1, y, z≥0}

yz(1− y − z)2 dydz −
∫
{y+z≤1, y, z≥0}

yz(1− y − z)3 dydz

=
1

7!
.

在计算的过程中我们用到了 x, y, z 的对称性. �
习题 14.4

1. 用多重积分的变量替换公式研究第二型曲面积分在不同参数表示下如何变化.

2. 计算积分

I =

∫
Σ

x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy,

其中 Σ 为球面 (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 的外侧.

3. 计算积分

I =

∫
Σ

yz dy ∧ dz + zx dz ∧ dx+ xy dx ∧ dy,

其中 Σ 是柱体 x2 + y2 ≤ a2, 0 ≤ z ≤ h 的外侧面.
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4. 计算积分

I =

∫
Σ

x3 dy ∧ dz,

其中 Σ 是上半椭球面
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, z ≥ 0 的上侧.

5. 计算积分

I =

∫
Σ

yz dy ∧ dz + zx dz ∧ dx+ xy dx ∧ dy,

其中 Σ 是四面体 x+ y + z ≤ a, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 的外侧.

6. 计算积分

I =

∫
Σ

x3 dy ∧ dz + y3 dz ∧ dx+ z3 dx ∧ dy,

其中 Σ 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 的内侧.

7. 计算积分

I =

∫
Σ

x dy ∧ dz ∧ dw,

其中 Σ 是球面 x2 + y2 + z2 + w2 = a2 的外侧.

8. 计算积分

I =

∫
Σ

x dy ∧ dz ∧ dw,

其中 Σ 是曲面 |x|+ |y|+ |z|+ |w| = a 的外侧.

§14.5 几类积分之间的联系

我们知道, Newton-Leibniz公式是微积分的一个核心定理. 对于一元函数来说,

Newton-Leibniz 公式有两种表现形式:

• 如果 f(x) 为 [a, b] 上的连续函数, 则 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt 为 [a, b] 上的可微函数,

且

F ′(x) = f(x), 或
d

dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x);

• 设 f 在 [a, b] 上连续可微, 则∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a), 或

∫ b

a

df = f
∣∣∣b
a
.

我们现在想把这些公式推广到多元函数. 在这一节我们只考虑几个特殊的情

形, 一般的情形将在下一章中讨论.
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§14.5.1 余面积公式

� 本小节内容可以作为选读材料.

设 f : Rn → R 为 C1 函数, 且 ‖∇f‖ 6= 0. 取区间 [a, b] ⊂ f(Rn), 则当 t ∈ [a, b]

时, f−1(t) 为 Rn 中的超曲面. 事实上, 任取 x0 ∈ f−1(t), 因为 ‖∇f(x0)‖ 6= 0, 不妨

设
∂f

∂xn
(x0) 6= 0. 根据隐函数定理, 方程

f(x1, · · · , xn)− t = 0 (14.13)

存在 C1 的 (局部) 解

xn = ϕt(x1, · · · , xn−1), (x1, · · · , xn−1) ∈ D ⊂ Rn−1. (14.14)

即在 x0 附近 f−1(t) 是参数曲面. 根据隐函数定理, 上式中的 ϕt 关于 t 也是 C1

的. 在 (14.13) 中对 t 求导, 得

∂f

∂xn

∂xn
∂t

− 1 = 0,

即
∂xn
∂t

=
( ∂f
∂xn

)−1
.

考虑变量替换 Φ : D × [a, b] → Rn,

Φ(x1, · · · , xn−1, t) = (x1, · · · , xn−1, ϕt(x1, · · · , xn−1)),

易见其 Jacobi 行列式为

det JΦ =
∂ϕt

∂t
=
( ∂f
∂xn

)−1
.

如果记 Ω = Φ(D × [a, b]), 根据多重积分的变量替换公式就有

v(Ω) =

∫
D×[a,b]

∣∣∣( ∂f
∂xn

)−1
∣∣∣dx1 · · · dxn−1dt =

∫ b

a

dt

∫
D

∣∣∣( ∂f
∂xn

)−1
∣∣∣dx1 · · · dxn−1.

(14.15)

另一方面, 我们考虑水平集 f−1(t) 上的第一型曲面积分. 根据隐函数定理, (14.14)

中的参数方程满足条件

∂ϕt

∂xi
= − ∂f

∂xi

( ∂f
∂xn

)−1
, i = 1, · · · , n− 1.

因此

1 + ‖∇ϕt‖2 = ‖∇f‖2
( ∂f
∂xn

)−2
.
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根据 (14.9) 和第一型曲面积分的定义得∫
f−1(t)∩Ω

dσ

‖∇f‖
=

∫
D

1

‖∇f‖
√
1 + ‖∇ϕt‖2dx1 · · · dxn−1 =

∫
D

∣∣∣( ∂f
∂xn

)−1
∣∣∣dx1 · · · dxn−1,

因此 (14.15) 可改写为

v(Ω) =

∫ b

a

dt

∫
f−1(t)∩Ω

1

‖∇f‖
dσ. (14.16)

这个公式称为余面积公式(co-area formula). 类似的推导可以得到这个公式的一般

情形, 它可以看成重积分 “投影法” 的一般形式.

定理 14.5.1 (余面积公式). 设 f 条件如上. 如果 g 为 f−1([a, b]) 上的连续函

数, 则 ∫
f−1([a,b])

g(x)dx1 · · · dxn =

∫ b

a

dt

∫
f−1(t)

g

‖∇f‖
dσ.

这个公式将多重积分和第一型曲面积分联系起来了. 我们看几个例子.

例 14.5.1. f 为坐标函数 f(x) = xn.

当 f(x) = xn 时, ‖∇f‖ = 1. 设 D ⊂ Rn−1, 则余面积公式成为∫
D×[a,b]

g(x)dx1 · · · dxn =

∫ b

a

dxn

∫
D

g(x)dx1 · · · dxn−1,

这也就是多重积分化累次积分的公式.

例 14.5.2. 球体的体积和球面的面积之间的关系.

考虑函数 f(x) = r = ‖x‖, 当 x 6= 0 时 ‖∇r‖ = 1, 根据余面积公式就得到

v(BR) = v(f−1[0, R]) = lim
ε→0

v(f−1[ε,R]) =

∫ R

0

σ(St)dt, (14.17)

其中, BR 是半径为 R 的球体 {‖x‖ ≤ R}, St 是半径为 t的球面 {‖x‖ = t}. 特别地,

在 (14.17) 中关于 R 求导, 得

σ(SR) =
d

dR
v(BR),

我们已经知道球体的体积公式 v(BR) = ωnR
n, 因此从上式可立即得到球面的面积

公式

σ(SR) = nωnR
n−1.

例如, n = 2 时半径为 R 的圆盘的面积为 πR2, 从而半径为 R 的圆周的周长为

(πR2)′ = 2πR; n = 3 时, 半径为 R 的球体体积为 (4/3)πR3, 因此半径为 R 的球面

的面积为
(
(4/3)πR3

)′
= 4πR2.

需要说明的是, 如果函数 f 有有限个临界点 (驻点), 则在广义积分的意义下,

余面积公式也成立. 当 m ≤ n 时, 对于满足一定条件的映射 f : Rn → Rm, 也有更

一般的余面积公式. �
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§14.5.2 Green 公式

考虑平面 R2 上的有界闭域 Ω, 假定其边界由有限条 C1 曲线组成. R2 上的

标准定向限制在 Ω 上就得到 Ω 的定向. Ω 的边界 ∂Ω 有所谓的诱导定向. 这个诱

导定向定义如下: 设 (x(t), y(t)) 为 ∂Ω 的一段参数曲线, 则 (x′(t), y′(t)) 为切向量,

(y′(t),−x′(t)) 为法向量. 如果 (y′(t),−x′(t)) 为相对于区域 Ω 的外法向量, 则参数

t 决定的边界方向称为诱导定向. 直观上看, 从外法向到切向的旋转方向是逆时针

的, 这种确定边界定向的方法又称为 “右手法则”.

Ω

(x′(t), y′(t))
(y′(t),−x′(t))

图 14.13 诱导定向

例 14.5.3. 环形区域的边界定向.

设 b > a > 0,平面区域 {a2 ≤ x2+y2 ≤ b2}是半径为 b的大圆盘内挖去一个半

径为 a的小圆盘形成的环形区域.它的边界由圆周 {x2+y2 = b2}和 {x2+y2 = a2}
组成. 按照诱导定向的定义, 在大圆 {x2 + y2 = b2} 上, 方向是逆时针的; 而在小圆

{x2 + y2 = a2} 上, 方向应是顺时针的. �
下面的重要结果将二重积分和第二型曲线积分联系起来了,这个结果通常称为

Green 公式.

定理 14.5.2 (Green). 设 Ω 为平面有界区域, 其边界由有限条 C1 曲线组成,

边界的定向为诱导定向. 如果 P , Q 为 Ω 上的连续可微函数, 则∫
Ω

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂Ω

P dx+Qdy.

我们只证明这个定理的一个特殊情形,一般的情形可以借助下一章的单位分解

定理转化为这种特殊情形. 先做一些预备工作.

设 ϕ : D → Ω 为 C2 的可逆映射, 记为

ϕ(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v)

)
, (u, v) ∈ D.
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它可以看成 R2 内的一个坐标变换. 假设 ϕ 是保持定向的, 且 ϕ(∂D) = ∂Ω. 我

们考察在这个坐标变换下二重积分和第二型曲线积分如何变化. 为此设 ϕ 将曲线

γ(t) = (u(t), v(t)) 映为曲线 σ(t) ⊂ ∂Ω, t ∈ [α, β]. 按照第二型曲线积分的定义, 有∫
σ

P dx+Qdy =

∫ β

α

[Px′(t) +Qy′(t)] dt.

根据复合求导的链规则, 有

Px′(t) +Qy′(t) = P
(
xuu

′(t) + xvv
′(t)
)
+Q

(
yuu

′(t) + yvv
′(t)
)

= (Pxu +Qyu)u
′(t) + (Pxv +Qyv)v

′(t).

如果记

P̃ = Pxu +Qyu, Q̃ = Pxv +Qyv,

则上面的计算表明 ∫
γ

P̃ du+ Q̃ dv =

∫
σ

P dx+Qdy,

用到整个区域边界上就得到∫
∂D

P̃ du+ Q̃ dv =

∫
∂Ω

P dx+Qdy, (14.18)

这是第二型曲线积分在坐标变换下的变换公式.

同理, 根据复合求导的链规则, 有

∂P

∂u
=
∂P

∂x
xu +

∂P

∂y
yu,

∂P

∂v
=
∂P

∂x
xv +

∂P

∂y
yv,

∂Q

∂u
=
∂Q

∂x
xu +

∂Q

∂y
yu,

∂Q

∂v
=
∂Q

∂x
xv +

∂Q

∂y
yv.

因此有
∂Q̃

∂u
− ∂P̃

∂v
=
∂(Pxv +Qyv)

∂u
− ∂(Pxu +Qyu)

∂v

=
(∂P
∂u

xv +
∂Q

∂u
yv

)
−
(∂P
∂v

xu +
∂Q

∂v
yu

)
=
(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)∂(x, y)
∂(u, v)

.

当 ϕ 保持定向时, xuyv − yuxv > 0, 根据重积分的变量代换公式就有∫
D

(∂Q̃
∂u

− ∂P̃

∂v

)
dudv =

∫
Ω

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dxdy. (14.19)

将 (14.18) 和 (14.19) 结合起来我们就发现, 要说明 Green 公式在 Ω 上成立, 只要

说明它在 D 上成立即可, 反之亦然.
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Ω

图 14.14 区域和它的边界

因此, 证明 Green 公式的想法就是将一般的区域变为较为简单的区域, 然后在

较为简单的区域上考虑问题. 为此仍设 σ(t) = (x(t), y(t)) 为 ∂Ω 的一段 C2 参数曲

线, t ∈ [α, β]. 设 t0 ∈ (α, β), 且 x′(t0) 6= 0. 通过适当的平移变换以及保定向的正交

变换, 不妨设 (x(t0), y(t0)) = (0, 0), (x′(t0), y
′(t0)) = (1, 0). 因为 x′(t0) > 0, 由反函

数定理, 在 t = t0 附近 t 可以表示为 x 的函数, 从而曲线 σ(t) 可以用参数 x 表示,

即 σ 可以表示为

σ(x) = (x, φ(x)), x ∈ [−a, a].

这个过程就是将曲线重新参数化, 使得 σ 表示为函数 φ(x) 的图像. 由于 φ(0) = 0,

存在 0 < ε < a/2, 使得

|φ(x)| < a/2, ∀ x ∈ [−ε, ε].

现在我们再作一个假设: 设 P , Q 在 Bε = {x2 + y2 < ε2} 之外恒为零. 这样,

我们就只需在简单区域 Ω ∩ Bε 中考虑 Green 公式即可. 由于 (1, 0) 是原点处的切

向,按照右手法则, (0,−1)应是原点处的单位外法向,因此区域位于 φ(x)图像的上

方.

为了简化区域, 进一步考虑坐标变换

ϕ(x, y) = (x, y − φ(x)), (x, y) ∈ [−a, a]× [−a, a].

这是保持定向的坐标变换, ϕ(x, φ(x)) = (x, 0), 即 ϕ 将 σ 变为了 x 轴, 且

ϕ(Ω ∩Bε(0)) ⊂ [−a, a]× [−a, a].

由于边界诱导定向要求法向量 (0,−1) 方向向外, 因此 ϕ(Bε(0) ∩ Ω) 实际上包含于

上半平面.
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ϕε

0−a a

图 14.15 区域变换

由于 P , Q在 Bε之外恒为零,我们现在只要在矩形 [−a, a]×[0, a]上验证 Green

公式就可以了. 矩形 I = [−a, a] × [0, a] 由四条边组成, 其中 (x, 0) (x ∈ [−a, a]) 代
表原来的曲线 σ, 而 P , Q 在其余三条边附近均为零. 因此∫

∂I

P dx+Qdy =

∫ a

−a

P (x, 0) dx,

且 ∫
I

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫ a

0

dy

∫ a

−a

∂Q

∂x
dx−

∫ a

−a

dx

∫ a

0

∂P

∂y
dy

=

∫ a

0

[Q(a, y)−Q(−a, y)]dy −
∫ a

−a

[P (x, a)− P (x, 0)]dx

=

∫ a

−a

P (x, 0)dx,

这说明 Green 公式在 I 上成立. �
注. 在证明过程中, 我们假设了边界是 C2 曲线, 这个条件可以减弱. 一般地,

利用光滑逼近可以证明, 当区域边界由有限条分段 C1 的连续曲线组成时, Green

公式仍然成立.

例 14.5.4. 简单闭曲线所围区域的面积.

设 γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [α, β]) 为 R2 上分段连续可微的简单闭曲线, 它围成

的区域记为 Ω. 在 Green公式中取 P (x, y) = −y, Q(x, y) = x,则得到如下面积公式

σ(Ω) =
1

2

∫
Ω

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dxdy =

1

2

∫
Ω

P dx+Qdy

=
1

2

∫ β

α

[x(t)y′(t)− x′(t)y(t)] dt, (14.20)

其中, 参数 t 选取的方向是逆时针的.

作为例子, 考虑椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 所围成的面积. 椭圆的参数方程为

x(t) = a cos t, y(x) = b sin t, t ∈ [0, 2π],
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于是其面积为

σ =
1

2

∫ 2π

0

(a cos t b cos t+ a sin t b sin t)dt = πab.

例 14.5.5. 计算积分 I =

∫
C

x2y dx− xy2 dy, 其中 C 是上半圆 x2 + y2 = a2,

y ≥ 0, 逆时针方向.

解. 考虑上半圆的边界, 它由 C 以及 (x, 0) (x ∈ [−a, a])组成, 在上半圆区域上

用 Green 公式, 得

I =

∫
{x2+y2≤a2, y≥0}

(−x2 − y2) dxdy = −
∫ π

0

dθ

∫ a

0

r3 dr = −π
4
a4.

例 14.5.6. 设 Ω 为包含原点的有界区域, 其边界为 C1 曲线, 方向为诱导定

向. 计算积分

I =

∫
∂Ω

−y dx
x2 + y2

+
x dy

x2 + y2
.

解. 取中心为原点的小圆 x2 + y2 = ε2, 使得 Bε ⊂ Ω. 小圆上的定向规定为逆

时针方向 (从而与诱导定向相反), 其参数表示为 x = ε cos θ, y = ε sin θ. 注意到

∂

∂x

( x

x2 + y2

)
+

∂

∂y

( y

x2 + y2

)
= 0.

在区域 Ω \Bε 中利用 Green 公式, 得

0 =

∫
Ω\Bε

[ ∂
∂x

( x

x2 + y2

)
+

∂

∂y

( y

x2 + y2

)]
dxdy

= I −
∫
{x2+y2=ε2}

( −y dx
x2 + y2

+
x dy

x2 + y2

)
= I −

∫ 2π

0

dθ = I − 2π.

这说明 I = 2π.

例 14.5.7. 代数基本定理.

设 p(z) = zn + c1z
n−1 + · · · + cn−1z + cn 为复系数 n 次多项式. 我们要说明

p(z) 在复平面上必有零点. (反证法) 设 p(z) 处处非零. 当 R > 0 时, 记 p(Rz)/Rn

的实部和虚部分别为 f, g, 则 f 和 g 不能同时为零. 考虑

fdg − gdf

f2 + g2
= Pdx+Qdy, 其中 P =

fgx − gfx
f2 + g2

, Q =
fgy − gfy
f2 + g2

.

容易验证 Qx − Py = 0. 根据 Green 公式, 有∫
S1

fdg − gdf

f2 + g2
=

∫
D
(Qx − Py) dxdy = 0, (14.21)
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其中 S1 = {x2 + y2 = 1}, D = {x2 + y2 ≤ 1}. 另一方面, 在 S1 上, 记 z = eiθ, 则

f(z) = cosnθ +
1

R

[
a1 cos(n− 1)θ − b1 sin(n− 1)θ + · · ·

]
,

g(z) = sinnθ +
1

R

[
a1 sin(n− 1)θ + b1 cos(n− 1)θ + · · ·

]
,

其中 a1, b1 分别为 c1 的实部和虚部.由此可见,当 R→ ∞时, f2+g2 = 1+O(1/R),

且

fdg − gdf = (fgθ − gfθ)dθ =
[
n+O(1/R)

]
dθ.

这说明, 当 R 充分大时∫
S1

fdg − gdf

f2 + g2
=

∫ 2π

0

[
n+O(1/R)

]
dθ = 2πn+O(1/R) 6= 0,

这与 (14.21) 式相矛盾!

代数基本定理是由 Gauss首先证明的. 有趣的是,此结果至今还没有纯代数的

证明.

最后, 我们讨论 Green 公式的变形. 如果 v 为 C1 函数, 则由

∂(Qv)

∂x
− ∂(Pv)

∂y
=
[∂Q
∂x

− ∂P

∂y

]
v +

[
Q
∂v

∂x
− P

∂v

∂y

]
可得∫

Ω

[∂Q
∂x

− ∂P

∂y

]
v dxdy =

∫
∂Ω

v(P dx+Qdy)−
∫
Ω

[
Q
∂v

∂x
− P

∂v

∂y

]
dxdy, (14.22)

这可以看成平面上的分部积分公式. 对于 C2 函数 u, 如果记

∆u = uxx + uyy =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, ∇u = (ux, uy) =

(∂u
∂x
,
∂u

∂y

)
,

以 P = −uy, Q = ux 代入 (14.22) 得∫
Ω

v∆u dxdy =

∫
∂Ω

v(−uydx+ uxdy)−
∫
Ω

∇u · ∇v dxdy, (14.23)

利用单位外法向量 ~n, 弧长参数 s 以及等式

~nds = (y′(t),−x′(t))dt

可以将 (14.23) 改写为∫
Ω

v∆u dxdy =

∫
∂Ω

v(∇u · ~n) ds−
∫
Ω

∇u · ∇v dxdy, (14.24)

或用方向导数继续改写为∫
Ω

v∆u dxdy =

∫
∂Ω

v
∂u

∂n
ds−

∫
Ω

∇u · ∇v dxdy, (14.25)
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如果 v 也是 C2 函数, 则在上式中交换 u, v 的位置, 然后两式相减可得∫
Ω

(v∆u− u∆v) dxdy =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
ds. (14.26)

这些都是很有用的公式, 称为 Green 恒等式.

§14.5.3 Gauss 公式

设 Ω 为 R3 中的有界区域, 其边界 ∂Ω 为 C1 曲面. 边界定向为诱导定向, 即

外侧方向.与平面上的 Green公式类似, 下面的 Gauss公式将三重积分与第二型曲

面积分联系起来了.

定理 14.5.3 (Gauss). 设 Ω 为 R3 中的有界区域, 其边界由有限个 C1 曲面组

成, 曲面的定向为诱导定向. 如果 P , Q, R 为 Ω 上的连续可微函数, 则∫
Ω

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

∫
∂Ω

P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy.

和 Green公式一样,我们证明一个特殊情形: 在某个边界点的一个小邻域之外

P , Q 和 R 均恒为零. 证明的思路也是类似的, 先说明 Gauss 公式在坐标变换下具

有形式不变性, 然后利用坐标变换将问题变为矩形区域内的 Gauss 公式.

为此, 设 ϕ : Ω̃ → Ω 为 C2 的保定向坐标变换, 记为

ϕ(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)), (u, v, w) ∈ Ω̃.

令

P̃ = P
∂(y, z)

∂(v, w)
+Q

∂(z, x)

∂(v, w)
+R

∂(x, y)

∂(v, w)
,

Q̃ = P
∂(y, z)

∂(w, u)
+Q

∂(z, x)

∂(w, u)
+R

∂(x, y)

∂(w, u)
,

R̃ = P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)
.

利用复合求导的链规则以及第二型曲面积分的定义不难得到∫
∂Ω̃

P̃ dv∧dw+Q̃ dw∧du+R̃ du∧dv =

∫
∂Ω

P dy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy. (14.27)

这是坐标变换下第二型曲面积分的变换公式. 为了得到重积分的变换公式, 注意到

(Pu, Pv, Pw) = (Px, Py, Pz)


xu xv xw

yu yv yw

zu zv zw

 ,

根据逆矩阵的表达式可以解得

∂P

∂x

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= Pu

∂(y, z)

∂(v, w)
+ Pv

∂(y, z)

∂(w, u)
+ Pw

∂(y, z)

∂(u, v)
,
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同理可得
∂Q

∂y

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= Qu

∂(z, x)

∂(v, w)
+Qv

∂(z, x)

∂(w, u)
+Qw

∂(z, x)

∂(u, v)
,

∂R

∂z

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= Ru

∂(x, y)

∂(v, w)
+Rv

∂(x, y)

∂(w, u)
+Rw

∂(x, y)

∂(u, v)
,

直接的计算表明

∂

∂u

(
∂(y, z)

∂(v, w)

)
+

∂

∂v

(
∂(y, z)

∂(w, u)

)
+

∂

∂w

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)
= 0,

在上式中将 (y, z) 换成 (z, x) 或 (x, y) 也成立. 利用这些等式不难得到

∂P̃

∂u
+
∂Q̃

∂v
+
∂R̃

∂w
=

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
,

如果 ϕ 是保持定向的坐标变换, 则由重积分的变量代换公式及上式就得到∫
Ω̃

(∂P̃
∂u

+
∂Q̃

∂v
+
∂R̃

∂w

)
dudvdw =

∫
Ω

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz. (14.28)

结合 (14.27)式, 我们就知道要说明 Gauss公式在 Ω上成立, 只要说明它在 Ω̃上成

立即可, 反之亦然.

通过平移以及适当的保定向的正交变换, 我们可以假设 (x0, y0, z0) = (0, 0, 0),

P , Q, R在 Bε(0)外恒为零,且 ∂Ω∩Bε(0)为 C1 函数 φ(x, y)的图像,其中 φ(0, 0) =

0, ∇φ(0, 0) = (0, 0). 此时, 在原点 (0, 0, 0) 处的单位外法向是 (0, 0, 1), 因此区域

Ω ∩Bε(0) 位于图像的下方.

与 Green 公式的证明类似, 通过适当的保定向的坐标变换, 我们将该区域变

为矩形区域 I = [−a, a]2 × [−a, 0] 的一部分, 在这个变换下边界 ∂Ω ∩ Bε(0) 变为

[−a, a]2 × {0} 的一部分, 而 P , Q, R 在经过变换后在矩形 [−a, a]2 × [−a, 0] 的其它
几个边界面附近恒为零. 我们只要在这个矩形区域上验证 Gauss 公式成立就行了.

经过这些预备以后我们得到∫
∂I

P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy =

∫
[−a,a]2

R(x, y, 0) dxdy,

以及∫
I

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz

=

∫ a

−a

dy

∫ 0

−a

dz

∫ a

−a

∂P

∂x
dx+

∫ a

−a

dx

∫ 0

−a

dz

∫ a

−a

∂Q

∂y
dy +

∫ a

−a

dx

∫ a

−a

dy

∫ 0

−a

∂R

∂z
dz

=

∫ a

−a

dy

∫ 0

−a

[P (a, y, z)− P (−a, y, z)] dz +
∫ a

−a

dx

∫ 0

−a

[Q(x, a, z)−Q(x,−a, z)] dz

+

∫ a

−a

dx

∫ a

−a

[R(x, y, 0)−R(x, y,−a)] dy

=

∫ a

−a

dx

∫ a

−a

R(x, y, 0) dy,
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这说明 Gauss 公式在我们的假设下成立.

注. 当区域的边界是分片 C1 时 Gauss 公式仍然成立, 证明的方法也可以推广

到一般的欧氏空间 Rn 中.

例 14.5.8. 曲面所围区域的体积.

设有界区域 Ω 的边界为 C1 曲面, 在 Gauss 公式中取 P = x, Q = y, R = z 就

得到了体积公式

v(Ω) =
1

3

∫
∂Ω

x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy.

作为例子,我们计算椭球 E(a, b, c) =
{x2
a2

+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1
}
的体积.取广义球面坐标

x = a sinϕ cos θ, y = b sinϕ sin θ, z = c cosϕ, ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π].

这个坐标在椭球面上给出的方向是外侧的, 因此

v(E(a, b, c)) =
1

3

∫
∂Ω

x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

=
1

3

∫ π

0

dϕ

∫ 2π

0

[
x
∂(y, z)

∂(ϕ, θ)
+ y

∂(z, x)

∂(ϕ, θ)
+ z

∂(x, y)

∂(ϕ, θ)

]
dθ

=
1

3

∫ π

0

dϕ

∫ 2π

0

[abc sin3 ϕ cos2 θ + abc sin3 ϕ sin2 θ + abc cos2 ϕ sinϕ] dθ

=
1

3

∫ π

0

dϕ

∫ 2π

0

abc sinϕdθ =
4

3
πabc.

例 14.5.9. 记 r =
√
x2 + y2 + z2, 计算积分

I =

∫
∂Ω

x

r3
dy ∧ dz + y

r3
dz ∧ dx+

z

r3
dx ∧ dy,

其中 Ω 是包含原点在内的有界区域, 其边界取外侧方向.

解. 记 P = x/r3, Q = y/r3, R = z/r3, 则易验证

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 0.

取以原点为中心的且完全包含于 Ω 的小球 {x2 + y2 + z2 ≤ ε2}, 小球面的定向取相
对于小球体的外侧向, 则由 Gauss 公式以及刚才的体积公式得

I =

∫
{x2+y2+z2=ε2}

x

r3
dy ∧ dz + y

r3
dz ∧ dx+

z

r3
dx ∧ dy = ε−3 · 3 · 4

3
πε3 = 4π.

作为这个例子的一个应用, 考虑位于区域内部 (x0, y0, z0) 处的点电荷 q, 它产

生的静电场为

~E =
q

r3
(x− x0, y − y0, z − z0), r =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2,
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则电场 ~E 通过曲面 ∂Ω 的电通量为∫
∂Ω

~E · ~n dσ =

∫
∂Ω

q(x− x0)

r3
dy ∧ dz + q(y − y0)

r3
dz ∧ dx+

q(z − z0)

r3
dx ∧ dy

= 4πq.

例 14.5.10. 散度定理.

以函数 P , Q, R 为分量的向量场记为 ~X = (P, Q, R). 向量场的散度 div ~X 定

义为

div ~X =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
.

利用散度, Gauss 公式可以写为∫
Ω

div ~X dxdydz =

∫
∂Ω

~X · ~n dσ, (14.29)

其中 ~n 为边界曲面的单位外法向量. 上式也称为散度定理.

作为一个物理应用,考虑分布在区域 Ω内的电荷产生的电场 ~E,假设电荷密度

为 ρ(x, y, z), 则 ~E 在区域边界上的电通量为 (利用上例)∫
∂Ω

~E · ~n dσ =

∫
Ω

4πρ(x, y, z) dxdydz,

利用 (14.29) 式, 得 ∫
Ω

(div ~E − 4πρ) dxdydz = 0,

在上式中将区域缩为一点就得到电场的 Gauss 定律:

div ~E = 4πρ.

例 14.5.11. Green 恒等式.

设 v 为 C1 函数,如同 Green公式的情形一样,在 Gauss公式中用 vP , vQ, vR

分别代替 P , Q, R 可得∫
Ω

v
(∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

∫
∂Ω

v(P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy)

−
∫
Ω

(
P
∂v

∂x
+Q

∂v

∂y
+R

∂v

∂z

)
dxdydz, (14.30)

或改写为 ∫
Ω

v · div ~X dxdydz =

∫
∂Ω

v ~X · ~n dσ −
∫
Ω

~X · ∇v dxdydz, (14.31)

其中 ~n 为单位外法向量, ∇v = (vx, vy, vz) 为 v 的梯度.
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设 u 为 C2 函数, 记

∆u = div∇u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
,

∆ 称为 Laplace 算子. 在 (14.31) 中以 ~X = ∇u 代入, 有∫
Ω

v∆u dxdydz =

∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dσ −

∫
Ω

∇u · ∇v dxdydz. (14.32)

如果 v 也是 C2 函数, 则在上式中交换 u, v 的位置然后两式相减可得∫
Ω

(v∆u− u∆v) dxdydz =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
dσ. (14.33)

上面这些公式都很有用, 特别是在研究欧氏空间中的调和函数的时候 (满足方

程 ∆u = 0 的函数 u 称为调和函数).

§14.5.4 Stokes 公式

Σ

Ω

图 14.16 曲面区域

设 Σ 为 R3 中 C2 的定向曲面, Ω 为 Σ 上的

有界区域, 其边界为 C1 曲线. 我们在边界 ∂Ω 上用

“右手法则” 定义诱导定向如下: 边界在曲面上的外

法向量与边界的切向量的叉乘得到的曲面法向量与

决定曲面定向的法向量同向. 即如果用右手从曲线

外法向到切向作旋转, 则大拇指所指方向为定向曲

面的法向.

下面的 Stokes公式将第二型曲面积分与第二型

曲线积分联系起来了.

定理 14.5.4 (Stokes). 设 Σ 为定向曲面, Ω 为曲面上的有界区域, 其边界赋以

诱导定向. 如果 P , Q, R 为 Ω 附近的连续可微函数, 则∫
Ω

(∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
dy∧dz+

(∂P
∂z

− ∂R

∂x

)
dz∧dx+

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dx∧dy =

∫
∂Ω

Pdx+Qdy+Rdz.

和前面一样,我们只证明一个特殊情形: 假定 ϕ : D → R3 为定向曲面的 C2 参

数表示, 且 ϕ(Ω̃) = Ω, Ω̃ 为 D ⊂ R2 中的有界区域. 根据诱导定向的定义, ∂Ω̃ 的定

向也是平面上的诱导定向.

我们来讨论在参数表示下 Stokes 公式中的两个积分如何变化. 记

ϕ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ D.

令

S = Pxu +Qyu +Rzu, T = Pxv +Qyv +Rzv,
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根据第二型曲线积分的定义不难得到∫
∂Ω̃

S du+ T dv =

∫
∂Ω

P dx+Qdy +Rdz. (14.34)

从 S, T 的定义可推出

Tu − Sv = (Puxv − Pvxu) + (Quyv −Qvyu) + (Ruzv −Rvzu). (14.35)

根据复合求导的链规则, 有

Pu = Pxxu + Pyyu + Pzzu, Pv = Pxxv + Pyyv + Pzzv,

关于 Q, R 有完全类似的等式, 将它们代入 (14.35) 得

Tu − Sv = Py(yuxv − xuyv) + Pz(zuxv − xuzv) +Qx(xuyv − yuxv)

+Qz(zuyv − yuzv) +Rx(xuzv − zuxv) +Ry(yuzv − zuyv),

或改写为

Tu − Sv =
(∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)∂(y, z)
∂(u, v)

+
(∂P
∂z

− ∂R

∂x

)∂(z, x)
∂(u, v)

+
(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)∂(x, y)
∂(u, v)

,

根据第二型曲面积分的定义可得∫
Ω̃

(Tu − Sv) dudv =

∫
Ω

(∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(∂P
∂z

− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx

+

∫
Ω

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy,

另一方面, 由平面上的 Green 公式得到∫
Ω̃

(Tu − Sv) dudv =

∫
∂Ω̃

S du+ T dv,

将以上两式和 (14.34) 结合起来就得到了曲面 Stokes 公式的证明. �
注. 曲面是分片 C1 时 Stokes 公式仍然成立.

例 14.5.12. Stokes 公式的旋度表示.

设 ~X = (P, Q, R) 为向量场, 定义其旋度场为

rot ~X =
(∂R
∂y

− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

有时也用 curl ~X 表示旋度. 利用旋度, Stokes 公式可以改写为∫
Ω

rot ~X · ~n dσ =

∫
∂Ω

~X · ~T ds, (14.36)

其中 ~n 为曲面的单位法向量, ~T 为曲线的单位切向量, s 为弧长参数.
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例 14.5.13. 曲面上的分部积分公式.

设 v 为 C1 函数, ~X = (P, Q, R) 为向量场, 由旋度的定义易得

rot(v ~X) = v · rot ~X +
(
R
∂v

∂y
−Q

∂v

∂z
, P

∂v

∂z
−R

∂v

∂x
, Q

∂v

∂x
− P

∂v

∂y

)
,

利用向量的叉乘, 上式可以改写为

rot(v ~X) = v · rot ~X +∇v × ~X,

代入 (14.36) 式得∫
Ω

v(rot ~X · ~n) dσ =

∫
∂Ω

v( ~X · ~T ) ds−
∫
Ω

(∇v × ~X) · ~n dσ. (14.37)

如果 u 为 C1 函数, 以 ~X = ∇u 代入上式可得 (注意梯度的旋度为零)∫
Ω

(∇v ×∇u) · ~n dσ =

∫
∂Ω

v
∂u

∂s
ds, (14.38)

其中
∂u

∂s
= ∇u · ~T 是 u 沿切向的方向导数.

例 14.5.14. 计算积分

I =

∫
∂Ω

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz,

其中 Ω 为八分之一球面 {x2 + y2 + z2 = 1, x, y, z ≥ 0}, 方向为外侧诱导定向.

解. 由 Stokes 公式得

I = −2

∫
Ω

dy ∧ dz + dz ∧ dx+ dx ∧ dy.

由于球面的单位外法向量为 (x, y, z), 故上述第二型曲面积分可以写为第一型曲面

积分:

I = −2

∫
Ω

(1, 1, 1) · (x, y, z) dσ

= −2

∫
Ω

(x+ y + z) dσ = −6

∫
Ω

z dσ,

其中我们用到了 x, y, z 之间的对称性. 于是

I = −6

∫
{x2+y2≤1, x,y≥0}

z
√
1 + z2x + z2y dxdy

= −6

∫
{x2+y2≤1, x,y≥0}

dxdy = −3

2
π.

注. 如果注意到积分

∫
Ω

dy ∧ dz + dz ∧ dx + dx ∧ dy 的几何意义就是八分之一

球面向三个坐标平面作投影的面积之和, 则计算结果可以立即得到.

习题 14.5
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1. (∗) 利用余面积公式计算积分

I =

∫
Σ

(x2
a4

+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

dσ,

其中 Σ 为椭球面
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

2. (∗) 利用函数 f(x1, · · · , xn) = x1 + · · ·+ xn 以及余面积公式计算 n− 1 维单形

{x1 + · · ·+ xn = a, x1, · · · , xn ≥ 0}

的面积.

3. 利用 Green 公式计算下列积分:

(1)

∫
C

xy2 dx− x2y dy, C 为圆周 x2 + y2 = a2, 逆时针方向;

(2)

∫
C

(x+ y) dx− (x− y) dy, C 椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1, 逆时针方向;

(3)

∫
C

(x+ y)2 dx− (x2+ y2) dy, C 是从 (1, 1)经过 (3, 2)到 (2, 5)再回到 (1, 1)

的三角形边界;

(4)

∫
C

ex sin y dx + ex cos y dy, C 是上半圆周 x2 + y2 = ax (y ≥ 0), 逆时针方

向.

4. 利用 Green 公式计算下列曲线所围成的面积 (a > 0):

(1) 抛物线 (x+ y)2 = ax 和 x 轴;

(2) 双纽线 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2);

(3) x3 + y3 = 3axy.

5. 设 C 为平面上的连续可微的闭曲线, ~v 为任意一个固定的向量, 证明∫
C

~v · ~n ds = 0,

其中 ~n 为 C 的单位外法向量.

6. (∗) 设 φ(x) 为 [−a, a] 上的连续可微函数, 且 φ(0) = φ′(0) = 0. 证明, 存在

0 < ε < a, 使得 φ(x) 在 [−ε, ε] 上的图像与圆周 {x2 + y2 = ε2} 正好只有两个
交点. (提示: 用微分中值定理).

7. 利用 Gauss 公式计算下列积分:

(1)

∫
Σ

x3dy ∧ dz + y3dz ∧ dx+ z3dx ∧ dy, Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = a2, 方向为

外侧;
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(2)

∫
Σ

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx+ z2dx∧ dy, Σ 为矩形区域 [0, a]3 的边界, 方向为

外侧;

(3)

∫
Σ

(x− y)dy ∧ dz + (y − z)dz ∧ dx+ (z − x)dx ∧ dy, Σ 为曲面 z = x2 + y2

(z ≤ 1), 方向向下.

8. 设 Ω为 R3 中的有界区域,其边界为 C1 曲面. 如果 ~v 为任意一个固定的向量,

证明 ∫
∂Ω

~v · ~n dσ = 0,

其中 ~n 为 Ω 的单位外法向量.

9. 设 Ω 为 R3 中的有界区域, 其边界为 C1 曲面, (x0, y0, z0) /∈ ∂Ω. 记

~r =
(x− x0

r
,
y − y0
r

,
z − z0
r

)
, r =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2,

证明 ∫
Ω

dxdydz

r
=

1

2

∫
∂Ω

~r · ~n dσ.

10. 利用 Stokes 公式计算下列积分:

(1)

∫
C

y dx+ z dy+ x dz, C 是圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x+ y+ z = 0, 从 x 轴看

上去圆周的方向是逆时针的;

(2)

∫
C

y2 dx + z2 dy + x2 dz, C 是圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x + y + z = a, 从 x

轴看上去圆周的方向是逆时针的;

(3)

∫
C

(z−y) dx+(x−z) dy+(y−x) dz, C 是从 (a, 0, 0)经过 (0, a, 0)到 (0, 0, a)

再回到 (a, 0, 0) 的三角形边界;

11. 证明: 梯度场的旋度为零; 旋度场的散度为零.

12. 设 v 为 C1 函数, ~X 为向量场, 证明

div(v ~X) = v div ~X +∇v · ~X, rot(v ~X) = v rot ~X +∇v × ~X.

13. 如果 u, v 为 C2 函数, 则有

div(u∇v) = ∇u · ∇v + u∆v, ∆(uv) = v∆u+ u∆v + 2∇u · ∇v.

14. 设 ~X, ~Y 为向量场, 证明 div( ~X × ~Y ) = ~Y · rot ~X − ~X · rot~Y .
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15. 设 Ω 为 R3 中的有界区域, 其边界为 C1 曲面, 方向为外侧. 如果 v 为 C1 函

数, ~X 为 C2 向量场, 则∫
Ω

∇v · rot ~X dxdydz =

∫
∂Ω

v(rot ~X · ~n) dσ.

16. (∗) 设 Ω 为平面上的有界区域, 其边界为 C1 曲线. 如果 u 为 Ω 中的 C2 函数,

且 ∆u = 0, 则对 Ω 内部的任意点 (x0, y0), 均有

u(x0, y0) =
1

2π

∫
∂Ω

[~r · ~n
r
u− ∂u

∂n
ln r
]
ds,

其中 r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2, ~r =
1

r
(x− x0, y− y0), ~n为 ∂Ω的单位外法

向量.

17. (∗) 设 Ω 为 R3 中的有界区域, 其边界为 C1 曲面. 如果 u 为 Ω 中的 C2 函数,

且 ∆u = 0, 则对 Ω 内部的任意点 (x0, y0, z0), 均有

u(x0, y0, z0) =
1

4π

∫
∂Ω

[~r · ~n
r2

u+
1

r

∂u

∂n

]
dσ,

其中

r =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2, ~r =

1

r
(x− x0, y − y0, z − z0),

~n 为 ∂Ω 的单位外法向量.

§14.6 附录: Riemann-Stieltjes 积分

� 在初次阅读本书时, 本节内容可以略过,

也可以将部分内容作为选读材料.

§14.6.1 有界变差函数

回顾一下有界变差函数的定义: 设 f 是定义在 [a, b] 上的函数, 对于区间 [a, b]

的任意分割

π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

记

v(f ;π) =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|,

如果 supπ v(f ;π) 有限, 则称 f 为 [a, b] 上的有界变差函数, 其全变差记为

b∨
a

(f) = sup
π
v(f ;π).
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我们已经知道单调函数, Lipschitz 函数等均为有界变差函数. 此外, 有界变差

函数还具有以下性质:

• 有界变差函数必为有界函数. 事实上,

|f(x)| ≤ |f(a)|+ |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| ≤ |f(a)|+
b∨
a

(f).

• 两个有界变差函数的线性组合以及乘积仍为有界变差函数.

• 设 f , g 为有界变差函数, 且 |g(x)| ≥ λ > 0, 则 f/g 也是有界变差函数.

• 设 c ∈ (a, b). 则 f 在 [a, b]上为有界变差函数当且仅当 f 在 [a, c]和 [c, b]上均

为有界变差函数, 此时
b∨
a

(f) =
c∨
a

(f) +
b∨
c

(f). (14.39)

证明如下: 设 f 在 [a, b] 上为有界变差函数, 任取区间 [a, c] 和 [c, b] 的分割 π1

和 π2, 则

v(f
∣∣
[a,c]

; π1) + v(f
∣∣
[c,b]

; π2) = v(f ; π1 ∪ π2) ≤
b∨
a

(f),

这说明 f 在 [a, c] 和 [c, b] 上均为有界变差函数, 且

c∨
a

(f) +

b∨
c

(f) ≤
b∨
a

(f). (14.40)

反之, 如果 f 在 [a, c] 和 [c, b] 上均为有界变差函数, 则任取 [a, b] 的分割 π, 如

果 c 不在 π 的分点之内, 则添加 c 为分点, 此时 f 的变差和不会变小, 从而

v(f ;π) ≤
c∨
a

(f) +
b∨
c

(f),

即 f 在 [a, b] 上也是有界变差函数, 且

b∨
a

(f) ≤
c∨
a

(f) +

b∨
c

(f). (14.41)

(14.40) 式和 (14.41) 式结合起来就得到了 (14.39). �

从最后这一条性质可以立即得到

推论 14.6.1. 设 f 为 [a, b] 上的有界变差函数, 则

g(x) =
x∨
a

(f), x ∈ [a, b]

为 [a, b] 上的非负单调递增函数.
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证明. 设 x ≤ y ∈ [a, b], 则

g(y)− g(x) =

y∨
a

(f)−
x∨
a

(f) =

y∨
x

(f) ≥ 0,

因此 g 为单调递增函数. �
下面的结果给出了有界变差函数的刻画.

定理 14.6.2. f 为有界变差函数当且仅当它是两个单调递增函数之差.

证明. 只要证明必要性就可以了. 设 f 为 [a, b] 上的有界变差函数, 令

g(x) =
x∨
a

(f), h(x) = g(x)− f(x), x ∈ [a, b],

则 f = g − h, 我们已经知道 g 单调递增, 下面说明 h 也是单调递增的. 任取

x ≤ y ∈ [a, b], 则

h(y)− h(x) = [g(y)− g(x)]− [f(y)− f(x)]

=

y∨
x

(f)− [f(y)− f(x)] ≥ |f(y)− f(x)| − [f(y)− f(x)] ≥ 0,

因此 h 也是单调递增函数. �
注. 上述等式 f = g − h 称为 f 的典范分解.

命题 14.6.3. 设 f 为 [a, b] 上的有界变差函数, 如果 f 在 ξ 处连续, 则

g(x) =
x∨
a

(f)

也在 ξ 处连续.

证明. 设 a < ξ, 我们证明 g 在 ξ 处左连续, 右连续的证明是类似的. 因为 g 是

单调递增函数, 故 g(x) 在 ξ 处的左极限 g(ξ − 0) 存在, 且 g(ξ − 0) ≤ g(ξ). 任给

ε > 0, 取 [a, ξ] 的分割

π : a = x0 < x1 < · · · < xm = ξ

使得

v =

m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| >
ξ∨
a

(f)− ε.

根据 f 在 ξ 处连续知, 存在 0 < δ < |ξ − xm−1|, 使得当 |x− ξ| < δ 时

|f(x)− f(ξ)| < ε.
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于是当 x ∈ (ξ − δ, ξ) 时, 有

g(x) ≥
m−1∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+ |f(x)− f(xm−1)|

≥
m−1∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+ |f(x)− f(xm−1)|+ |f(ξ)− f(x)| − ε

≥
m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| − ε

>

ξ∨
a

(f)− 2ε.

这说明 g(ξ − 0) ≥ g(ξ). �
从这个命题可以得到下面的推论, 我们省略证明.

推论 14.6.4. (1) 连续的有界变差函数可表示为两个连续单调递增函数之差;

(2) 设 f 为 [a, b] 上的连续有界变差函数, 则

lim
‖π‖→0

v(f ;π) =
b∨
a

(f).

§14.6.2 Riemann-Stieltjes 积分

设 α 为 [a, b] 上的单调递增函数, f 为 [a, b] 上的有界函数. 对于区间 [a, b] 的

分割

π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

记

Mi(f) = sup
[xi,xi−1]

f, mi(f) = inf
[xi,xi−1]

f, ∆αi = α(xi)− α(xi−1),

令

U(f, α;π) =
n∑

i=1

Mi(f)∆αi, L(f, α;π) =
n∑

i=1

mi(f)∆αi,

U(f, α;π)和 L(f, α;π)分别称为 f 关于 α以及分割 π 的 Darboux上和与 Darboux

下和, 简称上和与下和. 记∫ b

a

f(x)dα(x) = inf
π
U(f, α;π),

∫ b

a

f(x)dα(x) = sup
π
L(f, α;π),

分别称为 f 关于 α 的上积分与下积分, 有时也记为 I(f, α) 与 I(f, α). 如果上积分

与下积分相等, 就称 f 关于 α 是 Riemann-Stieltjes 可积的, 其积分记为∫ b

a

f(x)dα(x) = inf
π
U(f, α;π) = sup

π
L(f, α;π),
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为了简单起见, 我们也称 f 关于 α 可积 (RS 可积), 记为 f ∈ R(α).

显然, 当 α(x) = x 时, f 关于 α 可积就是指 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 因此

Riemann-Stieltjes 积分是 Riemann 积分的推广, 下面的许多讨论和 Riemann 积分

的讨论是完全类似的 (也有不同之处), 在相似的地方我们将省略证明.

为了得到 RS可积的充要条件,我们再引入关于区间分割加细的概念. 设 π, π′

为 [a, b] 的分割, 如果 π 的分点均为 π′ 的分点, 则称 π′ 是 π 的加细, 记为 π′ ≥ π

或 π ≤ π′. 与 Riemann 积分的讨论类似, 我们有

• 对于任意分割 π, 均有 L(f, α;π) ≤ U(f, α;π), 即下和不超过上和;

• 如果 π′ ≥ π, 则上和不增, 下和不减, 即

U(f, α;π′) ≤ U(f, α;π), L(f, α;π′) ≥ L(f, α;π);

• 如果 π1, π2 是任意两个分割, 则

L(f, α;π1) ≤ U(f, α;π2),

这只要考虑 π = π1 ∪ π2 以及利用上两条性质即可;

• I(f, α) ≤ I(f, α), 即下积分不超过上积分.

和 Riemann 积分类似, 对于分割 π, 取 ξi ∈ [xi−1, xi] (1 ≤ i ≤ n), 定义 f 关于

α 和分割 π 以及 {ξi} 的 Riemann-Stieltjes 和为

S(f, α;π, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi)∆αi.

定理 14.6.5. 设 α 为 [a, b] 上的单调递增函数, f 为有界函数, 则下列条件等

价:

(1) f ∈ R(α), 即 f 关于 α 是 Riemann-Stieltjes 可积的;

(2) 任给 ε > 0, 存在分割 π, 使得

U(f, α;π)− L(f, α;π) < ε;

(3) 存在实数 I, 使得任给 ε > 0, 存在分割 πε, 当分割 π ≥ πε 时

|S(f, α;π, ξ)− I| < ε, ∀ ξi ∈ [xi−1, xi].

证明. 证明与 Riemann 积分的情形完全类似, 略. �
注. 需要注意的是, 在 Riemann 积分的情形, 当 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积时

lim
‖π‖→0

S(f ;π, ξ) =

∫ b

a

f(x)dx,
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而这个定理中的 (3)关于分割的要求的是 π ≥ πε,对于 Riemann-Stieltjes积分这两

个条件并不等价. 例如, 考虑下面的例子:

f(x) =

1, x ∈ [0, 1/2],

2, x ∈ (1/2, 1],
α(x) =

3, x ∈ [0, 1/2),

4, x ∈ [1/2, 1],

不难验证 f ∈ R(α), 但极限 lim
‖π‖→0

S(f, α;π, ξ) 不存在.

下面的两个结果给出了一些可积函数类.

定理 14.6.6. 如果 α 为 [a, b] 上的单调递增函数, f 为 [a, b] 上的连续函数, 则

f ∈ R(α), 且

lim
‖π‖→0

S(f ;π, ξ) =

∫ b

a

f(x)dα(x).

证明. 利用闭区间上连续函数的一致连续性以及定理 14.6.5 即可, 略. �

定理 14.6.7. 如果 α 为 [a, b] 上的单调递增连续函数, f 为 [a, b] 上的单调函

数, 则 f ∈ R(α).

证明. 不妨设 f 是单调递增的. 对正整数 n, 取 [a, b] 的分割 π, 使得

∆αi =
α(b)− α(a)

n
, 1 ≤ i ≤ n.

根据 α 的连续性, 这是可以做到的. 对于分割 π, 有

U(f, α;π)− L(f, α;π) =
α(b)− α(a)

n

n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]

=
α(b)− α(a)

n
[f(b)− f(a)],

取充分大的 n, 由定理 14.6.5 的 (2) 即知 f 关于 α 是可积的. �
下面是 Riemann-Stieltjes 积分的一些性质:

• 设 f1, f2 ∈ R(α), c1, c2 ∈ R, 则 c1f1 + c2f2 ∈ R(α), 且∫ b

a

(c1f1 + c2f2)dα(x) = c1

∫ b

a

f1(x)dα(x) + c2

∫ b

a

f2(x)dα(x).

• 设 c ∈ (a, b),则 f 在 [a, b]上关于 α可积当且仅当 f 在 [a, c]和 [c, b]上均是可

积的, 且此时有∫ b

a

f(x)dα(x) =

∫ c

a

f(x)dα(x) +

∫ b

c

f(x)dα(x).

如果我们约定∫ a

a

f(x)dα(x) = 0,

∫ a

b

f(x)dα(x) = −
∫ b

a

f(x)dα(x),

则前式对于闭区间中的任意三点均成立.
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• 如果 f1, f2 ∈ R(α), 且 f1 ≤ f2, 则∫ b

a

f1(x)dα(x) ≤
∫ b

a

f2(x)dα(x).

• 如果 f ∈ R(α), 则 |f | ∈ R(α), 且∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dα(x)
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dα(x).

• 如果 f1, f2 ∈ R(α), 则 f1 · f2 ∈ R(α).

• 如果 f1, f2 ∈ R(α), 且 |f2| ≥ λ > 0, 则 f1/f2 ∈ R(α).

• 如果 f ∈ R(α), φ 在包含 f([a, b]) 的区间上连续, 则 φ(f) ∈ R(α).

• 设 α1, α2 均为单调递增函数, 且 f ∈ R(α1), f ∈ R(α2), 则对正实数 c1 与 c2,

有 f ∈ R(c1α1 + c2α2), 且∫ b

a

f(x)d[c1α1(x) + c2α2(x)] = c1

∫ b

a

f(x)dα1(x) + c2

∫ b

a

f(x)dα2(x).

定理 14.6.8 (积分第一中值公式). 设 α为 [a, b]上的单调递增函数, f 为 [a, b]

上的连续函数, 则存在 ξ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)dα(x) = f(ξ)[α(b)− α(a)].

证明. 如果 α(b) = α(a), 则 α 为常值函数, 定理结论显然成立. 下设 α(b) −
α(a) > 0. 因为 f 为连续函数, 它在 [a, b] 上达到最小值 m 以及最大值 M . 由上下

和的定义, 有

m[α(b)− α(a)] ≤ L(f, α;π) ≤
∫ b

a

f(x)dα(x) ≤ U(f, α;π) ≤M [α(b)− α(a)],

这说明

m ≤

∫ b

a

f(x)dα(x)

α(b)− α(a)
≤M,

由连续函数的介值定理, 存在 ξ ∈ [a, b], 使得

f(ξ) =

∫ b

a

f(x)dα(x)

α(b)− α(a)
,

结论得证. �
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到现在为止,我们假设了 Riemann-Stieltjes积分中的 α 是单调递增函数, 下面

我们推广到有界变差函数的情形. 设 α为 [a, b]上的有界变差函数, α = β− γ 为其

典范分解. 如果有界函数 f 关于 β 和 γ 都是可积的, 则称 f 关于 α 是 Riemann-

Stieltjes 可积的, 记为 f ∈ R(α), f 关于 α 的积分定义为∫ b

a

f(x)dα(x) =

∫ b

a

f(x)dβ(x)−
∫ b

a

f(x)dγ(x).

根据前面的结果, 我们可以得到下面的结论:

• 如果 f 为连续函数, α 为有界变差函数, 则 f ∈ R(α);

• 如果 f 为有界变差函数, α 为连续的有界变差函数, 则 f ∈ R(α).

命题 14.6.9. 设 α 是有界变差函数, 如果 f 关于 α 可积, 则∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dα(x)
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dβ(x),

其中 β(x) 是 α 的变差函数.

证明. 如果 f 关于 α 可积, 则 f 关于 β 以及 γ = β − α 可积, 从而 |f | 关于 β

可积. 记

p =
1

2
(α+ β), q =

1

2
(β − α),

则 p, q 均为单调递增函数, 且 f , |f | 关于 p, q 均可积, 于是∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dα(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dp(x)
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ b

a

f(x)dq(x)
∣∣∣

≤
∫ b

a

|f(x)|dp(x) +
∫ b

a

|f(x)|dq(x)

=

∫ b

a

|f(x)|dβ(x).

证明过程中用到了单调递增函数的 Riemann-Stieltjes 积分的性质. �

定理 14.6.10. 设 α 为 [a, b] 上的有界变差函数, f 为有界函数. 则下列几条

等价:

(1) f ∈ R(α);

(2) 存在常数 I, 使得任给 ε > 0, 存在分割 πε, 当 π ≥ πε 时∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)[α(xi)− α(xi−1)]− I
∣∣∣ < ε, ∀ ξi ∈ [xi−1, xi].

(3) f ∈ R(β), 其中

β(x) =

x∨
a

(α), x ∈ [a, b].
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证明. (1) =⇒ (2). 设 α = β−γ为 α的典范分解,由定义, f ∈ R(β)和 f ∈ R(γ)

均成立, 由定理 14.6.5 容易知道 (2) 成立, 且此时

I =

∫ b

a

f(x)dα(x).

(2) =⇒ (3) 设条件成立, 则对 π ≥ πε, 当 α(xi) − α(xi−1) ≥ 0 时, 选取 ξi, ξ
′
i ∈

[xi−1, xi] 使得

f(ξi)− f(ξ′i) > Mi(f)−mi(f)− ε;

否则选取 ξi, ξ
′
i ∈ [xi−1, xi], 使得

f(ξ′i)− f(ξi) > Mi(f)−mi(f)− ε.

此时有

n∑
i=1

[Mi(f)−mi(f)]|α(xi)− α(xi−1)| ≤
n∑

i=1

[f(ξi)− f(ξ′i)][α(xi)− α(xi−1)]

+ ε
n∑

i=1

|α(xi)− α(xi−1)|

≤ 2ε+ εβ(b),

其中

β(b) =
b∨
a

(α).

我们可以选择分割 π ≥ πε 使得

β(b)−
n∑

i=1

|α(xi)− α(xi−1)| < ε,

此时有

n∑
i=1

[Mi(f)−mi(f)][β(xi)− β(xi−1)]

≤
n∑

i=1

[Mi(f)−mi(f)]{[β(xi)− β(xi−1)]− |α(xi)− α(xi−1)|}

+ 2ε+ εβ(b)

≤ 2M

n∑
i=1

{[β(xi)− β(xi−1)]− |α(xi)− α(xi−1)|}+ 2ε+ εβ(b)

= 2M
(
β(b)−

n∑
i=1

|α(xi)− α(xi−1)|
)
+ 2ε+ εβ(b)

≤ 2Mε+ 2ε+ εβ(b),
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其中 M 为 |f | 的上确界. 根据定理 14.6.5, 这说明 f ∈ R(β).

(3) =⇒ (1). 设 f ∈ R(β), 则任给 ε > 0, 存在 [a, b] 的分割 π, 使得

0 ≤ U(f, β;π)− L(f, β;π) < ε.

记 γ = β − α, 则由

|α(xi)− α(xi−1)| ≤
xi∨

xi−1

(α) = β(xi)− β(xi−1)

知

γ(xi)− γ(xi−1) = [β(xi)− β(xi−1)]− [α(xi)− α(xi−1)] ≤ 2[β(xi)− β(xi−1)],

因此有

U(f, γ;π)− L(f, γ;π) =
n∑

i=1

[Mi(f)−mi(f)][γ(xi)− γ(xi−1)]

≤ 2
n∑

i=1

[Mi(f)−mi(f)][β(xi)− β(xi−1)]

= 2[U(f, β;π)− L(f, β;π)] < 2ε,

这说明 f ∈ R(γ), 根据定义即知 f 关于 α 可积. �

推论 14.6.11. 设 α = β1 − γ1 为有界变差函数, 其中 β1, γ1 为单调递增函数.

如果 f ∈ R(β1), f ∈ R(γ1), 则 f ∈ R(α), 且∫ b

a

f(x)dα(x) =

∫ b

a

f(x)dβ1(x)−
∫ b

a

f(x)dγ1(x).

证明. 设 α = β − γ 为 α 的典范分解. 任取 x < y ∈ [a, b], 有

|α(y)− α(x)| ≤ [β1(y)− β1(x)] + [γ1(y)− γ1(x)],

根据这个不等式以及 β 的定义可得

|β(xi)− β(xi−1)| =
xi∨

xi−1

(α) ≤ [β1(xi)− β1(xi−1)] + [γ1(xi)− γ1(xi−1)],

再由定理 14.6.5 以及 f ∈ R(β1), f ∈ R(γ1) 可知 f ∈ R(β), 下略. �
有了这些结果,以上关于单调递增函数的 Riemann-Stieltjes积分的性质就可以

推广到有界变差函数, 我们不重复叙述.

定理 14.6.12 (分部积分). 设 f, g 为 [a, b] 上的有界变差函数, 则 f ∈ R(g) 时

必有 g ∈ R(f), 且∫ b

a

f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(x)df(x).
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证明. 由定理 14.6.10, 任给 ε > 0, 存在分割 πε, 当 π ≥ πε 时∣∣∣S(f, g;π, ξ)− ∫ b

a

f(x)dg(x)
∣∣∣ < ε.

因为

f(b)g(b)− f(a)g(a)−
n∑

i=1

g(ξi)[f(xi)− f(xi−1)]

=

n∑
i=1

[f(xi)g(xi)− f(xi−1)g(xi−1)]−
n∑

i=1

g(ξi)[f(xi)− f(xi−1)]

=

n∑
i=1

f(xi)[g(xi)− g(ξi)] +

n∑
i=1

f(xi−1)[g(ξi)− g(xi−1)],

上式是 f 关于 g 在分割 π′ = π ∪ {ξi} 下的 Riemann-Stieltjes 和, 特别地, 有

∣∣∣f(b)g(b)− f(a)g(a)−
n∑

i=1

g(ξi)[f(xi)− f(xi−1)]−
∫ b

a

f(x)dg(x)
∣∣∣ < ε,

根据定理 14.6.10, g ∈ R(f), 且∫ b

a

g(x)df(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(x)dg(x),

这就是要证明的等式. �

推论 14.6.13. 设 f, g 为有界变差函数, 如果 f ∈ R(g), 则

x∨
a

(f) ∈ R(g).

证明. 当 f ∈ R(g) 时, g ∈ R(f), 因此

g ∈ R
( x∨

a

(f)
)
,

根据分部积分公式,
x∨
a

(f) ∈ R(g),

这就证明了推论. �

定理 14.6.14 (积分第二中值公式). 设 f 为 [a, b] 上的单调函数, g 为 [a, b] 上

的连续有界变差函数, 则存在 ξ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)dg(x) = f(a)[g(ξ)− g(a)] + f(b)[g(b)− g(ξ)].
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证明. 根据分部积分公式, 有∫ b

a

f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(x)df(x),

在根据积分第一中值公式, 存在 ξ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)− g(ξ)[f(b)− f(a)],

这也就是要证明的结论. �

定理 14.6.15 (变量替换). 设 φ 为 [α, β] 上的连续单调递增函数, 如果 g(x)

为 φ([α, β]) = [a, b] 上的有界变差函数, f ∈ R(g), 则 f(φ) ∈ R(g(φ)), 且∫ β

α

f(φ)dg(φ) =

∫ φ(β)

φ(α)

f(x)dg(x).

证明. 不妨设 g 是单调递增函数. 由 f ∈ R(g) 以及定理 14.6.5 知, 任给 ε > 0,

存在 [a, b] 的分割 πε, 使得当 π ≥ πε 时∣∣∣ n∑
i=1

f(ηi)[g(xi)− g(xi−1)]−
∫ b

a

f(x)dg(x)
∣∣∣ < ε.

设 {xi}为 πε 的分点,作 [α, β]的分割如下: 取 t0 = α. 当 i ≥ 1时,取 ti ∈ [α, β]使

得 ti 是满足条件 φ(ti) = xi 的最大数, 因为 φ 是连续的, 因此这是可以取到的, 且

π′
ε : α = t0 < t1 < · · · < tn = β

是 [α, β] 的一个分割. 当 π′ ≥ π′
ε 时, π′ 的分点在 φ 下的像组成了 [a, b] 的分割 (可

能有重复的点), 且这个分割是 πε 的加细, 因此, 如果记

π′ : α = t′0 < t′1 < · · · < t′n = β,

则 ∣∣∣ n∑
i=1

f(φ(ξ′i))[g(φ(t
′
i))− g(φ(t′i−1))]−

∫ b

a

f(x)dg(x)
∣∣∣ < ε,

根据定理 14.6.5, 这说明 f(φ) ∈ R(g(φ)), 且∫ β

α

f(φ)dg(φ) =

∫ b

a

f(x)dg(x).

这就证明了定理. �
注. 如果 φ 为连续单调递减函数, 则有完全类似的结果成立.

下面讨论 Riemann 积分和 Riemann-Stieltjes 积分之间的一些联系.
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定理 14.6.16. 设 g(x) 为 [a, b] 上的 Riemann 可积函数, C 为常数. 记

G(x) =

∫ x

a

g(t)dt+ C, x ∈ [a, b].

如果 f 为 [a, b] 上有界函数, 则 f ∈ R(G) 当且仅当 fg 在 [a, b] 上 Riemann 可积,

且此时 ∫ b

a

f(x)dG(x) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

证明. 设 fg 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则任给 ε, 存在 δ > 0, 当 ‖π‖ < δ 时∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)g(ξi)∆xi −
∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣ < ε,

n∑
i=1

ωi(g)∆xi <
ε

M + 1
,

其中 |f | ≤M . 此时有∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)[G(xi)−G(xi−1)]−
∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)

∫ xi

xi−1

g(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)g(ξi)∆xi +
n∑

i=1

f(ξi)

∫ xi

xi−1

(
g(x)− g(ξi)

)
dx−

∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣

≤
∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)g(ξi)∆xi −
∫ b

a

f(x)g(x)dx
∣∣∣+M

n∑
i=1

ωi(g)∆xi

< 2ε,

根据定理 14.6.10 知 f ∈ R(G), 且∫ b

a

f(x)dG(x) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

定理的另一半证明留作练习. �

例 14.6.1. 有界变差函数的 Fourier 系数估计.

设 f 为 [−π, π] 上的有界变差函数, 其 Fourier系数为 an, bn. 则由此定理以及

分部积分公式, 有

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx =
1

π

∫ π

−π

f(x)d
sinnx

n

= − 1

π

∫ π

−π

sinnx

n
df(x),

由此得到如下估计

|an| ≤
1

nπ

π∨
−π

(f), ∀ n ≥ 1.



§14.6 附录: Riemann-Stieltjes 积分 139

同理可得

|bn| ≤
1

nπ
|f(π − 0)− f(−π + 0)|+ 1

nπ

π∨
−π

(f), ∀ n ≥ 1.

这些估计要比第十章第五节中的更精确. �
一般地, 如果 f , g 均在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则上述定理结论成立. 结合分

部积分公式中, 就得到关于 Riemann 积分的如下分部积分公式:

推论 14.6.17 (分部积分之二). 设 f , g 为 Riemann 可积函数, 记

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt+ C, G(x) =

∫ x

a

g(t)dt+D, x ∈ [a, b].

则 ∫ b

a

F (x)g(x)dx = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
∫ b

a

f(x)G(x)dx.

我们也可以将 Riemann-Stieltjes 积分的第二中值公式改写为关于 Riemann 积

分的第二中值公式, 请读者自行完成. 结合前面的变量替换则可以得到如下的 Rie-

mann 积分的变量替换公式: 设 φ 为可微单调函数, 且 φ′ 在 [α, β] 上可积, 则当 f

在 φ([α, β]) 上 Riemann 可积时, f(φ)φ′ 在 [α, β] 上 Riemann 可积, 且∫ β

α

f(φ)φ′(t)dt =

∫ φ(β)

φ(α)

f(x)dx.

我们还可以得到一个更一般的结果.

定理 14.6.18 (变量替换之二). 设 g(t) 为 [α, β] 上的 Riemann 可积函数, 记

G(t) =

∫ t

α

g(s)ds+ C, t ∈ [α, β].

如果 f(x) 为 G([α, β]) 上的 Riemann 可积函数, 则 f(G) ∈ R(G), 且∫ β

α

f(G)dG =

∫ β

α

f(G)g(t)dt =

∫ G(β)

G(α)

f(x)dx.

证明. 任给 ε > 0, 由 g 为 Riemann 可积函数知, 存在 [α, β] 的分割

π : α = t0 < t1 < · · · < tn = β,

使得 ∑
ωi(g)≥ε

∆ti < ε.

我们把 ωi(g) < ε 的小区间 [ti−1, ti] 分成两类:
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(1) |g(t)| ≤ ε, ∀ t ∈ [ti−1, ti]. 这一类区间记为 I 型的, 此时有∑
I

|G(ti)−G(ti−1)| ≤
∑
I

∫ ti

ti−1

|g(t)|dt ≤ ε(β − α).

(2) 存在 ξ ∈ [ti−1, ti] 使得 |g(ξ)| > ε. 这一类区间记为 II 型的. 此时, 由于

ωi(g) < ε, 故 g(t) 在 [ti−1, ti] 上要么恒正, 要么恒负. 这说明 G(t) 在 [ti−1, ti] 上是

严格单调的. 根据前面变量代换公式的证明, 通过进一步地细分第二型的小区间,

可使 ∑
II

ωi(f(G))|G(ti)−G(ti−1)| < ε

成立.

设 |f |, |g| ≤M . 结合上面这些估计, 我们有

n∑
i=1

ωi(f(G))|G(ti)−G(ti−1)|

=
∑

ωi(g)≥ε

ωi(f(G))|G(ti)−G(ti−1)|+
∑
I

ωi(f(G))|G(ti)−G(ti−1)|

+
∑
II

ωi(f(G))|G(ti)−G(ti−1)|

≤
∑

ωi(g)≥ε

2M2∆ti +
∑
I

2M |G(ti)−G(ti−1)|+ ε

≤ 2M2ε+ 2Mε(β − α) + ε.

于是有 ∣∣∣ n∑
i=1

f(G(ηi))[G(ti)−G(ti−1)]−
∫ G(β)

G(α)

f(x)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
i=1

f(G(ηi))[G(ti)−G(ti−1)]−
n∑

i=1

∫ G(ti)

G(ti−1)

f(x)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ n∑
i=1

∫ G(ti)

G(ti−1)

[f(G(ηi))− f(x)]dx
∣∣∣

≤
n∑

i=1

ωi(f(G))|G(ti)−G(ti−1)|

≤ 2M2ε+ 2Mε(β − α) + ε.

对于分割 π 的加细, 上式仍然成立. 因此, 根据定理 14.6.10 知 f(G) ∈ R(G), 且∫ β

α

f(G)dG =

∫ G(β)

G(α)

f(x)dx,

定理证毕. �
注. Riemann-Stieltjes 积分是荷兰数学家 Stieltjes 在研究连分数时引入的, 它

在概率论和金融数学等领域应用十分广泛.
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� 初次阅读本书时, 本章内容可以略过,

也可以将部分内容作为选读材料.

本章主要的任务是将前一章中的 Green 公式, Gauss 公式和曲面上的 Stokes

公式统一在一起. 为了做到这一点, 我们要引入新的研究对象, 它们是函数以及向

量值函数的推广, 称为微分形式.

§15.1 欧氏空间中的微分形式

在第十二章中, 我们引入了函数的梯度场和全微分的概念. 在某种意义上, 这

是一对对偶的概念. 事实上, 在某一点处, 函数的梯度是 Rn 中的一个向量, 而函数

的微分是 Rn 的对偶空间 (Rn)∗ 中的一个向量. 在 Rn 和 (Rn)∗ 之间存在着自然的

线性同构

Rn → (Rn)∗, v 7→ v[, v[(u) = v · u, ∀ u ∈ Rn.

此同构的逆为

(Rn)∗ → Rn, φ 7→ φ], φ] · u = φ(u), ∀ u ∈ Rn.

设 {ei}ni=1 为 Rn 的标准基, (Rn)∗ 的对偶基记为 {ej}nj=1, 则有

(ei)
[ = ei, (ei)] = ei.

设 f 为可微函数, 由 df(u) = ∇f · u 可得

(∇f)[ = df, (df)] = ∇f.

特别地, 当 f(x) = xi 时上式回到前式.

一般地, 设 X 为向量场, 则 X[ 为 1−形式, 其中 X[(x) = (X(x))[, ∀ x ∈ Rn.

反之, 设 ω 为 1−形式, 则 ω] 为向量场.

设 X 为向量场. 如果 X 等于某个函数 f 的梯度场, 则称 X 为保守场, f 为一

个势函数. 根据以上讨论, X 为保守场当且仅当 X[ 等于某个函数的全微分.

设 ω 为 1−形式. 我们称 ω 是 Ck (k ≥ 0)的, 如果 ω] 为 Ck 向量场 (即它的每

一个分量均为 Ck 函数). 设 σ : [α, β] → Rn 为分段 C1 的连续曲线, ω 为连续 1−形
式, ω 沿 σ 的积分定义为 ∫

σ

ω =

∫ β

α

ω[(σ(t)) · σ′(t) dt.

141
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这是我们在前一章中讨论过的第二型曲线积分.

在物理中, 第二型曲线积分可以描述为场沿着某一条路径所做的功. 相应地,

我们有

命题 15.1.1. 设 D ⊂ Rn 为区域, X 为 D 中的连续向量场. 则 X 为保守场

当且仅当它沿路径所做的功与路径的选取无关, 而只依赖于路径的端点.

证明. 设 X 为保守场, f 为其势函数. 给定 D 中曲线 (路径) σ : [α, β] → Rn,

则 X 沿 σ 所做的功为

W =

∫ β

α

∇f(σ(t)) · σ′(t) dt =

∫ β

α

[
f(σ)

]′
dt = f(σ(β))− f(σ(α)),

这说明所做的功只与路径的端点有关.

反之, 设 X 沿路径所做的功只依赖于路径的端点. 在区域 D 中固定一点 x0,

当 x ∈ D 时, 选取连接 x0 和 x 的曲线 σ, 定义

f(x) =

∫
σ

X[.

不难验证, f 为 D 中可微函数, 且 X = ∇f . �

推论 15.1.2. 设 ω 为区域 D 中的连续 1−形式. 则 ω 为某个函数的全微分当

且仅当它沿 D 中的任何闭曲线积分为零.

证明. 留作练习. �
以上我们对 1−形式和第二型曲线积分做了简单回顾. 接下来再看所谓的 2−形

式. 在前章定义第二型曲面积分时, 我们引进了有向面积元的概念, 这是 2−形式概
念的雏形. 为了给出 2−形式概念的准确定义, 我们先做一点线性代数的预备. 为

此, 设 φ, ψ ∈ (Rn)∗, 定义 Rn 中的二次型 φ⊗ ψ 如下:

φ⊗ ψ : Rn × Rn → R, φ⊗ ψ(u, v) = φ(u)ψ(v), ∀ u, v ∈ Rn.

我们规定

φ ∧ ψ = φ⊗ ψ − ψ ⊗ φ,

这是一个反对称的二次型. Rn 中反对称二次型的全体记为 ∧2(Rn)∗,这是一个向量

空间, 其维数等于 n(n− 1)/2.

命题 15.1.3. 向量空间 ∧2(Rn)∗ 的一组基为 {dxi ∧ dxj | 1 ≤ i < j ≤ n}.

证明. 用对偶基的记号, dxi = ei. 我们先说明 {ei ∧ ej} (i < j) 张成 ∧2(Rn)∗.

事实上, 设 B 为反对称二次型, 记 bij = B(ei, ej). 当 u = (u1, · · · , un) =
n∑

i=1

uiei,
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v = (v1, · · · , vn) =
n∑

i=1

viei 时, 有

B(u, v) =
n∑

i,j=1

bijuivj =
∑
i<j

bij(uivj − ujvi).

另一方面,

ei ∧ ej(u, v) = ei(u)ej(v)− ej(u)ei(v) = uivj − ujvi,

这说明 B =
∑
i<j

bije
i ∧ ej .

我们再说明 {ei ∧ ej} (i < j) 线性无关. 事实上, 设
∑
i<j

cije
i ∧ ej = 0, 其中

cij ∈ R, 则当 k < l 时, 有

0 =
∑
i<j

cije
i ∧ ej(ek, el) =

∑
i<j

cij
[
ei(ek)e

j(el)− ej(ek)e
i(el)

]
=
∑
i<j

cij
[
δikδ

j
l − δjkδ

i
l

]
= ckl,

其中 i = j 时 δij = 1, i 6= j 时 δij = 0. �
有了以上预备,我们可以给出 2−形式的定义:取值在 ∧2(Rn)∗中的场称为 2−形

式或 2 次微分形式. 设 ω 为 2−形式, 根据刚才的讨论, 它可以写为

ω =
∑
i<j

ωijdxi ∧ dxj ,

其中 ωij 为函数. 当它们均为 Ck 函数时, 称 ω 为 Ck 的 2−形式.

一般地, 我们可以在 Rn 中定义所谓的高次微分形式, 它们的雏形为有向体积

元. 我们仍然从线性代数开始. 首先引入 Rn 中多线性型的概念. 设 1 ≤ q ≤ n,

Rn 中的一个 q 次多线性型是指定义在 Rn × · · · × Rn (q 个相乘) 中的函数, 要求

它关于每一分量都是线性的. 例如, 设 {φi}qi=1 均属于 (Rn)∗, 定义 q 次多线性型

φ1 ⊗ · · · ⊗ φq 如下:

φ1 ⊗ · · · ⊗ φq(u1, · · · , uq) = φ1(u1) · · ·φq(uq), ∀ u1, · · · , uq ∈ Rn.

进一步, 规定

φ1 ∧ · · · ∧ φq =
∑
π∈Sq

(−1)πφπ(1) ⊗ · · · ⊗ φπ(q), (15.1)

其中 Sq 表示集合 {1, · · · , q} 的置换群, 当 π 为偶置换时 (−1)π = 1, 奇置换时

(−1)π = −1. 显然, φ1 ∧ · · · ∧ φq 也是 q 次多线性型, 它关于任意两个不同的分量都

是反对称的, 即

φ1 ∧ · · · ∧ φq(· · · , uj , · · · , ui, · · · ) = −φ1 ∧ · · · ∧ φq(· · · , ui, · · · , uj , · · · ).
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事实上, 根据 (15.1) 式, 当 u1, · · · , uq ∈ Rn 时, 有

φ1 ∧ · · · ∧ φq(u1, · · · , uq) =
∑
π∈Sq

(−1)πφπ(1) ⊗ · · · ⊗ φπ(q)(u1, · · · , uq)

=
∑
π∈Sq

(−1)πφπ(1)(u1) · · ·φπ(q)(uq)

= det
(
φi(uj)

)
q×q

.

由此还可以得出

φπ(1) ∧ · · · ∧ φπ(q) = (−1)πφ1 ∧ · · · ∧ φq. (15.2)

我们把 Rn中关于任意两个不同分量都反对称的 q次多线性型的全体记为 ∧q(Rn)∗.

类似于前面的讨论可知, 这是一个维数等于 Cq
n 的向量空间, 它的一组基为

dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq , 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n.

取值在 ∧q(Rn)∗ 中的场称为 q−形式或 q 次微分形式. 设 ω 为 q−形式, 则它可以表

示为

ω =
∑

i1<···<iq

ωi1···iqdxi1 ∧ · · · ∧ dxiq , (15.3)

其中 ωi1···iq 为函数. 当它们均为 Ck 函数时, 称 ω 为 Ck 的 q−形式.

设 ω, η 为 q−形式, 它们的和 ω + η 也是 q−形式, 其中 ω + η 在 x 处的值

为 ω(x) + η(x). 类似地, 设 f, g 为函数, 则 fω + gη 为 q−形式, 它在 x 处的值为

f(x)ω(x) + g(x)η(x).

设 ω, η 分别为 p−形式和 q−形式, 它们可以表示为

ω =
∑

i1<···<ip

ωi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip , η =
∑

j1<···<jq

ηi1···jqdxj1 ∧ · · · ∧ dxjq .

令

ω ∧ η =
∑

i1<···<ip

∑
j1<···<jq

ωi1···ipηi1···jqdxi1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjq ,

则 ω ∧ η 为 (p+ q)−形式. 下列性质可以直接验证:

• 设 ω1, ω2 为 p−形式, η 为 q−形式, f1, f2 为函数, 则

(f1ω1 + f2ω2) ∧ η = f1(ω1 ∧ η) + f2(ω2 ∧ η).

• 设 ω, η 分别为 p−形式和 q−形式, 则

ω ∧ η = (−1)p+qη ∧ ω.
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• 设 ω, η, ζ 分别为 p−形式, q−形式和 r−形式, 则

(ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ),

因此, 上式中的括号通常可以省略.

例 15.1.1. 有向体积元和坐标变换.

在 Rn 中, 记 dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. dx 为 n−形式, 称为 Rn 的体积形式或 (有

向) 体积元. 设 D ⊂ Rn 为开集, ϕ : D → Rn 为可微映射, 它的第 i 个分量记为 ϕi.

我们有

dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕn =
( n∑

j=1

∂ϕ1

∂xj
dxj

)
∧ · · · ∧

( n∑
j=1

∂ϕn

∂xj
dxj

)
=

∑
1≤j1,··· ,jn≤n

∂ϕ1

∂xj1
· · · ∂ϕn

∂xjn
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn .

由 (15.2) 式可知, 只有 j1, · · · , jn 互不相同时 dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn 才不等于零, 因此

dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕn =
∑
π∈Sn

∂ϕ1

∂xπ(1)
· · · ∂ϕn

∂xπ(n)
dxπ(1) ∧ · · · ∧ dxπ(n)

=
∑
π∈Sn

(−1)π
∂ϕ1

∂xπ(1)
· · · ∂ϕn

∂xπ(x)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
∂(ϕ1, · · · , ϕn)

∂(x1, · · · , xn)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

上式和重积分的变量替换公式很像, 区别在于这里的 Jacobi 行列式没有绝对值.

变量替换对微分形式所起的作用可以用所谓的拉回映射来描述. 我们还从线

性代数开始. 设 L : Rn → Rn 为线性映射, 它诱导了对偶空间之间的线性映射

L∗ : (Rn)∗ → (Rn)∗: 当 φ ∈ (Rn)∗ 时令 L∗φ = φ ◦ L. 一般地, 设 α 为多线性型, 则

L∗α 为如下定义的多线性型:

L∗α(u1, · · · , uq) = α
(
L(u1), · · · , L(uq)

)
, ∀ u1, · · · , uq ∈ Rn.

L∗ 称为由 L 所诱导的拉回映射. 当 φ1, · · · , φq ∈ (Rn)∗ 时, 显然有

L∗(φ1 ⊗ · · · ⊗ φq) = L∗φ1 ⊗ · · · ⊗ L∗φq.

由 (15.1) 式可得

L∗(φ1 ∧ · · · ∧ φq) = L∗φ1 ∧ · · · ∧ L∗φq.

设 ϕ : D → Rn 为可微映射, 它在 x ∈ D 处的微分记为 ϕ∗x = dϕ(x). 如果 ω 为

q−形式, 则 ϕ∗ω 也为 q−形式, 它在 x处的值定义为 ϕ∗
∗xω(ϕ(x)). ϕ

∗ 称为由 ϕ所诱

导的拉回映射, 具有下列性质:
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• 设 ω, η 均为 q−形式, 则 ϕ∗(ω + η) = ϕ∗ω + ϕ∗η.

• 设 ω 为 q−形式, f 为函数, 则 ϕ∗(fω) = (f ◦ ϕ)ϕ∗ω.

• 设 f 为可微函数, 则 ϕ∗(df) = d(f ◦ ϕ). 事实上, 在 x 处, 成立

ϕ∗(df)(x) = df(ϕ(x)) ◦ ϕ∗x = df(ϕ(x)) ◦ dϕ(x) = d(f ◦ ϕ)(x),

其中我们用到了全微分的形式不变性 (链式法则). 特别地, ϕ∗(dxi) = dϕi, 其

中 ϕi = xi ◦ ϕ 是 ϕ 的第 i 个分量.

• 设 ω 为 q−形式, 由 (15.3) 式所表示, 则

ϕ∗ω =
∑

i1<···<iq

ωi1···iq ◦ ϕdϕi1 ∧ · · · ∧ dϕiq .

• 设 ω, η 分别为 p−形式和 q−形式, 则 ϕ∗(ω ∧ η) = ϕ∗ω ∧ ϕ∗η.

• 设 ϕ,ψ : Rn → Rn 均为可微映射, ω 为 q−形式, 则 (ψ ◦ ϕ)∗ω = ϕ∗(ψ∗ω).

利用拉回映射, 前例中的结果可以简单地写为 ϕ∗(dx) = (det Jϕ) dx. 特别地,

如果 ϕ,ψ 分别为线性映射, 其矩阵表示分别为 A,B, 则

ϕ∗(dx) = (detA) dx, ψ∗(dx) = (detB) dx.

复合映射 ψ ◦ ϕ 的矩阵表示为 BA, 因此有

det(BA) dx = (ψ ◦ ϕ)∗(dx) = ϕ∗(ψ∗(dx)
)
= (detB)ϕ∗(dx) = (detB)(detA) dx,

这就得到了线性代数中熟知的等式 det(BA) = (detB)(detA).

例 15.1.2. 辛形式和辛变换.

考虑 R2n 中的 2−形式 ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dxn+i,它称为 R2n 上的标准辛形式. 辛形

式是一个反对称的二次型, 它也可以表示为

ω(u, v) = u

(
0 In

−In 0

)
v>, ∀ u, v ∈ Rn.

如果线性变换 ϕ : R2n → R2n 保持 ω 不变, 即 ϕ∗ω = ω, 则称 ϕ 为一个辛变换. 如

果 ϕ 的矩阵表示为 A, 则 A 满足等式

A

(
0 In

−In 0

)
A> =

(
0 In

−In 0

)
.
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在上式两边取行列式, 可得 (detA)2 = 1. 下面我们说明实际上只能有 detA = 1.

事实上, 记 dx = dx1 ∧ · · · ∧ dx2n 为 R2n 的体积形式, 则

ωn = ω ∧ · · · ∧ ω = (−1)
n(n−1)

2 n! dx. (15.4)

另一方面, 由 ϕ∗ω = ω 知

ϕ∗(ωn) = (ϕ∗ω)n = ωn,

这表明 ϕ∗dx = dx. 再由 ϕ∗dx = (detA) dx 即得 detA = 1.

拉回映射可以进一步推广. 设 L : Rn → Rm 为线性映射, 它诱导了对偶空间

之间的线性映射 L∗ : (Rm)∗ → (Rn)∗: 当 φ ∈ (Rm)∗ 时令 L∗φ = φ ◦ L. 同理, 还可

以将 L∗ 扩充到多线性型上. 如果 D ⊂ Rn 为开集, ϕ : D → Rm 为可微映射, 则完

全类似与前面的讨论, 可以定义拉回映射 ϕ∗, 它将 Rm 中的 q−形式拉回为 D 中的

q−形式. 拉回映射同样具有前面所罗列的性质, 我们不再赘述, 只考虑如下例子.

例 15.1.3. Binet-Cauchy 公式.

设 n < m, ϕ 如上. 再设 D′ ⊃ ϕ(D) 为 Rm 中的开集, ψ : D′ → Rn 为可微映

射. 记 dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxn 为 Rn 的体积形式, 则

ψ∗(dx) =
∑

1≤j1<···<jn≤m

∂(ψ1, · · · , ψn)

∂(xj1 , · · · , xjn)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn , (15.5)

其中 ψi 表示 ψ 的第 i 个分量. 进一步, 有

ϕ∗(ψ∗(dx)
)
=

∑
1≤j1<···<jn≤m

∂(ψ1, · · · , ψn)

∂(xj1 , · · · , xjn)
(ϕ)

∂(ϕj1 , · · · , ϕjn)

∂(x1, · · · , xn)
dx,

其中 ϕj 表示 ϕ 的第 j 个分量. 又因为

ϕ∗(ψ∗(dx)
)
= (ψ ◦ ϕ)∗(dx) = det J(ψ ◦ ϕ) dx,

最后我们就得到如下等式

det J(ψ ◦ ϕ) =
∑

1≤j1<···<jn≤m

∂(ψ1, · · · , ψn)

∂(xj1 , · · · , xjn)
(ϕ)

∂(ϕj1 , · · · , ϕjn)

∂(x1, · · · , xn)
. (15.6)

特别地, 当 ϕ,ψ 均为线性映射时, 设其矩阵表示分别为 A,B, 则上式成为

det(BA) =
∑

1≤j1<···<jn≤m

B

(
1 · · · n

j1 · · · jn

)
A

(
j1 · · · jn

1 · · · n

)
, (15.7)

这是线性代数中的 Binet-Cauchy 公式.

习题 15.1
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1. 在 R2 \ {(0, 0)} 中定义向量场 X(x, y) =
( −y
x2+y2 ,

x
x2+y2

)
. X 是否为保守场?

2. 设 φ1, · · · , φq ∈ (Rn)∗, 在对偶基 {ej} 下 φi =
n∑

j=1

aije
j . 证明

φ1 ∧ · · · ∧ φq =
∑

1≤j1≤···≤jq≤n

a1j1 · · · a
q
jq
ej1 ∧ · · · ∧ ejq .

3. 化简下列表达式

(1) (x dx+ y dy) ∧ (z dz − z dx).

(2) (dx+ dy + dz) ∧ (x dx ∧ dy − y dy ∧ dz).

4. 设 (x, y) 为 R2 中的直角坐标, (r, θ) 为极坐标, 证明 dx ∧ dy = r dr ∧ dθ.

5. 设 (x, y, z) 为 R3 中的直角坐标, (r, θ, ϕ) 为极坐标, 其中

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ,

通过直接计算证明 dx ∧ dy ∧ dz = r2 sin θ dr ∧ dθ ∧ dϕ.

6. 验证 (15.4) 式成立.

7. 验证 (15.5) 式成立.

8. 在 Binet-Cauchy 公式中取 B = A>, 你能得到什么结论?

§15.2 微分形式之间的运算

为了方便起见, 我们将函数称为 0−形式. 我们知道, 给定可微函数 f , 它的全

微分 df 为 1−形式. 从 f 得到 df 是一个求导的过程. 现在, 给定 Rn 中 q−形式 ω,

我们要定义一个 (q + 1)−形式, 它由 ω 求导得到, 记为 dω.

设 ω 为 Ck (k ≥ 1) 的 q−形式, 它可以表示为

ω =
∑

1≤i1<···<iq≤n

ωi1···iqdxi1 ∧ · · · ∧ dxiq ,

我们定义

dω =
∑

1≤i1<···<iq≤n

dωi1···iq ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq .

显然, dω 为 (q + 1)−形式, 称为 ω 的外微分. 注意, 当 q = n 时, 可规定 dω = 0.

例 15.2.1. R2 中 1−形式的外微分.
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设 ω = P (x, y) dx+Q(x, y) dy 为 R2 中的 1−形式, 则

dω = dP ∧ dx+ dQ ∧ dy

= (Px dx+ Py dy) ∧ dx+ (Qx dx+Qy dy) ∧ dy

= (Qx − Py) dx ∧ dy.

例 15.2.2. R3 中 1−形式的外微分.

设 ω = P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz 为 1−形式, 则

dω = dP ∧ dx+ dQ ∧ dy + dR ∧ dz

= (Px dx+ Py dy + Pz dz) ∧ dx+ (Qx dx+Qy dy +Qz dz) ∧ dy

+ (Rx dx+Ry dy +Rz dz) ∧ dz

= (Ry −Qz) dy ∧ dz + (Pz −Rx) dz ∧ dx+ (Qx − Py) dx ∧ dy.

例 15.2.3. R3 中 2−形式的外微分.

设 R3 中 2−形式为

ω = P (x, y, z) dy ∧ dz +Q(x, y, z) dz ∧ dx+R(x, y, z) dx ∧ dy,

则
dω = dP ∧ dy ∧ dz + dQ ∧ dz ∧ dx+ dR ∧ dx ∧ dy

= Px dx ∧ dy ∧ dz +Qy dy ∧ dz ∧ dx+Rz dz ∧ dx ∧ dy

= (Px +Qy +Rz) dx ∧ dy ∧ dz.

d 称为外微分算子, 它具有以下性质:

• 设 ω, η 为 q−形式, λ, µ ∈ R, 则 d(λω + µη) = λdω + µdη.

• 设 f 为函数, ω 为 q−形式, 则 d(fω) = df ∧ ω + f dω.

• 设 ω, η 分别为 p−形式和 q−形式, 则

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)pω ∧ dη.

• d2 = 0, 即 d(dω) = 0. 先考虑 0−形式. 设 f 为 Ck (k ≥ 2) 函数, 则

d2f = d(df) = d
( n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

)
=

n∑
i=1

d
( ∂f
∂xi

)
∧ dxi =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
∑
i<j

[ ∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

]
dxi ∧ dxj = 0,
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其中我们用到了求导次序的可交换性.

对于 q−形式, 以 ω = f(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq 为例, 此时

dω = df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq .

根据 d2f = 0 和前一条性质可知 d2ω = 0.

• d(ϕ∗ω) = ϕ∗dω. 仍设 ω = f(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq , 则

d(ϕ∗ω) = d
(
f(ϕ)dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕiq

)
= d
(
f(ϕ)

)
∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕiq .

根据拉回映射的性质, d
(
f(ϕ)

)
= ϕ∗(df), 代入上式即得欲证等式.

如果 dω = 0, 则称 ω 为闭形式; 如果 ω = dη, 则称 ω 为恰当形式. 由 d2 = 0

可知恰当形式必为闭形式, 反之不然.

例 15.2.4. R2 \ {(0, 0)} 中的一个非恰当的闭形式.

考虑 R2 \ {(0, 0)} 中的 1−形式

ω =
x

x2 + y2
dy − y

x2 + y2
dx,

直接的计算表明 dω = 0, 即 ω 为闭形式. 如果用极坐标 (r, θ) 表示, 则由

dx = cos θ dr − r sin θ dθ, dy = sin θ dr + r cos θ dθ

可得 ω = dθ. 不过, 这个等式并不表明 ω 是恰当形式, 因为 θ 不能定义在整个

R2 \ {(0, 0)} 中. 事实上, 不存在 R2 \ {(0, 0)} 中的函数 f , 使得 ω = df . (反证法)

如果这样的 f 存在, 则 ω 沿单位圆周 (逆时针方向) 积分为零. 另一方面, 直接的

计算表明此积分等于 2π.

命题 15.2.1 (Poincaré引理). 设 D 为 Rn 中的凸域, 则 D 中的闭形式必为恰

当形式.

证明. 不妨设原点属于 D. 考虑 1−形式 ω =
n∑

i=1

fi(x) dxi. 如果 ω = df , 则根据

Newton-Leibniz 公式, 有

f(x) = f(0) +

∫ 1

0

d

dt

[
f(tx)

]
dt = f(0) +

∫ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(tx)xi dt

= f(0) +

∫ 1

0

n∑
i=1

fi(tx)xi dt.
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反之, 如果 ω 是闭形式, 用上式定义 f(x), 则

df =

n∑
i=1

(∫ 1

0

fi(tx) dt
)
dxi +

n∑
i,j=1

(∫ 1

0

t
∂fi
∂xj

dt
)
xi dxj

=
n∑

j=1

(∫ 1

0

fj(tx) dt
)
dxj +

n∑
i,j=1

(∫ 1

0

t
∂fj
∂xi

dt
)
xi dxj

=
n∑

j=1

(∫ 1

0

fj(tx) dt
)
dxj +

n∑
j=1

(∫ 1

0

t
dfj
dt

(tx) dt
)
dxj

=
n∑

j=1

(∫ 1

0

d(tfj)

dt
(tx) dt

)
dxj =

n∑
j=1

fj(x) dxj

= ω.

其中,
∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi
是因为 dω = 0. 这就说明 D 中 1 次闭形式必为恰当形式. 这个

方法也可以推广到 q−形式. �
下面我们讨论微分形式之间另一个重要的运算: Hodge 星算子. 为此, 先引进

一些记号. 设 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n, 记 I = {i1, · · · , iq}, |I| = i1 + · · ·+ iq. 再记

dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq , dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

定义

∗dxI = εI dxĪ , 其中 εI = (−1)|I|+
1
2 q(q+1), Ī = {1, · · · , n} \ I.

规定 ∗1 = dx, ∗dx = 1. 由上式可知, dxI ∧ ∗dxI = dx 总成立.

设 ω =
∑
I

ωI dxI 为 q−形式, 定义 ∗ω =
∑
I

ωI ∗ dxI , 显然 ∗ω 为 (n− q)−形式.

∗ 称为 Hodge 星算子, 它具有以下性质:

• 设 ω 为 q−形式, 则 ∗ ∗ ω = (−1)q(n−q)ω. 事实上, 设 ω =
∑
I

ωI dxI , 则

∗ ∗ ω = ∗
(∑

I

ωIεIdxĪ

)
=
∑
I

ωIεIεĪ dxI ,

再由
εIεĪ = (−1)|I|+

1
2 q(q+1)+|Ī|+ 1

2 (n−1)(n−q+1)

= (−1)
1
2n(n+1)+ 1

2 q(q+1)+ 1
2 (n−1)(n−q+1)

= (−1)q(n−q)

即得欲证等式.

• 设 ω =
∑
I

ωI dxI , η =
∑
I

ηI dxI 均为 q−形式, 则 ω ∧ ∗η = ω · η dx, 其中

ω · η =
∑
I

ωIηI .
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• 设 ω, η 均为 q−形式, 则 (∗ω) · (∗η) = ω · η.

利用外微分算子和 Hodge 星算子, 我们可以定义另一算子 δ, 它将微分形式的次数

降低一次. 对于函数 f , 我们规定 δf = 0. 对于 q−形式 ω, 我们规定

δω = (−1)n(q−1)+1 ∗ d ∗ ω,

易见 δω 为 (q − 1)−形式.

利用以上这些算子我们可以重新解释向量场的散度和旋度. 设 X 为 Rn 中的

向量场, 它可以表示为

X(x) =
(
f1(x), · · · , fn(x)

)
=

n∑
i=1

fi(x)ei,

其散度定义为 div(X) =
n∑

i=1

∂fi
∂xi

. 我们断言 div(X) = −δX[. 事实上,

δX[ = − ∗ d ∗
n∑

i=1

fi dxi = − ∗ d
n∑

i=1

(−1)i−1fi dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

= − ∗
n∑

i=1

(−1)i−1dfi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

= − ∗
n∑

i=1

∂fi
∂xi

dx = −div(X).

特别地,当 X = ∇f 为梯度场时, δdf = −div(∇f) = −∆f ,其中 ∆为 Laplace算子.

同理, 当 X = (P,Q,R) 为 R3 中的向量场时, 可验证 rotX = (∗dX[)].

例 15.2.5. Maxwell 方程.

在真空中, 电场和磁场分别记为 E, B, 它们满足以下 Maxwell 方程:

(i) 电场 Gauss 定律:

ε0 divE = %. (15.8)

(ii) 磁场 Gauss 定律:

divB = 0. (15.9)

(iii) Ampère-Maxwell 定律:

rotB = µ0J+
1

c2
∂E

∂t
. (15.10)

(iv) Faraday 定律:

rotE = −∂B
∂t
. (15.11)
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其中, % 为电荷密度函数, J 为电流场. ε0, µ0 分别为真空电场常数和磁场常数, 且

ε0µ0 = 1/c2, 其中 c 为真空中的光速. 这些 Maxwell 方程可以用微分形式来表示.

记 E = (E1, E2, E3), B = (B1, B2, B3), J = (J1, J2, J3). 再令

F = (E1 dx+ E2 dy + E3 dz) ∧ dt+B1 dy ∧ dz +B2 dz ∧ dx+B3 dx ∧ dy,

直接的计算表明

dF =
[∂E3

∂y
− ∂E2

∂z
+
∂B1

∂t

]
dy ∧ dz ∧ dt+

[∂E1

∂z
− ∂E3

∂x
+
∂B2

∂t

]
dz ∧ dx ∧ dt

+
[∂E2

∂x
− ∂E1

∂y
+
∂B3

∂t

]
dx ∧ dy ∧ dt+

[∂B1

∂x
+
∂B2

∂y
+
∂B3

∂z

]
dx ∧ dy ∧ dz.

这说明 (15.9) 式和 (15.11) 式等价于 dF = 0. 类似地, 令

M =
1

c
(E1 dy ∧ dz + E2 dz ∧ dx+ E3 dx ∧ dy)− c(B1 dx+B2 dy +B3dz) ∧ dt.

注意到在 F 中如果将 E 换成 −cB, 将 B 换成 E/c 就得到 M , 因此 (15.8) 式和

(15.10) 式等价于 dM = −µ0J , 其中

J = c(J1 dy ∧ dz + J2 dz ∧ dx+ J3 dx ∧ dy) ∧ dt− c% dx ∧ dy ∧ dz.

习题 15.2

1. 计算下列微分形式的外微分:

(1) ω = xy dx+ dz, (2) ω = x2y dx− yzex dy,

(3) ω = xy dy ∧ dz + yz dz ∧ dx+ zx dx ∧ dy.

2. 设 ω 为 p−形式, η 为 q−形式, 则

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)pω ∧ dη.

3. 设 ω 为 (q − 1)−形式, η 为 q−形式, 则

d(ω ∧ ∗η) = dω ∧ ∗η − ω ∧ ∗δη.

4. 当 X = (P,Q,R) 为 R3 中的向量场时, 验证 rotX = (∗dX[)].

5. 设 f : R2 → R 为 C2 函数, 且 ∆f = 0. 证明:

(1) ω =
∂f

∂x
dy − ∂f

∂y
dx 为闭形式.

(2) 存在函数 g : R2 → R, 使得

∂f

∂x
=
∂g

∂y
,
∂f

∂y
= −∂g

∂x
.
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6. 对于一般的闭形式验证 Poincaré 引理在凸域中成立.

7. 设 v1, · · · , vn−1 为 Rn (n ≥ 3) 中的向量, 证明

[
∗ (v[1 ∧ · · · ∧ v[n−1)

]]
= (−1)n−1v1 × · · · × vn−1.

8. 记� = dδ+δd,称为Hodge-Laplace. 设 ω =
∑
I

ωI dxI ,证明�ω = −
∑
I

∆ωI dxI .

§15.3 曲面回顾

在前面的章节中, 当我们提到曲线或者曲面的时候, 一般都要指定一个参数表

示. 现在我们从更加几何化的角度重新描述曲线或曲面.

设 M 为 Rn 中的子集. 如果任给 x0 ∈ M , 均存在 Rn 中含 x0 的开集 V , Rm

中的开集 U 以及 Ck (k ≥ 1) 映射 ϕ : U → Rn 使得

(1) ϕ 为单射, (2) rankJϕ = m, (3) ϕ(U) = V ∩M,

则称 M 为 Rn 中的 m 维的 Ck 正则子流形. m = 1 的情形就是正则曲线, m = 2

的情形就是 2 维正则曲面. 在不引起混淆的情况下, 我们也把 m 维正则子流形称

为 m维 (正则)曲面, m = n− 1的情形称为超曲面. 映射 ϕ称为 x0 附近的一个局

部参数表示, V ∩M 称为 x0 的一个局部坐标邻域, 它是 x0 在 M 中的开邻域.

例 15.3.1. 函数的图像.

设 f : U → R 为 Ck 函数, 其中 U 为 Rn−1 中的开集, f 的图像为

graph(f) = {(x, f(x)) ∈ Rn |x ∈ U},

它是 Rn 中的 Ck 超曲面, 这是因为 graph(f) 有整体的参数表示:

ϕ : U → Rn, ϕ(x) = (x, f(x)).

graph(f)

U

图 15.1 作为曲面的图像
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这个例子可以推广. 例如, 设 U 为 Rm 中的开集, F : U → Rn−m 为 Ck 的向

量值函数, 则

graph(F ) = {(x, F (x)) |x = (x1, · · · , xm) ∈ U}

是 Rn 中的 m 维曲面, 称为函数 F 的 (广义) 图像.

一般地, 一个 m 维正则曲面 M 在任意一点附近总可以看成是某个 m 维子向

量空间上的局部图像. 例如, 设 ϕ(u) = (ϕ1(u), · · · , ϕn(u)) 为 x0 附近的局部参数表

示, ϕ(u0) = x0. 因为 rankJϕ = m, 不妨设

∂(ϕ1, · · · , ϕm)

∂(u1, · · · , um)
(u0) 6= 0.

记 vi = ϕi(u), i = 1, · · · ,m. 根据逆映射定理, 映射 φ(u) = (v1, · · · , vm) 在 x0 附近

可逆且逆映射 φ−1 仍为 Ck 映射. 因此, ϕ ◦ φ−1 仍为 x0 附近的局部参数表示, 且

ϕ ◦ φ−1(v) =
(
v, ϕm+1 ◦ φ−1(v), · · · , ϕn ◦ φ−1(v)

)
, v = (v1, · · · , vm) ∈ φ(U).

这说明在 x0 附近 M 可以表示为函数的图像.

利用曲面的局部图像表示不难看出,对 x0 附近的任意两个局部参数表示 ϕ与

ψ, 它们之间的转换映射 ψ−1 ◦ ϕ 是 Rm 中的开集之间的可逆 Ck 映射. 即不同的

参数表示之间只相差曲面的重新参数化.

如果曲面 M 被若干局部坐标邻域 {Vα} 所覆盖, 且当 Vα ∩ Vβ 6= ∅ 时, 转换映

射 ϕ−1
β ◦ ϕα 的 Jacobi 行列式恒为正, 则称曲面 M 可定向. 此时, {Vα} 称为 M 的

定向坐标覆盖. 如果不存在这样的定向坐标覆盖, 则称 M 不可定向.

例 15.3.2. 单位圆周 S1 的局部参数表示.

我们知道, 极坐标不能定义在整个圆周上. 但是, 我们可以用两个局部坐标邻

域覆盖 S1: 令

ϕ : (0, 2π) → R2, ψ : (π, 3π) → R2

分别定义为

ϕ(θ) = (cos θ, sin θ), ψ(η) = (cos η, sin η),

则 ϕ, ψ 为局部参数表示, 且

ϕ(0, 2π) = S1 \ {(1, 0)}, ψ(π, 3π) = S1 \ {(−1, 0)}.

这说明 S1 为 R2 中的正则曲线.

例 15.3.3. 单位球面 S2 的局部参数表示.
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我们知道, 球面极坐标不能定义在整个球面上. 不过, 我们可以把球面分成 6

部分:

{(x, y, z) ∈ S2 | z > 0}, {(x, y, z) ∈ S2 | z < 0}, {(x, y, z) ∈ S2 | y > 0},

{(x, y, z) ∈ S2 | y < 0}, {(x, y, z) ∈ S2 |x > 0}, {(x, y, z) ∈ S2 |x < 0},

在每一部分上均有参数表示, 以 {(x, y, z) ∈ S2 | z > 0} 为例:

ϕ : {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1} → R3, (x, y) 7→ (x, y,
√

1− x2 − y2).

(0, 0, 1)

(x, y, z)

(u, v)

0

图 15.2 球面上的参数坐标

我们也可以只用两个局部坐标邻域覆盖整个 S2: 令

ϕ1 : R2 → R3, ϕ1(u, v) =
( 2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
u2 + v2 − 1

1 + u2 + v2

)
.

则 ϕ1(R2) = S2 \ {(0, 0, 1)}, 从上式还可解得

u =
x

1− z
, v =

y

1− z
, (x, y, z) ∈ S2 \ {(0, 0, 1)}.

这说明 (u, v) 是连接 (0, 0, 1) 和 (x, y, z) 的直线和平面 R2 的交点. 类似地, 令

ϕ2 : R2 → R3, ϕ2(u, v) =
( 2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
1− u2 − v2

1 + u2 + v2

)
.

则 ϕ2(R2) = S2 \ {(0, 0,−1)}, 从上式可解得

u =
x

1 + z
, v =

y

1 + z
, (x, y, z) ∈ S2 \ {(0, 0,−1)}.

此时 (u, v)是连接 (0, 0,−1)和 (x, y, z)的直线和平面 R2 的交点. ϕ−1
1 , ϕ−1

2 称为球

面 S2 的球极投影.

下面我们讨论曲面上的微分学. 微分学的基本思想是线性化. 对于曲面自身来

说,它在某一点处的线性化是指这一点处的切空间. 我们先回顾一下切空间的概念.
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设 M 为 m 维正则曲面, x0 ∈ M , ϕ 是 x0 附近的局部参数表示, ϕ(u0) = x0. ϕ 在

u0 处的微分记为 ϕ∗u0 , 其矩阵表示为 Jϕ(u0). 在 u0 附近, 有

ϕ(u)− ϕ(u0) = ϕ∗u0(u− u0) + o
(
‖u− u0‖

)
. (15.12)

记 Tx0M = ϕ∗u0(Rm), 称为 M 在 x0 处的切空间, 它实际上不依赖于参数表示. 设

{ei}mi=1 为 Rm 的标准基, 则 {ϕ∗u0(ei)}mi=1 为 Tx0M 的一组基, 其中

ϕ∗u0(ei) = ϕui(u
0) =

(∂ϕ1

∂ui
(u0), · · · , ∂ϕn

∂ui
(u0)

)
.

有了曲面的线性化, 我们可以考虑曲面上函数的线性化, 函数线性化以后得到

的是定义在切空间中的线性映射. 为此, 设 M 如上, f :M → Rl 为向量值函数. 如

果复合函数 f ◦ ϕ 可微或是 Cs (s ≤ k) 的, 则称 f 是可微或 Cs 的, 易见此概念不

依赖于参数表示. 设 f 在 x0 处可微 (即 f ◦ ϕ 在 u0 处可微). 注意到 ϕ∗u0 从 Rm

到 Tx0M 为线性同构, 其逆记为 ϕ−1
∗u0 . 令

f∗x0 = (f ◦ ϕ)∗u0 ◦ ϕ−1
∗u0 : Tx0M → Rl,

称为 f 在 x0 处的切映射或微分, 也记为 df(x0). 当 λ1, · · · , λm ∈ R 时,

f∗x0

( m∑
i=1

λiϕui(u
0)
)
=

m∑
i=1

λi(f ◦ ϕ)∗u0(ei) =
m∑
i=1

λi
∂(f ◦ ϕ)
∂ui

(u0). (15.13)

由 (15.12) 式还可以得出, 当 x ∈M 在 x0 附近时, 有

f(x)− f(x0) = f∗x0(x− x0)τ + o
(
‖x− x0‖

)
, (15.14)

其中 (x− x0)τ 是 x− x0 在 Tx0M 中的正交投影. 由此可以看出 f∗x0 的确是 f 在

x0 处的线性化, 并且 f∗x0 的定义不依赖于 M 的参数表示.

我们可以从另外的角度看切空间和切映射. 先看切空间, 我们断言:

Tx0M = {γ′(0) | γ ⊂M 为可微参数曲线, γ(0) = x0.}

事实上, 给定
m∑
i=1

λiϕui(u
0) ∈ Tx0M , 记 γ(t) = ϕ

(
u0 + t

m∑
i=1

λiei
)
, 则

γ′(0) = ϕ∗u0

( m∑
i=1

λiei

)
=

m∑
i=1

λiϕui(u
0).

另一方面, 如果曲线 γ 可微且 γ ⊂M , 记 γ̃ = ϕ−1 ◦ γ, 则 γ̃ 为 Rm 中可微曲线, 且

γ′(0) =
(
ϕ ◦ γ̃

)′
(0) = ϕ∗u0

(
γ̃′(0)

)
∈ Tx0M.
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这说明上述断言成立. 现在, f 在 x0 处的切映射可以表示为

f∗x0

(
γ′(0)

)
=
(
f ◦ γ

)′
(0). (15.15)

上式的一个好处是它不涉及局部参数表示.

以上我们讨论了曲面上的向量值函数. 进一步, 我们可以将场的概念和微分形

式的概念推广到曲面上. 先从切空间的对偶空间开始. 设 M 如上, x0 处的切空间

有一组基 {ϕui
(u0)}mi=1. 相应地, 对偶空间 T ∗

x0M (称为余切空间) 中有一组对偶基,

记为 {dui}mi=1, 它们满足如下关系

dui

( m∑
j=1

λjϕuj (u
0)
)
= λi, i = 1, · · · ,m.

如果函数 f : M → R 在 x0 处可微, 则它在 x0 处的微分 df(x0) 就属于 T ∗
x0M , 这

说明余切空间是一个很自然的概念.

设 q ≥ 1,与欧氏空间中的讨论完全类似,我们可以定义 Tx0M 中的 q次多线性

型. 反对称的 q 次多线性型的全体记为 ∧qT ∗
x0M ,这是向量空间,维数为 Cq

m (q > m

时此空间为零). 当 1 ≤ q ≤ m 时, ∧qT ∗
x0M 的一组基为

dui1 ∧ · · · ∧ duiq , 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ m.

设 ω 为曲面 M 上的场, 如果 ω 在每一点 x ∈ M 处的值是 TxM 中的反对称 q 次

多线性型, 则称 ω 为 M 上的 q−形式或 q 次微分形式. 在 x0 附近, q−形式可表示
为

ω =
∑

1≤i1<···<iq≤m

ωi1···iqdui1 ∧ · · · ∧ duiq ,

其中 ωi1···iq 为 x0 附近的函数, 如果这些函数都是 Cs 的, 则称 ω 是 Cs 的.

例 15.3.4. 全微分和梯度场.

设 f : M → R 为可微函数, 我们定义 M 上的 1−形式 df , 使得它在 x 处值为

f 在 x 处的微分 f∗x. 在 x0 附近, df 可以表示为

df =

m∑
i=1

f∗x
(
ϕui

)
dui =

m∑
i=1

∂(f ◦ ϕ)
∂ui

(u) dui,

其中 ϕ(u) = x. df 称为 f 的全微分.

在 x 处, f∗x ∈ T ∗
xM . 根据线性代数, 存在惟一的切向量 ∇f(x) ∈ TxM , 使得

f∗x(w) = ∇f(x) · w, ∀ w ∈ TxM.

∇f(x) 称为 f 在 x 处的梯度. 利用梯度, (15.15) 式可以改写为(
f ◦ γ

)′
= ∇f(γ) · γ′.
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∇f 称为 f 的梯度场.

与欧氏空间中类似,全微分可以推广为外微分. 设 ω 为 q−形式,其外微分定义

为

dω =
∑

1≤i1<···<iq≤m

dωi1···iq ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duiq ,

可以验证此定义不依赖于参数表示.

例 15.3.5. 第一基本型和面积元.

设 M 为正则曲面. 任给 x ∈M , 欧氏空间 Rn 中的标准内积可以限制在 TxM

中, 得到 TxM 中的内积. 我们知道, 内积为正定对称双线性型, 于是我们得到了 M

上的场, 它在 x 处的值就是 TxM 中的内积. 这个场称为 M 的第一基本型, 记为 g.

设 ϕ 为局部参数表示, 则 g 可以表示为

g =
m∑

i,j=1

gij dui ⊗ duj ,

其中 gij = g
(
ϕui , ϕuj

)
= ϕui ·ϕuj . 记 G = det

(
gij
)
m×m

= det
[
(Jϕ)>Jϕ

]
, 在 M 上

定义局部 m−形式为
dσ =

√
Gdu1 ∧ · · · ∧ dum,

称为 M 的局部面积形式 (面积元).

如果 ψ 为另一参数表示, 记 φ = ψ−1 ◦ φ, v = φ(u). 由 ϕ = ψ ◦ φ 可得
Jϕ(u) = Jψ(v)Jφ(u), 从而有

(Jϕ)>Jϕ = (Jφ)>
[
(Jψ)>Jψ

]
Jφ,

这说明
√
G =

√
G̃
∣∣detJφ∣∣, 其中 G̃ = det

[
(Jψ)>Jψ

]
. 记 dσ̃ =

√
G̃ dv1 ∧ · · · ∧ dvm,

则

dσ̃ =
√
G̃
(
det Jφ

)
du1 ∧ · · · ∧ dum = ±dσ,

其中当 det Jφ > 0 时取正号, 否则取负号.

命题 15.3.1. 设 M 为 Rn 中的 m 维正则曲面, 则 M 可定向当且仅当 M 上

存在处处非零的 m−形式.

证明. 设 M 可定向, 它有定向坐标覆盖. 根据刚才的讨论, 我们可以在 M 上

定义一个处处非零的 m−形式 dσ, 称为 M 的面积形式.

反过来的证明留作练习. �
设 M 为 Rn 中的正则超曲面, ϕ 为局部参数表示. 我们回顾一下法向量的

构造. 令 ~N = ϕu1 × · · · × ϕun−1 , 则 ~N 与切向量均正交, 称为局部法向量场. 记
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~N = (N1, · · · , Nn), 则

Ni = (−1)i−1 ∂(ϕ1, · · · , ϕi−1, ϕi+1, · · · , ϕn)

∂(u1, · · · , un−1)
, i = 1, · · · , n.

如果 ψ 为另一参数表示, 记 φ = ψ−1 ◦ φ, v = φ(u). 计算表明,

ϕu1 × · · · × ϕun−1 = (det Jφ)ψv1 × · · · × ψvn−1 .

命题 15.3.2. Rn 中的超曲面 M 可定向当且仅当 M 上存在处处非零的连续

法向量场.

证明. 设 M 为可定向的超曲面, 它有定向坐标覆盖. 根据刚才的讨论, 我们可

以在 M 上定义一个单位法向量场 ~n = ~N/‖ ~N‖, 它是处处非零的连续法向量场.

反之, 设 M 上存在处处非零的连续法向量场 ~n. 我们在 M 上定义 (n− 1)−形
式 dσ, 它在 x 处的值为 (n− 1) 次反对称多线性型, 定义为

dσ(w1, · · · , wn−1) = ~n(x) · (w1 × · · · × wn−1), ∀ w1, · · · , wn−1 ∈ TxM.

不难验证 dσ 为 M 上处处非零的连续 (n− 1)−形式, 因此 M 可定向. �

例 15.3.6. 设 f : Rn → R 为 Ck (k ≥ 1) 映射, c ∈ R. 如果 f−1(c) 6= ∅, 且对
任意 p ∈ f−1(c), ∇f(p) 6= 0, 则 M = f−1(c) 为 Rn 中的可定向超曲面.

证明. 设 x0 = (x01, · · · , x0n) ∈ M , 由于 ∇f(x0) 6= 0, 不妨设
∂f

∂xn
(x0) 6= 0. 根据

隐函数定理, 在 (x01, · · · , x0n−1) 附近 f(x) = c 的解可写为(
x1, · · · , xn−1, g(x1, · · · , xn−1)

)
,

其中 g 为 Ck 函数. 因此, 在 x0 附近 M = f−1(c) 为函数图像, 从而是正则超曲面.

在 M 中任取曲线 σ(t), 则由 f(σ(t)) = c知 ∇f(σ(t)) · σ′(t) = 0, 这表明 ∇f 限
制在 M 上是其法向量场, 因为 ∇f 在 M 上处处非零, 根据命题 15.3.2 即知 M 为

可定向的超曲面. �
注. (1) 法向量场 ∇f 决定了 f−1(c) 上的面积形式 dσ, 它可以写为

dσ = ‖∇f‖−1 ∗ df = ‖∇f‖−1
n∑

i=1

(−1)i−1 ∂f

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

(2) 本例可作高维推广: 设 f : Rn → Rm 为 Ck (k ≥ 1) 函数, c ∈ Rm. 如果

f−1(c) 6= ∅, 且对任意 p ∈ f−1(c), rankJf(p) = m, 则 M = f−1(c) 为 Rn 中的可定

向 n−m 维曲面, 其面积形式为

dσ =
(
det[Jf(Jf)>]

)− 1
2 ∗ (df1 ∧ · · · ∧ dfm),
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其中, fi 表示 f 的第 i 个分量.

作为例子, 考虑函数 f(x) = x21 + · · ·+ x2n, 则当 R > 0 时, f−1(R2) 为 Rn 中可

定向的超曲面, 这是半径为 R 的 n− 1 维单位球面, 其面积形式为

dσ =
1

R

n∑
i=1

(−1)i−1xi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

下面我们讨论带有边界的正则曲面. 记 Hm = {(u1, · · · , um) ∈ Rm |um ≥ 0},
称为 m 维上半欧氏空间, 其边界 ∂Hm 为 m− 1 维欧氏空间 Rm−1.

设 M 为 Rn 中的子集. 如果任给 x0 ∈ M , 均存在 Rn 中含 x0 的开集 V , Hm

中的开集 U 以及 Ck (k ≥ 1) 映射 ϕ : U → Rn 使得

(1) ϕ 为单射, (2) rankJϕ = m, (3) ϕ(U) = V ∩M,

则称 M 为 Rn 中的一个 m 维的 Ck 带边正则子流形, 或称带边曲面. 为了区别起

见, 我们把以前定义的曲面称为无边曲面.

利用逆映射定理可以证明,如果 x ∈ ϕ(U ∩ ∂Hm),则在另一局部参数表示下, x

也是某个边界点的像. 这种点称为边界点, 边界点构成的子集称为带边曲面 M 的

边界, 记为 ∂M . 如果 V ∩M 是边界点 x0 ∈ ∂M 附近的局部坐标邻域, ϕ为局部参

数表示, 则 ϕ 限制在 U ∩ ∂Hm 上就得到边界的一个局部参数表示, 这说明 ∂M 是

m− 1 维的 (无边) 正则曲面.

带边正则子流形的例子有: m = 1 时, 闭区间, 半开半闭区间, 平面上的射线

都是带边曲线; m = 2 时, 平面上闭的圆盘, 环形区域, 三维欧氏空间中的上半单位

球面等都是 2 维带边曲面; m = 3 时, 三维欧氏空间中的闭球, 实心轮胎等都是 3

维带边正则子流形. 当然, 上半欧氏空间 Hm 是标准的 m 维带边曲面, 其边界为

m− 1 维欧氏空间.

图 15.3 Möbius 带

带边曲面可以象无边曲面一样讨论定向. 需要

注意的是,并非所有的曲面都是可以定向的, Möbius

带就是一个有名的不可定向的 (带边)曲面: 将一个

长方形纸条的一对边扭转 180度后粘合起来得到的

曲面称为Möbius带,其边界是一条连通的简单闭曲

线 (本质上是圆周). Möbius带不可定向的原因是其

单位法向量沿原纸条的中心线移动一圈后方向正好变反了.

命题 15.3.3. 设 M 为可定向的带边曲面, 则 ∂M 为可定向无边曲面.

证明. 我们将证明, 将 M 的定向坐标覆盖限制在边界上就得到 ∂M 的定向坐

标覆盖. 为此, 设 ϕ 和 ψ 为 M 的两个局部参数表示, 它们同时属于定向坐标覆盖.
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记 φ = ψ−1 ◦ ϕ, v = φ(u). 根据带边曲面的定义, vm ≥ 0. 注意到 φ 将 ∂Hm 中的点

映到 ∂Hm 中, 这说明当 u0 ∈ ∂Hm, ϕ(u0) ∈ ∂M 时,

∂vm
∂um

(u0) = lim
um→0+

vm(u)− 0

um − 0
≥ 0,

∂vm
∂ui

(u0) = 0, i = 1, · · · ,m− 1.

于是有

det Jφ(u0) = det Jφ̄(u0)
∂vm
∂um

(u0),

其中 φ̄ = φ
∣∣
∂Hm . 由 det Jφ(u0) > 0 即知 detJφ̄(u0) > 0, 这说明将 M 的定向坐标

覆盖限制在边界上就得到 ∂M 的定向坐标覆盖. �
习题 15.3

1. 写出 R4 中 3 维球面 S3 的局部参数表示, 说明它是正则曲面.

2. 用局部参数表示说明 S1 是可定向的曲线, S2 是可定向的曲面.

3. 试说明正则曲面的切空间与局部参数表示无关.

4. 验证 (15.14) 式成立.

5. 设 f :M → R 在曲面 M 上处处可微. 设 ϕ 为 M 的局部参数表示, 证明

∇f =

m∑
i,j=1

gij
∂(f ◦ ϕ)
∂uj

ϕui ,

其中 gij = ϕui · ϕuj , g
ij 是

(
gij
)
m×m

的逆矩阵在 (i, j) 位置的元素.

6. 验证全微分的定义不依赖于曲面的参数表示.

7. 证明 S2 的面积形式为 dσ = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy.

8. 证明 Rn 中的单位闭球为可定向带边正则子流形. 研究其边界 Sn−1 的定向坐

标覆盖.

§15.4 Stokes 公式

最后我们讨论曲面上的积分学. 首先介绍非常有用的单位分解的技巧. 所谓单

位分解, 就是将 1 分解为若干光滑函数的和, 要求这些光滑函数具有紧支集. 其中,

函数 f 的支集 supp f 定义为

supp f = {x | f(x) 6= 0}.

在 §9.4 节中, 我们构造了 R 中的一个光滑的鼓包函数 φ, 满足以下条件:

φ(t) = 1, t ∈ [−1/2, 1/2]; 0 < φ(t) < 1, 1/2 < |t| < 1; φ(t) = 0, |t| ≥ 1.
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引理 15.4.1 (单位分解). 设 K 为 Rn 中的有界闭集, {Vα} 为 K 的有限开覆

盖. 则存在 Rn 中的光滑函数 {φα}, 使得∑
α

φα(x) = 1, ∀ x ∈ K; suppφα ⊂ Vα.

{φα} 称为从属于开覆盖 {Vα} 的一个单位分解.

证明. 任取 x ∈ K,存在 α,使得 x ∈ Vα. 取 εx > 0,使得 B2εx(x) ⊂ Vα. 因为 K

为有界闭集, 存在 r > 0, 使得 K ⊂ Br/2(0). 当 x ∈ Br/2(0) \K 时, 存在 εx > 0, 使

得 B2εx(x) ⊂ Br(0) \K. 根据有限覆盖定理, 存在有限个小球, 记为 {Bεi/2(x
i)}ki=1,

使得它们覆盖了 Br/2(0), 其中 εi = εxi . 令

φ̄(x) =
k∑

i=1

φ
(
ε−1
i ‖x− xi‖

)
+ 1− φ

(
r−1‖x‖

)
, x ∈ Rn,

其中 φ 为上面的鼓包函数. 则 φ̄ 为 Rn 中的光滑函数, 且处处为正. 当 xi ∈ K 时,

记

φi(x) = φ
(
ε−1
i ‖x− xi‖

)
/φ̄(x),

则 ∑
i

φi(x) = 1, ∀ x ∈ K; suppφi ⊂ Bεi(x
i) ⊂ B2εi(x

i).

将支集含于 Vα 的那些函数 φi 的和记为 φα (不重复求和), 则 {φα} 为满足定理要
求的单位分解. �
设 M 为可定向带边 m 维曲面. 设 ω 为 M 上的微分形式, 其支集 suppω 定

义为

suppω = {x ∈M |ω(x) 6= 0}.

当 ω 为 m−形式, 且其支集为有界闭集时, 我们要定义 ω 在 M 上的积分.

(1) 设 suppω ⊂ ϕ(U), 其中 ϕ 为局部参数表示. 此时 ω 可以表示为

ω = a(x) du1 ∧ · · · ∧ dum,

其中 a(x) 是支集含于 ϕ(U) 中的函数. 我们定义 ω 在 M 上的积分为∫
M

ω =

∫
U

a
(
ϕ(u)

)
du1 · · · dum.

设 suppω ⊂ ψ(U ′), 其中 ψ 为另一局部参数表示. 记 φ = ψ−1 ◦ ϕ, v = φ(u), 则

ω = b(x) dv1 ∧ · · · ∧ dvm, 其中 b(x) det Jφ(u) = a(x).
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这说明 ∫
M

ω =

∫
U

b ◦ ψ
(
φ(u)

)
det Jφ(u) du1 · · · dum.

注意到 b 的支集含于 ψ(U ′), 因此上式中的积分只需在 U ∩ φ−1(U ′) 中计算. 如果

det Jφ 恒为正, 则利用变量替换 v = φ(u) 可得∫
M

ω =

∫
φ(U)∩U ′

b
(
ψ(v)

)
dv1 · · · dvm =

∫
U ′
b
(
ψ(v)

)
dv1 · · · dvm,

最后的等号是因为 b(x) = a(x)/det Jφ(u) 在 φ(U) 之外为零.

以上说明了当 M 可定向且 ω 的支集含于某个局部坐标邻域中时, ω 在 M 上

的积分的定义是恰当的. 利用多重积分的性质易见, 如果 ω =
k∑

i=1

ωi, 且 suppωi 均

含于同一局部坐标邻域中, 则 ∫
M

ω =
k∑

i=1

∫
M

ωi.

(2) 设 ω 是具有紧支集的 m 次微分形式, 取覆盖 suppω 的有限个局部坐标邻

域 {Vα ∩M}, 设 {φα} 是从属于 {Vα} 的单位分解, 令∫
M

ω =
∑
α

∫
M

φαω,

我们要说明这个定义是恰当的. 事实上,如果 {Vβ ∩M}是另一局部坐标覆盖,从属

于 {ψβ} 的单位分解为 {ψβ}, 则由 ψβω =
∑
α
φαψβω 可得∫

M

ψβω =
∑
α

∫
M

φαψβω.

同理, 有 ∫
M

φαω =
∑
β

∫
M

φαψβω,

因此 ∑
β

∫
M

ψβω =
∑
β

∑
α

∫
M

φαψβω

=
∑
α

∑
β

∫
M

φαψβω

=
∑
α

∫
M

φαω,

这说明 ω 在 M 上的积分的确是定义良好的,它是前一章中第二型曲线积分和曲面

积分的推广.

下面的定理是微积分基本公式的一般情形, 称为 Stokes 公式或 Stokes 定理.
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定理 15.4.2 (Stokes). 设 M 为定向带边 m 维曲面, ω 是 M 上具有紧支集的

m− 1 次微分形式, 则 ∫
M

dω = (−1)m
∫
∂M

ω,

其中 ∂M 上的定向坐标覆盖是 M 上的定向坐标覆盖在边界上的限制.

证明. 利用单位分解, 不妨设 ω 的支集含于 M 的某个局部坐标邻域 ϕ(U) 中,

其中 ϕ 为参数表示. 此时 ω 可以表示为

ω =
m∑
i=1

(−1)i−1ai(x) du1 ∧ · · · ∧ dui−1 ∧ dui+1 ∧ · · · ∧ dum,

其中 ai(x) 是 ϕ(U) 中具有紧支集的函数. 我们注意到, 在边界上 um ≡ 0, 因此有

ω
∣∣
∂M

= (−1)m−1am(x) du1 ∧ · · · ∧ um−1,

其中 x = ϕ(u1, · · · , um−1, 0).

在 M 上, 有

dω =
m∑
i=1

∂(ai ◦ ϕ)
∂ui

du1 ∧ · · · ∧ dum,
∫
M

dω =
m∑
i=1

∫
U

∂(ai ◦ ϕ)
∂ui

du1 · · · dum.

因为 ai ◦ϕ的支集为 U 中有界闭集,我们可以取充分大的 r,使得 [−r, r]m−1× [0, r]

包含这些支集,并将函数 ai ◦ϕ零延拓到 [−r, r]m−1× [0, r]中. 当 1 ≤ i ≤ m− 1时,∫ r

−r

∂(ai ◦ ϕ)
∂ui

dui = ai ◦ ϕ
∣∣∣ui=r

ui=−r
= 0.

由重积分化累次积分的理论可知∫
U

∂(ai ◦ ϕ)
∂ui

du1 · · · dum =

∫
[−r,r]m−1×[0,r]

∂(ai ◦ ϕ)
∂ui

du1 · · · dum = 0.

这说明 ∫
M

dω =

∫
[−r,r]m−1

du1 · · · dum−1

∫ r

0

∂(am ◦ ϕ)
∂um

dum

=

∫
[−r,r]m−1

(am ◦ ϕ)
∣∣∣um=r

um=0
du1 · · · dum−1

= −
∫
[−r,r]m−1

am ◦ ϕ(u1, · · · , um−1, 0) du1 · · · dum−1

= (−1)m
∫
∂M

ω,

从而定理得证. �
注. (1) 当 M 是闭曲面, 即边界 ∂M = ∅ 时, Stokes 公式右端为零.

(2) 通过改变边界上的定向坐标覆盖, 可以使 Stokes 公式右端不出现 (−1)m.

下面的散度定理又称为 Gauss-Green 公式, 它是 Stokes 公式的特殊情形.
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定理 15.4.3 (散度定理). 设 D 为 Rm 中的区域, 其边界为 m − 1 维的超曲

面. 如果 X 为 D 中具有紧支集的向量场, 则∫
D

divX dx =

∫
∂D

X · ~n dσ,

其中 ~n 为 ∂D 的单位外法向量.

证明. Rm 中的标准直角坐标决定了 D 中体积形式, 进而决定了 D 的定向坐

标覆盖. 定义 D 中的 m 次微分形式 ω 为

ω =

m∑
i=1

(−1)i−1Xi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxm,

其中 Xi 为 X 的第 i 个分量, 则 dω = divX dx1 ∧ · · · ∧ dxm. 由 Stokes 公式, 有∫
D

divX dx =

∫
D

dω = (−1)m
∫
∂D

ω.

设 x0 ∈ ∂D, ϕ 为 x0 附近的局部参数表示. 在 x0 附近, ω 可表示为

ω =

m−1∑
i=1

Xi dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕi−1 ∧ dϕi+1 ∧ · · · ∧ dϕm.

在边界上, um ≡ 0, 因此

ω
∣∣
∂D

=
m−1∑
i=1

Xi
∂(ϕ1, · · · , ϕi−1, ϕi+1 · · · , ϕm)

∂(u1, · · · · · · , um−1)
du1 ∧ · · · ∧ dum−1

= X · ~N du1 ∧ · · · ∧ dum−1,

其中 ~N = ϕu1 × · · · × ϕum−1 为边界的法向. 根据叉乘的性质,

‖ ~N‖2 = det
(
ϕui · ϕuj

)
(m−1)×(m−1)

,

因此 ∂D 上的面积元为 dσ = ‖ ~N‖ du1 ∧ · · · ∧ dum−1. 这说明∫
D

divX dx =

∫
∂D

X · ~n dσ,

其中 ~n = (−1)m ~N/‖ ~N‖, 我们只要说明 ~n 为 ∂D 的外法向即可.

事实上, 由于 ϕ 将上半欧氏空间映到 D 中, 在边界上向量 ϕum 一定朝内. 根

据叉乘的性质,

(−ϕum) · ~n = (−1)m−1ϕum · ϕu1 × · · · × ϕum−1 = det Jϕ > 0,

这说明 ~n 的确朝外. �
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例 15.4.1. m− 1 维球面的面积.

设 Bm 为 Rm 中的单位球体, Sm−1 = ∂Bm. 考虑向量场 X(x) = (x1, · · · , xm),

则 div(X) = m, 且 X 在 Sm−1 上恰为单位外法向. 由散度定理即得∫
Bm

mdx =

∫
Sm−1

dσ,

即 σ
(
Sm−1

)
= mv(Bm), 其中 σ

(
Sm−1

)
是 m− 1 维球面的面积, v(Bm) 是 m 维球

体的体积. 这样我们就又一次得到了球面的面积和球体的体积的之间的关系.

例 15.4.2. 设 Bn(0) 为 Rn 中的单位闭球, f1, · · · , fn 为 Bn(0) 中的 C2 函数.

如果 fi
∣∣
Sn−1 = xi, i = 1, · · · , n, 则 {f1, · · · , fn} 在 Bn(0) 内必有公共零点.

证明. (反证法)设 {f1, · · · , fn}无公共零点,记 F = (f1, · · · , fn), ω = F ∗ω0,其

中

ω0 =

n∑
i=1

(−1)i−1‖x‖−nxi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

直接的计算表明, ω0 为 Rn \ {0} 中的闭形式, 这说明 ω 为 Bn(0) 中的闭形式. 根

据 Stokes 公式可知 ω 在 Sn−1 上的积分为零. 另一方面, 根据题设可知 ω 限制在

Sn−1 上为面积形式, 从而其积分不等于零, 这就导出了矛盾. �
作为应用, 我们可推出所谓的 Brouwer 不动点定理.

定理 15.4.4 (Brouwer). 设 ϕ 是从单位闭球 Bn(0) 到自身的连续映射, 则 ϕ

必有不动点. 即存在 ξ ∈ Bn(0), 使得 ϕ(ξ) = ξ.

证明. (反证法) 设 ϕ(x) 6= x, ∀ x ∈ Bn(0). 用直线段连接 ϕ(x) 和 x, 其延长线

交球面于 ψ(x). 容易看出 ψ 关于 x 连续, 且当 x ∈ Sn−1 时 ψ(x) = x.

从 ψ 出发, 利用光滑化的技巧 (见本节习题), 可以构造光滑映射 F : Bn(0) →
Rn \ {0}, 使得当 x ∈ Sn−1 时 F (x) = x, 但这与前例的结论相矛盾. �
习题 15.4

1. 设 f 为 Rn 中具有紧支集的连续函数. 证明: 任给 ε, η > 0, 存在 Rn 中具有紧

支集的光滑函数 g, 使得

|g(x)− f(x)| < ε, ∀ x ∈ Rn; supp g ⊂ {x | d(x, suppf) < η}.

2. 设 f, h 为 Rn 中的连续函数, 且 h 处处为正. 证明: 存在 Rn 中的光滑函数 g,

使得 |g(x)− f(x)| < h(x), ∀ x ∈ Rn.

3. 设 M 为紧致曲面, f :M → R 为连续函数. 证明, 任给 ε > 0, 存在 M 附近定

义的光滑函数 g, 使得 |g(x)− f(x)| < ε, ∀ x ∈M .
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4. 设 ψ : Bn(0) → Rn 连续且 ψ
∣∣
Sn−1 = 0. 证明: 任给 ε > 0, 存在光滑映射

F : Bn(0) → Rn 使得

‖F (x)− ψ(x)‖ < ε, ∀ x ∈ Bn(0); F
∣∣
Sn−1 = 0.

5. 设 ψ : Bn(0) → Rn 连续且 ψ
∣∣
Sn−1 光滑. 证明: 任给 ε > 0, 存在光滑映射

F : Bn(0) → Rn 使得

‖F (x)− ψ(x)‖ < ε, ∀ x ∈ Bn(0); F
∣∣
Sn−1 = ψ

∣∣
Sn−1 .

6. 试说明本节 Stokes公式是第十四章第五节中 Green公式, Gauss公式和 Stokes

公式的统一推广.

7. 设 F : Sn × [0, 1] → Sn 连续, 记

f0(x) = F (x, 0), f1(x) = F (x, 1), ∀ x ∈ Sn.

假定 f0, f1 为 C1 映射, 证明 f∗0 dσ 和 f∗1 dσ 在 Sn 上积分相等, 其中 dσ 是 Sn

的面积元.

8. 证明: 存在正数 ε > 0, 使得当 C1 映射 f, g : Sn → Sn 满足条件

‖g(x)− f(x)‖ < ε, ∀ x ∈ Sn

时, f∗dσ 和 g∗dσ 在 Sn 上积分相等, 其中 dσ 是 Sn 的面积元.



第十六章 含参变量的积分

本章仍然讨论积分, 其中被积函数含有额外的参数, 我们要研究积分是如何依

赖于参数的. 这种积分的基本性质和无穷级数的性质十分类似, 它们也提供了构造

新函数的重要工具, 我们还将利用它们进一步研究 Fourier 积分.

§16.1 含参变量的积分

设 f(x, y) 是定义在矩形 [a, b] × [c, d] 上的函数, 且对于每个固定的 y ∈ [c, d],

关于 x 的函数 f(x, y) 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则定义

I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx, y ∈ [c, d],

称为含参变量的积分, 其中 y 是参数, 它对应于数列或函数列中的变数 n.

当 f(x, y) 为 [a, b]× [c, d] 中的连续函数时, 根据 §13.3 节中的讨论, 有∫ d

c

I(y)dy =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx. (16.1)

引理 16.1.1. 设 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 中连续, 则 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 连续.

证明. 有界闭集中的连续函数是一致连续的. 因此, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当

y1, y2 ∈ [c, d] 且 |y1 − y2| < δ 时

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ ε, ∀ x ∈ [a, b].

此时

|I(y1)− I(y2)| =
∣∣∣ ∫ b

a

[f(x, y1)− f(x, y2)]dx
∣∣∣

≤
∫ b

a

|f(x, y1)− f(x, y2)|dx ≤ (b− a)ε.

这说明 I(y) 关于 y 连续. �

定理 16.1.2. 设 f(x, y) 和偏导数 fy(x, y) 在 [a, b] × [c, d] 中连续, 则 I(y) 关

于 y 可导, 且

I ′(y) =

∫ b

a

fy(x, y)dx.

证明. 记

ψ(y) =

∫ b

a

fy(x, y)dx, y ∈ [c, d].

169
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根据题设和刚才的引理, ψ(y) 关于 y 连续. 当 y1, y2 ∈ [c, d] 时, 利用积分次序的可

交换性, 得 ∫ y2

y1

ψ(y)dy =

∫ y2

y1

∫ b

a

fy(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ y2

y1

fy(x, y)dydx

=

∫ b

a

[fy(x, y2)− f(x, y1)]dx

= I(y2)− I(y1).

这说明 I ′(y) = ψ(y). �

例 16.1.1. (∗) 设 f 为具有紧支集的光滑函数, g 连续. 定义函数 h 为

h(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy,

则 h 为光滑函数, 且

h(n)(x) =

∫ ∞

−∞
f (n)(x− y)g(y)dy.

证明. 设 f 在区间 (−M,M) 以外为零. 任取 a > 0, 当 x ∈ [−a, a] 时, h(x) 可

以表示为

h(x) =

∫ M+a

−M−a

f(x− y)g(y)dy,

反复利用上述定理即知 h(x) 在 (−a, a) 中任意次可导, 且

h(n)(x) =

∫ M+a

−M−a

f (n)(x− y)g(y)dy =

∫ ∞

−∞
f (n)(x− y)g(y)dy,

由于 a > 0 是任取的, 故 h 在 (−∞,∞) 中光滑. �
注. f 可以取为鼓包函数, 此时 h 可以看成函数 g 的光滑逼近.

例 16.1.2. 设 0 < a ≤ b, 计算积分

I =

∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx.

解. 我们把 a 看成是常数, 而把 b 看成是参数, 积分记为 I(b), 则根据上述定

理, 有

I ′(b) =

∫ 1

0

xbdx =
1

b+ 1
,

这说明

I(b) = ln(1 + b) + C.

又因为 I(a) = 0, 故 C = − ln(1 + a), 从而

I = ln
1 + b

1 + a
.

这个积分也可以通过重积分化累次积分来计算. �
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例 16.1.3. 设 |λ| < 1, 计算积分

I =

∫ π

0

ln(1 + λ cosx)dx.

解. 设 0 < a < 1, 当 λ ∈ [−a, a] 时, f(x, λ) = ln(1 + λ cosx) 以及

fλ(x, λ) =
cosx

1 + λ cosx

在 [0, π]× [−a, a] 中连续, 于是 I = I(λ) 关于 λ 可导, 且

I ′(λ) =

∫ π

0

cosx

1 + λ cosx
dx =

π

λ
− π

λ
√
1− λ2

.

对 λ 积分可得

I(λ) = π ln(1 +
√
1− λ2) + C,

因为 I(0) = 0, 故得

C = −π ln 2,

因此

I = π ln
1 +

√
1− λ2

2
.

上式对任意 |λ| < 1 均成立. �
下面我们讨论积分的上下限中也含有参数的含参变量积分. 考虑积分

F (y) =

∫ b(y)

a(y)

f(x, y)dx,

其中 a(y), b(y) 是关于 y 的函数.

定理 16.1.3. 设 f(x, y) 在 [a, b] × [c, d] 中连续, 函数 a(y), b(y) 关于 y 连续,

且

a ≤ a(y) ≤ b, a ≤ b(y) ≤ b, ∀ y ∈ [c, d],

则 F (y) 是 [c, d] 中的连续函数.

证明. 任取 y0 ∈ [c, d], 则当 y ∈ [c, d] 时, 有

F (y)− F (y0) =

∫ b(y)

a(y)

f(x, y)dx−
∫ b(y0)

a(y0)

f(x, y0)dx

=

∫ a(y0)

a(y)

f(x, y)dx+

∫ b(y)

b(y0)

f(x, y)dx+

∫ b(y0)

a(y0)

[f(x, y)− f(x, y0)]dx.

因为 f 连续, 故存在 M > 0, 使得 |f(x, y)| ≤M . 由上式和已知条件得

|F (y)− F (y0)| ≤M |a(y)− a(y0)|+M |b(y)− b(y0)|

+ sup
x∈[a,b]

|f(x, y)− f(x, y0)||b− a|,
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由 a(y), b(y) 以及 f(x, y) 的 (一致) 连续性即知 F (y) 在 y = y0 处连续. �
关于 F (y) 的可导性, 我们有

定理 16.1.4. 设 f(x, y)以及 fy(x, y)均在 [a, b]× [c, d]中连续,如果 a(y), b(y)

关于 y 可导, 则 F (y) 关于 y 可导, 且

F ′(y) =

∫ b(y)

a(y)

fy(x, y)dx+ f(b(y), y)b′(y)− f(a(y), y)a′(y).

证明. 证明留作练习. �

例 16.1.4. 设 a ≥ 0, 计算积分

I(a) =

∫ a

0

ln(1 + ax)

1 + x2
dx.

解. 利用上面的定理, 得

I ′(a) =
ln(1 + a2)

1 + a2
+

∫ a

0

x

(1 + ax)(1 + x2)
dx

=
a

1 + a2
arctan a+

ln(1 + a2)

2(1 + a2)
.

关于 a 积分, 得

I(a) =
ln(1 + a2)

2
arctan a+ C.

因为 I(0) = 0, 故 C = 0. 最后就得到

I(a) =
ln(1 + a2)

2
arctan a.

习题 16.1

1. 计算下列积分

(1)

∫ π

0

ln(1− 2a cosx+ a2)dx; (2)

∫ π
2

0

arctan(a tanx)

tanx
dx (a ≥ 0).

2. 计算下列积分

(1)

∫ π
2

0

ln
1 + a cosx

1− a cosx

dx

cosx
(|a| < 1); (2)

∫ 1

0

sin
(
ln

1

x

)xb − xa

lnx
dx (b > a > 0).

3. 设 α > 1, 计算积分

I =

∫ π
2

0

ln(α2 − sin2 x)dx.
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4. 设 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 中连续, 则积分

I(α, β, y) =

∫ β

α

f(x, y)dx, α, β ∈ [a, b], y ∈ [c, d]

是关于 α, β, y 的连续函数, 且关于 α, β 可导.

5. 利用上题给出本节最后定理的证明.

6. 证明 n 阶 Bessel 函数

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(nϕ− x sinϕ)dϕ

满足 Bessel 方程

x2J ′′
n(x) + xJ ′

n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0.

7. 定义函数

K(x, y) =

y(1− x), y ≤ x,

x(1− y), y > x.

如果 f(x) 为 [0, 1] 上的连续函数, 则函数

u(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy

满足方程

−u′′(x) = f(x), u(0) = u(1) = 0.

8. 设 f(x) 在 x = 0 附近连续, 则函数

u(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

(x− t)n−1f(t)dt

满足方程

u(n)(x) = f(x), u(0) = u′(0) = · · · = u(n−1)(0) = 0.

9. 设 ϕ, ψ 分别为 2 次可导和 1 次可导的函数, 证明函数

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(s)ds

满足弦振动方程
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
.
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§16.2 含参变量的广义积分

如同 Riemann 积分的推广一样, 含参变量的积分也有两方面的推广. 一是积

分区间可以是无穷区间, 二是被积函数可能有瑕点. 为了简单起见, 我们以无穷积

分为例进行讨论, 带有瑕点的含参变量的积分可类似地讨论.

§16.2.1 一致收敛及其判别法

设 f(x, y)是定义在矩形 [a,∞)× [c, d]中的函数,且对于每一个 y ∈ [c, d],关于

x 的函数 f(x, y) 在 [a,∞) 中广义可积, 则定义

I(y) =

∫ ∞

a

f(x, y)dx, y ∈ [c, d], (16.2)

称为含参变量的广义积分, 其中 y 是参数.

定义 16.2.1 (一致收敛). 如果任给 ε > 0, 存在与 y 无关的 A0 = A0(ε) > a,

当 A, A′ > A0 时, 对一切 y ∈ [c, d], 成立

∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε, 或

∣∣∣ ∫ ∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε,

则称含参变量的广义积分
∫ ∞

a

f(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛.

定义中的区间 [c, d] 也可以换成其它类型的区间. 对于带有瑕点的无界函数,

也有类似的一致收敛的概念. 例如, 设对于每一个 y ∈ [c, d], 以 b 为瑕点的瑕积分∫ b

a

f(x, y)dx 存在, 如果任给 ε > 0, 存在 δ0 = δ0(ε) > 0, 当 0 < η, η′ < δ0 时, 对

[c, d] 上的一切 y, 成立

∣∣∣ ∫ b−η′

b−η

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε 或

∣∣∣ ∫ b

b−η

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε,

则称

∫ b

a

f(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛.

例 16.2.1. 研究含参变量的广义积分

I(y) =

∫ ∞

0

ye−xydx

的一致收敛性.

显然, 对每个 y ≥ 0, 积分都是收敛的. 又因为∫ ∞

A

ye−xydx = e−yA,
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故 I(y) 对于 y ∈ [δ,∞) 一致收敛, 其中 δ 为任意正实数. 从上式也可以看出 I(y)

对于 y ∈ [0,∞) 并不是一致收敛的. �
和广义积分以及无穷级数一样,我们也有关于含参变量广义积分的一致收敛的

判别法.

(1) (Weierstrass) 如果存在函数 F (x), 使得

|f(x, y)| ≤ F (x), ∀ (x, y) ∈ [a,∞)× [c, d],

且积分

∫ ∞

a

F (x)dx收敛, 则

∫ ∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]一致收敛. 这个判别

法的证明只要注意到下面的不等式就可以了:∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ A′

A

F (x)dx
∣∣∣.

(2) (Dirichlet) 设 f(x, y), g(x, y) 满足下列条件:

(i) 当 A → ∞ 时, 积分

∫ A

a

f(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致有界, 即存在常

数 K, 使得 ∣∣∣ ∫ A

a

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ K, ∀ A ∈ [a,∞), y ∈ [c, d];

(ii) g(x, y)是 x的单调函数, 且当 x→ ∞时 g(x, y)关于 y ∈ [c, d]一致地

趋于零, 即任给 ε > 0, 存在 A0 = A0(ε), 当 x ≥ A0 时

|g(x, y)| < ε, ∀ y ∈ [c, d];

则含参变量的广义积分

∫ ∞

a

f(x, y)g(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛.

这个判别法的证明是这样的: 根据题设, 当 A,A′ ≥ a 时, 有∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ A

a

f(x, y)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ A′

a

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ 2K.

根据积分第二中值公式, 当 A,A′ > A0 时, 有∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y)g(x, y)dx
∣∣∣ ≤ |g(A, y)|

∣∣∣ ∫ ξ(y)

A

f(x, y)dx
∣∣∣+ |g(A′, y)|

∣∣∣ ∫ A′

ξ(y)

f(x, y)dx
∣∣∣

≤ 2Kε+ 2Kε = 4Kε,

这说明了积分的一致收敛性.

(3) (Abel) 设 f(x, y), g(x, y) 满足下列条件:

(i) 积分

∫ ∞

a

f(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛;
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(ii) g(x, y) 是 x 的单调函数, 且关于 y ∈ [c, d] 一致有界;

则含参变量的广义积分

∫ ∞

a

f(x, y)g(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛.

这个判别法的证明仍然是运用积分第二中值公式, 我们留给读者完成.

对于含参变量的瑕积分, 上述判别法也有类似的表现形式. 我们以下仅举例来

研究一致收敛性.

例 16.2.2. 研究积分

I(α) =

∫ ∞

0

e−αx sinx dx

关于 α ∈ (0,∞) 的一致收敛性.

当 α ≥ δ > 0 时, 因为

|e−αx sinx| ≤ e−δx,

而积分

∫ ∞

0

e−δxdx 收敛, 故由 Weierstrass 判别法知积分 I(α) 关于 α ∈ [δ,∞) 一

致收敛.

I(α) 关于 α ∈ (0,∞) 不是一致收敛的, 这是因为当 α→ 0 时,∫ A′

A

e−αx sinx dx→
∫ A′

A

sinx dx = cosA− cosA′,

取 A = 2nπ, A′ = 2nπ + π/2 即知上式不趋于零. �

例 16.2.3. 研究积分

I(α) =

∫ ∞

0

e−αx sinx

x
dx

关于 α ∈ [0,∞) 的一致收敛性.

因为积分

∫ ∞

0

sinx

x
dx收敛,这个积分不含参变量 α,因而关于 α一致收敛. 函

数 e−αx 关于 x 单调, 且当 α, x ≥ 0 时 0 ≤ e−αx ≤ 1, 故由 Abel 判别法知 I(α) 关

于 α ∈ [0,∞) 一致收敛. �

§16.2.2 一致收敛积分的性质

我们在本小节讨论含参变量的广义积分所确定的函数的连续性质,积分性质和

微分性质等.

引理 16.2.1 (连续性质). 设 f(x, y) 在 [a,∞)× [c, d] 中连续, (16.2) 式中的含

参变量积分 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛, 则 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 连续.
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证明. 根据题设, 任给 ε > 0, 存在 A > 0, 使得∣∣∣ ∫ ∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ ε, ∀ y ∈ [c, d].

注意到 f(x, y) 在 [a,A] × [c, d] 中一致连续, 因此存在 δ > 0, 当 y1, y2 ∈ [c, d] 且

|y1 − y2| < δ 时

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤
ε

A− a
, ∀ x ∈ [a, b].

此时

|I(y1)− I(y2)| =
∣∣∣ ∫ ∞

a

f(x, y1)dx−
∫ ∞

a

f(x, y2)dx
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ ∞

A

f(x, y1)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ ∞

A

f(x, y2)dx
∣∣∣

+

∫ A

a

|f(x, y1)− f(x, y2)|dx

≤ ε+ ε+ (A− a)
ε

A− a
= 3ε,

这说明 I(y) 关于 y 连续. �

定理 16.2.2 (积分性质之一). 设 f(x, y) 在 [a,∞)× [c, d] 中连续, (16.2) 式中

的含参变量积分 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛, 则∫ ∞

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =

∫ d

c

I(y)dy =

∫ d

c

dy

∫ ∞

a

f(x, y)dx.

证明. 根据题设, 任给 ε > 0, 存在 A0 > 0, 当 A > A0 时∣∣∣ ∫ ∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ ε, ∀ y ∈ [c, d].

此时, 有∣∣∣ ∫ d

c

I(y)dy −
∫ A

a

∫ d

c

f(x, y)dydx
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ d

c

I(y)dy −
∫ d

c

∫ A

a

f(x, y)dxdy
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ d

c

∫ ∞

A

f(x, y)dxdy
∣∣∣

≤ (d− c)ε,

根据广义积分的定义可知欲证等式成立. �

例 16.2.4. 设 α, β > 0, 计算积分

I =

∫ ∞

0

cosαx− cosβx

x2
dx.
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解. 由于积分

∫ ∞

0

sin yx

x
dx 关于 y ∈ [δ,∞) (δ > 0) 一致收敛, 利用积分次序的

可交换性得 ∫ ∞

0

cosαx− cosβx

x2
dx =

∫ ∞

0

dx

x

∫ β

α

sin(yx)dy

=

∫ β

α

dy

∫ ∞

0

sin(yx)

x
dx

=
π

2
(β − α).

其中, 当 y > 0 时, 我们用到了积分

∫ ∞

0

sin yx

x
dx =

π

2
. �

定理 16.2.3 (微分性质). 设 f(x, y) 和 fy(x, y) 在 [a,∞)× [c, d] 中连续, 如果

积分 ψ(y) =

∫ ∞

a

fy(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛, 且存在 y0 ∈ [c, d], 使得积分∫ ∞

a

f(x, y0)dx 收敛, 则积分 I(y) =

∫ ∞

a

f(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛, 且

I ′(y) = ψ(y) =

∫ ∞

a

fy(x, y)dx.

证明. 根据题设, 任给 ε > 0, 存在 A0 > 0, 当 A,A′ ≥ A0 时,

∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y0)dx
∣∣∣ ≤ ε;

∣∣∣ ∫ A′

A

fy(x, y)dx
∣∣∣ ≤ ε, ∀ y ∈ [c, d].

此时, 任给 y1 ∈ [c, d], 有

∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y1)dx
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y0)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ A′

A

[f(x, y1)− f(x, y0)]dx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y0)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ A′

A

∫ y1

y0

fy(x, y)dydx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ A′

A

f(x, y0)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ y1

y0

∫ A′

A

fy(x, y)dxdy
∣∣∣

≤ ε+ |y1 − y0|ε ≤ ε+ (d− c)ε,

这说明 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛. 当 y1, y2 ∈ [c, d] 时, 由定理 16.2.2 和题设可

得 ∫ y2

y1

ψ(y)dy =

∫ ∞

a

∫ y2

y1

fy(x, y)dydx

=

∫ ∞

a

[f(x, y2)− f(x, y1)]dx

= I(y2)− I(y1).

这说明 I(y) 可导, 且 I ′(y) = ψ(y). �
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例 16.2.5. 设 α ≥ 0, 计算积分

I(α) =

∫ ∞

0

e−αx sinx

x
dx.

解. 在前面的例子中已经说明了 I(α) 关于 α ∈ [0,∞) 一致收敛. 任给 δ > 0,

积分 ∫ ∞

0

(
e−αx sinx

x

)
α
dx = −

∫ ∞

0

e−αx sinxdx

关于 α ∈ [δ,∞) 一致收敛, 于是 I(α) 在 [δ,∞) 中可导, 且

I ′(α) = −
∫ ∞

0

e−αx sinxdx = − 1

1 + α2
.

由于 δ 的任意性, 上式对任意 α > 0 成立. 从中解出

I(α) = C − arctanα.

当 α > 0 时

|I(α)| ≤
∫ ∞

0

e−αxdx =
1

α
→ 0 (α→ ∞),

于是 C = π/2, 从而得到 I(α) = π/2− arctanα. 令 α→ 0 还可得 I(0) = π/2. �
最后, 我们考虑无穷区间上广义积分可交换次序的问题.

定理 16.2.4 (积分性质之二). 设 f(x, y) 在 [a,∞)× [c,∞) 中连续. 如果 f 满

足下列条件:

(i) 积分 ϕ(y) =

∫ ∞

a

f(x, y)dx 关于 y 在 (c,∞) 内的任何闭区间中一致收敛,

积分 ψ(x) =

∫ ∞

c

f(x, y)dy 关于 x 在 (a,∞) 内的任何闭区间上一致收敛;

(ii) 积分
∫ ∞

c

dy

∫ ∞

a

|f(x, y)|dx 和
∫ ∞

a

dx

∫ ∞

c

|f(x, y)|dy 至少有一个收敛.

则 ϕ(y) 在 (c,∞) 中积分收敛, ψ(x) 在 (a,∞) 中积分收敛, 且这两个积分相

等: ∫ ∞

c

dy

∫ ∞

a

f(x, y)dx =

∫ ∞

a

dx

∫ ∞

c

f(x, y)dy.

证明. 不妨设积分

∫ ∞

c

dy

∫ ∞

a

|f(x, y)|dx 收敛. 任给 ε > 0, 取 c′ > c, C > c′,

使得 ∫ c′

c

∫ ∞

a

|f(x, y)|dxdy +
∫ ∞

C

∫ ∞

a

|f(x, y)|dxdy ≤ ε.

根据题设, 存在 A0 > a, 当 A ≥ A0 时∣∣∣ ∫ ∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ ε

C − c′
, ∀ y ∈ [c′, C].
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再取 a0 ∈ (a,A0), 使得 ∫ C

c′

∫ a0

a

|f(x, y)|dxdy ≤ ε.

根据题设和引理 16.2.1 可知 ϕ(y) 在 (c,∞) 中连续, ψ(x) 在 (a,∞) 中连续.

由 |ϕ(y)| ≤
∫ ∞

a

|f(x, y)|dx 和 Weierstrass 判别法可知积分

∫ ∞

c

ϕ(y)dy 收敛. 当

b ∈ (a, a0), A ≥ A0 时, 根据题设和定理 16.2.2 可得

∣∣∣ ∫ A

b

ψ(x)dx−
∫ ∞

c

ϕ(y)dy
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ ∞

c

∫ A

b

f(x, y)dxdy −
∫ ∞

c

ϕ(y)dy
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ ∞

c

[ ∫ b

a

f(x, y)dx+

∫ ∞

A

f(x, y)dx
]
dy
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ C

c′

[ ∫ b

a

f(x, y)dx+

∫ ∞

A

f(x, y)dx
]
dy
∣∣∣

+

∫ c′

c

∫ ∞

a

|f(x, y)|dxdy +
∫ ∞

C

∫ ∞

a

|f(x, y)|dxdy

≤
∫ C

c′

∫ a0

a

|f(x, y)|dxdy + (C − c′)
ε

C − c′
+ ε

≤ 3ε,

这说明

∫ ∞

a

ψ(x)dx =

∫ ∞

c

ϕ(y)dy. �

对于非负连续函数, 下面的结果较为有用.

引理 16.2.5. 设 f(x, y) 为 (x, y) ∈ [a,∞) × [c, d] 中的非负连续函数, 如果积

分

I(y) =

∫ ∞

a

f(x, y)dx

关于 y ∈ [c, d] 连续, 则 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛.

证明. 当 n > a 时, 记

In(y) =

∫ n

a

f(x, y)dx, y ∈ [c, d].

由引理 16.1.1 可知 In(y) 关于 y 连续. 由题设可知 {In(y)} 关于 n 单调递增地趋

于 I(y). 根据 Dini 定理, 函数列 {In(y)} 一致收敛于 I(y). 因此, 任给 ε > 0, 存在

N > a, 当 n ≥ N 时

0 ≤ I(y)− In(y) =

∫ ∞

n

f(x, y)dx ≤ ε,

由此易见 I(y) 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛. �
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定理 16.2.6 (积分性质之三). 设 f(x, y) 为 (x, y) ∈ [a,∞) × [c,∞) 中的非负

连续函数, 如果

(i) 函数

ϕ(y) =

∫ ∞

a

f(x, y)dx, ψ(x) =

∫ ∞

c

f(x, y)dy

分别在 y ∈ (c,∞) 和 x ∈ (a,∞) 中连续;

(ii) 积分 ∫ ∞

c

ϕ(y)dy,

∫ ∞

a

ψ(x)dx

有一个收敛. 则另一个也收敛, 且二者相等, 即∫ ∞

a

dx

∫ ∞

c

f(x, y)dy =

∫ ∞

c

dy

∫ ∞

a

f(x, y)dx.

证明. 由条件 (i)和前一引理可知积分 ϕ(y)和 ψ(x)分别在闭区间中一致收敛.

再由定理 16.2.4 即得欲证结论. �

例 16.2.6. 计算积分 I =

∫ ∞

0

e−x2

dx.

解. 令 x = ut (u > 0), 得

I = u

∫ ∞

0

e−u2t2dt,

上式两端同时乘以 e−u2

, 再对 u 积分得

I2 =

∫ ∞

0

Je−u2

du =

∫ ∞

0

e−u2

u du

∫ ∞

0

e−u2t2dt.

交换积分次序, 得

I2 =

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

e−(1+t2)u2

u du =
1

2

∫ ∞

0

dt

1 + t2
=
π

4
,

因此 I =
√
π/2. �

例 16.2.7. 计算积分

I(α) =

∫ ∞

0

e−x2

cos 2αxdx.

解. 将 α 视为参数, 因为 f(x, α) = e−x2

cos 2αx 关于 x, α 连续可导, 且

|fα(x, α)| = |e−x2

2x sin 2αx| ≤ 2xe−x2

,

根据 Weierstrass 判别法知积分

∫ ∞

0

fα(x, α) dx 关于 α 一致收敛. 显然, I(α) 关于

α 也一致收敛. 由定理 16.2.3 得

I ′(α) =

∫ ∞

0

−e−x2

2x sin 2αxdx,
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对上式右端使用分部积分可得

I ′(α) = −2αI(α),

解得

I(α) = Ce−α2

,

因为 I(0) =
√
π/2, 故有 I(α) =

1

2

√
πe−α2

. �

例 16.2.8. 计算光学中常出现的 Fresnel 积分:

I =

∫ ∞

0

sin(x2)dx, J =

∫ ∞

0

cos(x2)dx.

解. 令 x2 = t 得

I =
1

2

∫ ∞

0

sin t√
t
dt, J =

1

2

∫ ∞

0

cos t√
t
dt.

先算第一个积分. 当 α > 0 时, 可验证 f(t, u) = e−αt sin t e−tu2

满足定理 16.2.4 的

条件. 于是利用等式
1√
t
=

2√
π

∫ ∞

0

e−tu2

du,

可得 ∫ ∞

0

sin t√
t
e−αtdt =

2√
π

∫ ∞

0

e−αt sin t dt

∫ ∞

0

e−tu2

du

=
2√
π

∫ ∞

0

du

∫ ∞

0

e−(α+u2)t sin t dt

=
2√
π

∫ ∞

0

du

1 + (α+ u2)2
.

因为积分 ∫ ∞

0

sin t√
t
e−αtdt,

∫ ∞

0

du

1 + (α+ u2)2

关于 α ∈ [0,∞) 一致收敛, 故可令 α→ 0+, 得∫ ∞

0

sin t√
t
dt =

2√
π

∫ ∞

0

du

1 + u4
=

√
π

2
,

因此 ∫ ∞

0

sin(x2)dx =
1

2

√
π

2
.

对于积分 J , 设 α > 0, 同理有∫ ∞

0

cos t√
t
e−αtdt =

2√
π

∫ ∞

0

e−αt cos t dt

∫ ∞

0

e−tu2

du

=
2√
π

∫ ∞

0

du

∫ ∞

0

e−(α+u2)t cos t dt

=
2√
π

∫ ∞

0

α+ u2

1 + (α+ u2)2
du.
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令 α→ 0+ 得 ∫ ∞

0

cos t√
t
dt =

2√
π

∫ ∞

0

u2

1 + u4
du =

√
π

2
,

因此 ∫ ∞

0

cos(x2)dx =
1

2

√
π

2
.

习题 16.2

1. 给出含参变量的广义积分的 Abel 判别法的详细证明.

2. 如果广义积分

∫ ∞

a

f(x)dx 收敛, g(x, y) 关于 x 单调, 且关于 y ∈ [c, d] 一致有

界, 则积分 ∫ ∞

a

f(x)g(x, y)dx

关于 y ∈ [c, d] 一致收敛.

3. 研究下列积分的一致收敛性:

(1)

∫ ∞

0

cosxy

1 + x2
dx, y ∈ (−∞,∞); (2)

∫ ∞

0

cosxy√
x
dx, y ∈ (0,∞);

(3)

∫ ∞

0

α sinαx

x(α+ x)
dx, α ∈ (0,∞); (4)

∫ ∞

0

sinαx

α2 + x2
dx, α ∈ (0,∞).

4. 研究含参变量的积分一致收敛性:

I(α) =

∫ π
2

0

ln(α2 − sin2 θ)dθ, α ∈ [1,∞).

5. 从已知积分 (a > 0)∫ ∞

0

e−ax2

dx =
1

2

√
π

a
,

∫ ∞

0

dx

a+ x2
=

1

2

π√
a
,

∫ 1

0

xa−1dx =
1

a
,

通过对参数求导计算下列积分:

(1)

∫ ∞

0

e−ax2

x2ndx, (2)

∫ ∞

0

dx

(a+ x2)n+1
, (3)

∫ 1

0

xa−1 lnn xdx.

6. 设 a, b > 0, 证明:

(1)

∫ ∞

0

t2 dt

(a2 + t2)(t2 + b2)
=
π

2

1

a+ b
, (2)

∫ ∞

0

t2 dt

(a2 + t2)2(t2 + b2)
=

π

4a

1

(a+ b)2
.

7. 计算下列积分 (a, b > 0):

(1)

∫ ∞

0

xe−ax2

sin bx dx, (2)

∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx, (3)

∫ ∞

0

(e−ax − e−bx)2

x2
dx.
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8. 计算下列积分 (a, b > 0):

(1)

∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
sinmxdx, (2)

∫ ∞

0

ln(a2 + x2)

b2 + x2
dx, (3)

∫ ∞

0

e−a2y2−b2y−2

dy.

9. 利用等式

∫ ∞

0

e−t(α2+x2)dt = (α2 + x2)−1 计算 Laplace 积分 (α > 0):

I =

∫ ∞

0

cosβx

α2 + x2
dx, J =

∫ ∞

0

x sinβx

α2 + x2
dx.

10. 计算下列积分 (a, b > 0):

(1)

∫ ∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx, (2)

∫ ∞

−∞
sin(x2) cos 2axdx.

§16.3 特殊函数

本节考虑互相之间有密切联系的两个含参变量积分, 它们的定义为

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx (p, q > 0), Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−xdx (s > 0). (16.3)

函数 B(p, q) 称为 Beta 函数, Γ(s) 称为 Gamma 函数, 统称 Euler 积分.

§16.3.1 Beta 函数的基本性质

B(p, q) 的定义中, 0 和 1 是可能的瑕点, 易见, 当 p > 0, q > 0 时积分收敛, 因

此 B(p, q) 的定义是确切的. 进一步有

(1) (连续性) 当 δ, η > 0, p ≥ δ, q ≥ η 时,

0 ≤ xp−1(1− x)q−1 ≤ xδ−1(1− x)η−1,

上式最右边的函数积分收敛, 因此 B(p, q) 关于 (p, q) ∈ [δ,∞)× [η,∞) 一致收

敛, 这说明 B(p, q) 在其定义域内连续. 同理, 可以说明 B(p, q) 在定义域内无

限次可导.

(2) (对称性) 作变量替换 x = 1− t, 容易看到

B(p, q) = B(q, p), ∀ p > 0, q > 0.
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(3) (递推公式) 当 p > 0, q > 1 时, 利用分部积分, 得

B(p, q) =

∫ 1

0

(1− x)q−1d
xp

p

=
1

p
xp(1− x)q−1

∣∣∣1
0
+
q − 1

p

∫ 1

0

xp(1− x)q−2dx

=
q − 1

p

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−2dx− q − 1

p

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx

=
q − 1

p
B(p, q − 1)− q − 1

p
B(p, q),

整理后得到

B(p, q) =
q − 1

p+ q − 1
B(p, q − 1), ∀ p > 0, q > 1. (16.4)

利用对称性得

B(p, q) =
p− 1

p+ q − 1
B(p− 1, q), ∀ p > 1, q > 0. (16.5)

(4) (其它表示) 作变量替换 x =
y

1 + y
或 1− x =

y

1 + y
可得

B(p, q) =

∫ ∞

0

yp−1

(1 + y)p+q
dy =

∫ ∞

0

yq−1

(1 + y)p+q
dy. (16.6)

如果令 x = sin2 θ 或 x = cos2 θ, 则又得到

B(p, q) = 2

∫ π
2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ = 2

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ. (16.7)

在上式中取 p = q = 1/2 可知 B(1/2, 1/2) = π.

§16.3.2 Gamma 函数的基本性质

将 Gamma 函数写为

Γ(s) =

∫ 1

0

xs−1e−xdx+

∫ ∞

1

xs−1e−xdx,

当 s > 0 时, 上式右边两个积分都收敛, 当 s ≤ 0 时第一个积分发散, 因此 Gamma

函数的定义域为 s > 0. 进一步有

(1) (连续性) 当 δ, η > 0, s ∈ [δ, η] 时,

0 ≤ xs−1e−x ≤ xδ−1e−x, ∀ x ∈ (0, 1],

上式右端的函数在 [0, 1] 上积分收敛. 同理, 由

0 ≤ xs−1e−x ≤ xη−1e−x, ∀ x ∈ [1,∞)

以及上式右端积分收敛知, Γ(s) 关于 s ∈ [δ, η] 一致收敛, 这说明 Γ(s) 在其定

义域中连续. 进一步可以说明 Γ(s) 在其定义域中无限次可导.
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(2) (递推公式) 当 s > 0 时, 利用分部积分可得

Γ(s+ 1) =

∫ ∞

0

xse−xdx =

∫ ∞

0

xsd(−e−x)

= −xse−x
∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞

0

xs−1e−xdx

= sΓ(s).

利用 Γ(1) = 1 和递推公式可知当 n 为正整数时 Γ(n) = (n − 1)!. 这说明

Gamma 函数是阶乘的推广.

(3) (其它表示) 作变量替换 x = αt (α > 0) 可得

Γ(s) = αs

∫ ∞

0

ts−1e−αtdt. (16.8)

(4) (对数凸性) 我们说明 ln Γ(s) 是 (0,∞) 中的凸函数. 因为 ln Γ(s) 为连续函

数, 只要证明不等式

ln Γ
(s1 + s2

2

)
≤ 1

2
ln Γ(s1) +

1

2
ln Γ(s2)

对任意 s1, s2 > 0 成立即可. 这等价于

Γ
(s1 + s2

2

)
≤
√
Γ(s1)

√
Γ(s2).

事实上, 根据定义并利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 有

Γ
(s1 + s2

2

)
=

∫ ∞

0

ts1/2+s2/2−1e−tdt

=

∫ ∞

0

[
t(s1−1)/2e−t/2

][
t(s2−1)/2e−t/2

]
dt

≤
(∫ ∞

0

ts1−1e−tdt
)1/2(∫ ∞

0

ts2−1e−tdt
)1/2

=
√
Γ(s1)

√
Γ(s2).

§16.3.3 进一步的性质

定理 16.3.1. Beta 函数与 Gamma 函数之间满足下面的等式:

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, ∀ p, q > 0. (16.9)

证明. 利用 (16.8) 式, 当 y ≥ 0 时, 有

1

(1 + y)p+q
=

1

Γ(p+ q)

∫ ∞

0

xp+q−1e−(1+y)xdx.
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再利用 (16.6) 式可得

B(p, q) =

∫ ∞

0

yp−1

(1 + y)p+q
dy =

1

Γ(p+ q)

∫ ∞

0

yp−1dy

∫ ∞

0

xp+q−1e−(1+y)xdx

=
1

Γ(p+ q)

∫ ∞

0

xq−1e−xdx

∫ ∞

0

(xy)p−1e−yxxdy

=
Γ(p)

Γ(p+ q)

∫ ∞

0

xq−1e−xdx =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,

取 p = q = 1/2 还可得到 Γ(1/2) =
√
B(1/2, 1/2) =

√
π. �

下面的结果也很出人意料, 它给出了 Gamma 函数的一种刻画.

定理 16.3.2 (Bohr-Mollerup). 设 f(s) 为 (0,∞) 中的正函数, 且满足条件

(i) f(1) = 1;

(ii) f(s+ 1) = sf(s), ∀ s > 0;

(iii) ln f(s) 为 (0,∞) 中的凸函数;

则 f(s) = Γ(s), ∀ s > 0.

证明. 我们已经知道 Gamma 函数满足定理中的三个条件, 因此只要证明满足

这三个条件的函数是惟一确定的就行了. 根据条件 (i) 和 (ii), 我们只需考虑 s ∈
(0, 1) 时 f(s) 的值即可. 根据条件 (iii), 对于任意正整数 n > 1, 有

ln f(n)− ln f(n− 1)

n− (n− 1)
≤ ln f(n+ s)− ln f(n)

(n+ s)− n
≤ ln f(n+ 1)− ln f(n)

(n+ 1)− n
,

由条件 (i) 和 (ii) 可得 f(n) = (n− 1)!, 代入上式得

ln(n− 1)!− ln(n− 2)! ≤ ln f(n+ s)− ln(n− 1)!

s
≤ lnn!− ln(n− 1)!,

整理以后得

(n− 1)s(n− 1)! ≤ f(n+ s) ≤ ns(n− 1)!.

因为

f(n+ s) = (n− 1 + s) · · · (1 + s)sf(s),

代入前式得

(n− 1)s(n− 1)!

s(s+ 1) · · · (s+ n− 1)
≤ f(s) ≤ ns(n− 1)!

s(s+ 1) · · · (s+ n− 1)
,

或改写为 (上式左边 n− 1 换成 n)

n

n+ s
f(s) ≤ n!ns

s(s+ 1) · · · (s+ n)
≤ f(s)
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令 n→ ∞, 由数列极限的夹逼原理即得

lim
n→∞

n!ns

s(s+ 1) · · · (s+ n)
= f(s),

由条件 (ii) 不难看出上式对所有 s > 0 均成立. �
从上述定理可立即得到 Gamma 函数的极限表示:

定理 16.3.3 (Euler-Gauss). 对任意 s > 0, 有

Γ(s) = lim
n→∞

n!ns

s(s+ 1) · · · (s+ n)
. (16.10)

利用 Euler 常数, 还可将 Γ(s) 写为无穷乘积:

定理 16.3.4 (Weierstrass). 对任意 s > 0, 有

Γ(s) = e−γs 1

s

∞∏
n=1

es/n

1 + s/n
, (16.11)

其中 γ 为 Euler 常数, 即

γ = lim
n→∞

( n∑
k=1

1

k
− lnn

)
.

证明. 记

cn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn,

则数列 cn 的极限为 Euler 常数 γ. 我们有

ns = es lnn = es(1+
1
2+···+ 1

n−cn),

因此 (16.10) 可改写为

Γ(s) = lim
n→∞

e−scn

s

1es · 2es/2 · · ·nes/n

(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+ n)

= e−γs 1

s
lim

n→∞

es

(1 + s)
· · · es/n

1 + s/n

= e−γs 1

s

∞∏
n=1

es/n

1 + s/n
.

这就得到了 Gamma 函数的乘积表示. �
下面的公式称为 Gamma 函数的倍元公式.

定理 16.3.5 (Legendre). 对任意 s > 0, 有

Γ(2s) =
22s−1

√
π

Γ(s)Γ(s+ 1/2).
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证明. 令

f(s) =
2s−1

√
π
Γ(
s

2
)Γ(

s+ 1

2
),

我们来验证 f(s) 满足定理 16.3.2 的三个条件. 验证第一个条件:

f(1) =
1√
π
Γ(

1

2
)Γ(1) =

1√
π

√
π = 1.

又因为

f(s+ 1) =
2s√
π
Γ(
s+ 1

2
)Γ(

s+ 2

2
)

=
2s√
π
Γ(
s+ 1

2
)
s

2
Γ(
s

2
)

= s
2s−1

√
π
Γ(
s

2
)Γ(

s+ 1

2
) = sf(s),

这说明 f(s)满足第二个条件.第三个条件利用 Gamma函数的对数凸性即可.因此

有

Γ(s) =
2s−1

√
π
Γ(
s

2
)Γ(

s+ 1

2
),

将 s 换成 2s 就是欲证等式. �
下面的公式称为 Gamma 函数的余元公式.

定理 16.3.6 (Euler). 当 0 < s < 1 时, 有

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sinπs
.

证明. 利用 (16.10) 得

Γ(s)Γ(1− s) = lim
n→∞

nsn!

s(s+ 1) · · · (s+ n)

n1−sn!

(1− s)(2− s) · · · (n+ 1− s)

= lim
n→∞

1

s

n(n!)2

(1− s2)(22 − s2) · · · (n2 − s2)

1

(n+ 1− s)

=
1

s

∞∏
n=1

(1− s2

n2
)−1.

由 (??) 或 (??) 式中 sinπs 的如下乘积表示

sinπs = πs
∞∏

n=1

(1− s2

n2
)

即得 Γ(s)Γ(1− s) =
π

sinπs
. �

注. 在余元公式中取 s = 1/2 可重新得到 Γ(1/2) =
√
π.

例 16.3.1. 倍元公式的另一证明.
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考虑 Beta 函数 p = q = s 的值, 有

B(s, s) =

∫ 1

0

ts−1(1− t)s−1dt =

∫ 1

0

[1
4
− (

1

2
− t)2

]s−1
dt

= 2

∫ 1/2

0

[1
4
− (

1

2
− t)2

]s−1
dt.

作变量替换 t =
1

2
− 1

2

√
x, 则得

B(s, s) =
1

22s−1

∫ 1

0

x−1/2(1− x)s−1dx =
1

22s−1
B(1/2, s).

根据定理 16.3.1, 上式可改写为

Γ(s)Γ(s)

Γ(2s)
=

1

22s−1

Γ(1/2)Γ(s)

Γ(s+ 1/2)
,

代入 Γ(1/2) =
√
π 即得倍元公式. �

例 16.3.2. 计算积分 (a, b > 0):

I =

∫ π
2

0

sina−1 t cosb−1 tdt.

解. 作变量替换 x = sin2 t, 积分化为

I =
1

2

∫ 1

0

xa/2−1(1− x)b/2−1dx

=
1

2
B(a/2, b/2) =

1

2

Γ(a2 )Γ(
b
2 )

Γ(a+b
2 )

.

特别地, 当 b = 1 时, ∫ π
2

0

sina−1 tdt =

√
π

2

Γ(a2 )

Γ(a+1
2 )

.

如果 a, b 为正整数, 则这些积分的值可以利用 Gamma 函数的递推公式算出. �

例 16.3.3. 计算积分 (|α| < 1):

I =

∫ π
2

0

tanα t dt.

解. 在上例中取 a = α+ 1, b = 1− α, 则有

I =
1

2
Γ
(α+ 1

2

)
Γ
(1− α

2

)
,

利用余元公式得

I =
1

2

π

sin α+1
2 π

=
π

2 cos απ
2

.

特别地, 取 α = 1/2 可得

∫ π/2

0

√
tan t dt = π/

√
2. �
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§16.3.4 Stirling 公式

对于正整数的阶乘, 我们有如下 Stirling 公式 (见 §5.8 (??) 式):

n! =
√
2πn

(n
e

)n
eδn , δn =

θn
12n

, 0 < θn < 1.

作为阶乘的推广, Γ(s) 函数也有类似的渐近表示. 设 s > 0, 记

Γ(s) =

√
2π

s

(s
e

)s
eδ(s), (16.12)

其中

δ(s) = lnΓ(s) + s− (s− 1/2) ln s− ln
√
2π.

令 φ(s) = δ(s)− δ(s+ 1), 利用递推公式 Γ(s+ 1) = sΓ(s) 得

φ(s) =
(
s+

1

2

)
ln
(
1 +

1

s

)
− 1.

φ(s) 是 (0,∞) 中的凸函数:

φ′′(s) =
1

2s2(s+ 1)2
> 0.

利用对数函数的 Taylor 展开可得

ln
1 + t

1− t
= 2
[ t
1
+
t3

3
+
t5

5
+ · · ·

]
.

在上式中代入 t = (2s+ 1)−1 得

φ(s) =
1

3(2s+ 1)2
+

1

5(2s+ 1)4
+

1

7(2s+ 1)6
+ · · · ,

由此得到如下估计

0 < φ(s) <
1

3(2s+ 1)2

[
1 +

1

(2s+ 1)2
+

1

(2s+ 1)4
+ · · ·

]
=

1

12s(s+ 1)
.

记 µ(s) =
∞∑

n=0
φ(s+ n), 则上式表明 µ(s) 在 (0,∞) 中内闭一致收敛, 且

0 < µ(s) <
1

12

∞∑
n=0

[ 1

s+ n
− 1

s+ n+ 1

]
=

1

12s
.

下面我们要说明 δ(s) = µ(s).

为此, 记 f(s) =
√
2πss−1/2e−seµ(s). 我们验证 f(s)/f(1) 满足定理 16.3.2 的条

件. 首先有
f(s+ 1)

f(s)
=
(
1 +

1

s

)s+1/2

se−1e−φ(s) = s.
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因为 g(s) 为凸函数, 故 µ(s) 也是凸函数. 根据定义,

ln f(s) = ln
√
2π + (s− 1/2) ln s− s+ µ(s),

这是凸函数的和, 因此 ln f 是凸函数. 由定理 16.3.2 可得 f(s) = f(1)Γ(s). 代入倍

元公式并化简可得

f(1)eµ(2s) = eµ(s)+µ(s+1/2)−1/2
(
1 +

1

2s

)s
.

令 s→ ∞ 可得 f(1) = 1, 因此有

Γ(s) =
√
2πss−1/2e−seµ(s) =

√
2π

s

(s
e

)s
e

θ(s)
12s , (16.13)

其中 0 < θ(s) < 1. 这就是 Gamma 函数的 Stirling 公式.

进一步, 我们还可导出 δ(s) = µ(s) 的更精密的估计. 事实上, 利用 Gamma 函

数的无穷乘积表示不难得出 (本节习题 9)

d2

ds2
ln Γ(s) =

1

s2
+

∞∑
n=1

1

(s+ n)2
.

由前节习题 6 可得

1

(s+ n)2
=

4

π

∫ ∞

0

st2 dt

(s2 + t2)2(t2 + n2)
.

代入前式可得

d2

ds2
ln Γ(s) =

1

s2
+

4

π

∫ ∞

0

s

(s2 + t2)2

( ∞∑
n=1

t2

t2 + n2

)
dt.

利用 §9.3 例 9.3.11 中的讨论可将上式写为

d2

ds2
ln Γ(s) =

1

s2
+

2

π

∫ ∞

0

s

(s2 + t2)2

[ 2πt

e2πt − 1
− 1 + πt

]
dt

=
1

2s2
+

1

s
+

∫ ∞

0

4st

(s2 + t2)2
dt

e2πt − 1
.

关于 s 积分可得

d

ds
ln Γ(s) = C1 −

1

2s
+ ln s− 2

∫ ∞

0

t

s2 + t2
dt

e2πt − 1
.

这说明

δ′(s) = C1 − 2

∫ ∞

0

t

s2 + t2
dt

e2πt − 1
,

从而有

δ(s) = C0 + C1s+ 2

∫ ∞

0

arctan(t/s)

e2πt − 1
dt.
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由 δ(s) → 0 (s→ ∞) 可知 C0 = C1 = 0. 根据 Taylor 公式,

arctan
t

s
=

n∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1

( t
s

)2k−1
+

(−1)n

2n+ 1

1

s2n+1

∫ t

0

u2ns2

u2 + s2
du.

其中, 当 s, t > 0 时

0 <

∫ t

0

u2ns2

u2 + s2
du <

t2n+1

2n+ 1
.

另一方面,∫ ∞

0

t2k−1

e2πt − 1
dt =

∫ ∞

0

t2k−1
∞∑

m=1

e−2mπt dt =

∞∑
m=1

∫ ∞

0

t2k−1e−2mπt dt

=
∞∑

m=1

(2k − 1)!

(2mπ)2k
= (−1)k−1B2k

4k
,

其中我们用到了 (9.16) 式, B2k 为 Bernoulli 数. 总结以上讨论可得

δ(s) =

n∑
k=1

B2k

2k(2k − 1)

1

s2k−1
+

B2n+2

(2n+ 1)(2n+ 2)

θn(s)

s2n+1
, θn(s) ∈ (0, 1). (16.14)

例如, 取 n = 1 可得

δ(s) =
1

12s
− θ1(s)

360s3
, θ1(s) ∈ (0, 1).

习题 16.3

1. 证明 Beta 函数在定义域内无限次可导.

2. 证明下列递推关系:

pB(p, q + 1) = qB(p+ 1, q), B(p+ 1, q + 1) =
pq

(p+ q)(p+ q + 1)
B(p, q).

3. 证明下列等式, 其中 m,n 为正整数:

B(p, n) =
1 · 2 · 3 · · · (n− 1)

p · (p+ 1) · (p+ 2) · · · (p+ n− 1)
, B(m,n) =

(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
.

4. 证明 Gamma 函数在其定义域内无限次可导.

5. 证明等式

Γ(n+
1

2
) =

(2n− 1)!!

2n
√
π.

6. 计算下列积分:

(1)

∫ 1

0

√
x− x2dx, (2)

∫ π
2

0

sin4 t cos6 tdt, (3)

∫ ∞

0

e−xk

dx (k > 0).
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7. 计算下列积分:

(1)

∫ ∞

0

dx

1 + xp
(p > 1), (2)

∫ 1

0

tp−1(1− tm)q−1dt (p, q,m > 0).

8. 用余元公式证明

∫ 1

0

ln Γ(s)ds = ln
√
2π.

9. 证明等式 (s > 0)

d2

ds2
ln Γ(s) =

∞∑
n=0

1

(s+ n)2
.

10. 用 Gamma 函数的极限表示证明倍元公式.

11. 证明 lnB(p, q) 是变量 p 在 (0,∞) 内的凸函数, 并重新证明定理 16.3.1.

12. 证明 Gauss 乘积公式:

Γ(s)Γ
(
s+

1

n

)
Γ
(
s+

2

n

)
· · ·Γ

(
s+

n− 1

n

)
= (2π)(n−1)/2n1/2−nsΓ(ns), ∀ s > 0.

§16.4 Fourier 变换回顾

我们回顾一下, 假设 f(x) 在 (−∞,∞) 上绝对可积, 根据第十章第五节最后的

讨论, f 的 Fourier 积分定义为

f(x) ∼
∫ ∞

0

[a(λ) cosλx+ b(λ) sinλx]dλ,

其中

a(λ) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) cosλtdt, b(λ) =

1

π

∫ ∞

−∞
f(t) sinλtdt.

Fourier 积分也可以表示为

f(x) ∼ 1

π

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

−∞
f(t) cosλ(x− t)dt,

我们来讨论在什么条件下上式是等式.

定理 16.4.1. 设 f(x) 是 (−∞,∞) 中的分段可导函数, 如果 f(x) 绝对可积,

则
1

2
[f(x+) + f(x−)] =

1

π

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

−∞
f(t) cosλ(x− t)dt, (16.15)

其中 f(x+) 表示 f 在 x 处的右极限, f(x−) 表示 f 在 x 处的左极限.
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证明. 因为 f 绝对可积, 故积分

∫ ∞

−∞
f(t) cosλ(x− t)dt 关于 λ 一致收敛. 由定

理 16.2.2, 对任意 A > 0, 有

S(A, x) =
1

π

∫ A

0

dλ

∫ ∞

−∞
f(t) cosλ(x− t)dt =

1

π

∫ ∞

−∞
dt

∫ A

0

f(t) cosλ(x− t)dλ

=
1

π

∫ ∞

−∞
f(t)

sinA(x− t)

x− t
dt =

1

π

∫ ∞

0

[f(x+ t) + f(x− t)]
sinAt

t
dt

= S+(A, x) + S−(A, x) +
1

2
[f(x+) + f(x−)],

其中

S±(A, x) =
1

π

∫ ∞

0

[f(x± t)− f(x±)]
sinAt

t
dt.

我们要证明当 A → ∞ 时, S+(A, x), S−(A, x) → 0. 以前者为例. 在 [0, 1] 中,

[f(x+ t)− f(x+)]/t 是分段连续函数. 由 Riemann-Lebesgue 引理, 存在 A1 > 0, 当

A > A1 时 ∣∣∣ ∫ 1

0

[f(x+ t)− f(x+)]
sinAt

t
dt
∣∣∣ < ε.

在 [1,∞) 中, 对 f(x + t)/t 运用 Riemann-Lebesgue 引理可知, 存在 A2 > 0, 当

A > A2 时 ∣∣∣ ∫ ∞

1

f(x+ t)
sinAt

t
dt
∣∣∣ < ε.

又因为 ∫ ∞

1

sinAt

t
dt =

∫ ∞

A

sinu

u
du,

故存在 A3, 当 A > A3 时, ∣∣∣ ∫ ∞

1

f(x+)
sinAt

t
dt
∣∣∣ < ε.

总之, 当 A > A0 = max{A1, A2, A3} 时,

|S+(A, x)| ≤
3

π
ε < ε.

这说明 lim
A→∞

S+(A, x) = 0. �
如果 f 是满足上述条件的连续偶函数, 则积分公式可写为

f(x) =
2

π

∫ ∞

0

cosλxdλ

∫ ∞

0

f(t) cosλtdt, (Fourier 余弦公式).

类似地, 当 f 为奇函数时

f(x) =
2

π

∫ ∞

0

sinλxdλ

∫ ∞

0

f(t) sinλtdt, (Fourier 正弦公式).
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例 16.4.1. 设 β > 0, 计算函数 f(x) = e−βx 的 Fourier 余弦公式和正弦公式.

解. 用分部积分计算 Fourier 系数:∫ ∞

0

f(t) cosλtdt =

∫ ∞

0

e−βt cosλtdt =
β

β2 + λ2
,

由余弦公式得

e−βx =
2

π

∫ ∞

0

β

β2 + λ2
cosλxdλ (β > 0, x ≥ 0).

同理, ∫ ∞

0

f(t) sinλtdt =

∫ ∞

0

e−βt sinλtdt =
λ

β2 + λ2
,

由正弦公式得

e−βx =
2

π

∫ ∞

0

λ

β2 + λ2
sinλxdλ (β > 0, x > 0).

特别地, 我们得到如下积分公式 (α > 0)∫ ∞

0

cosαt

1 + t2
dt =

π

2
e−α,

∫ ∞

0

t

1 + t2
sinαtdt =

π

2
e−α.

例 16.4.2. 解积分方程 ∫ ∞

0

g(t) sinxt dt = f(x),

其中

f(x) =

π
2 sinx, x ∈ [0, π],

0, x ∈ (π,∞).

解. 将 f(x) 奇延拓为 (−∞,∞) 上的函数, 由正弦公式, 有

g(λ) =
2

π

∫ ∞

0

sinλxdx

∫ ∞

0

g(t) sinxtdt

=
2

π

∫ π

0

π

2
sinx sinλxdx =

sinπλ

1− λ2
.

一般地, 如果积分中出现的是 cosx 函数, 则可作偶延拓后再用 Fourier 积分.

� 以下内容可以作为选读材料.

定义 16.4.1 (Fourier 变换). 设 f 在 (−∞,∞) 上可积且绝对可积, 令

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt, ω ∈ R,

称 f̂ 为 f 的 Fourier 变换.
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Fourier 积分公式可以改写成复数形式: 由

∫ ∞

−∞
f(t) cosλ(x− t)dt 关于 λ 为偶

函数, 故 Fourier 积分可写为

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dλ

∫ ∞

−∞
f(t) cosλ(x− t)dt,

而

∫ ∞

−∞
f(t) sinλ(x− t)dt 关于 λ 为奇函数, 故 (至少在主值意义下)

∫ ∞

−∞
dλ

∫ ∞

−∞
f(t) sinλ(x− t)dt = 0.

因此有

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dλ

∫ ∞

−∞
f(t)eiλ(x−t)dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
eiλxdλ

∫ ∞

−∞
f(t)e−iλtdt

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(λ)eiλxdλ.

这个等式称为 Fourier变换的反演公式. 当然,上面的推导是形式上的推导,为了得

出反演公式成立的条件, 我们先看 Fourier 变换的几个基本性质. 以下用记号

f(x)
F−→ f̂(ω)

表示 f̂ 是 f 的 Fourier 变换.

• 设 h ∈ R, 则 f(x+ h)
F−→ f̂(ω)eiωh, f(x)e−ixh F−→ f̂(ω + h).

• 设 δ 6= 0, 则 f(δx)
F−→ δ−1f̂(δ−1ω). 以上两条通过简单的变量替换即可得出.

• f̂(ω) 是 ω 的连续函数, 且当 ω → ∞ 时, f̂(ω) → 0. f̂ 的连续性可以从积分关

于 ω 的一致收敛性得出, 第二个结论由 Riemann-Lebesgue 引理得出.

• 设 f 为连续的分段可导函数, f ′ 可积且绝对可积, 则 f ′(x)
F−→ iωf̂(ω). 先说

明 x → ∞ 时 f(x) → 0. 事实上, 任给 ε > 0, 由 f ′ 绝对可积知, 存在 A0 > 0,

当 B > A > A0 时

|f(B)− f(A)| =
∣∣∣ ∫ B

A

f ′(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ B

A

|f ′(x)|dx < ε,

这说明极限 lim
x→∞

f(x) 存在. 由 f 绝对可积知此极限必为零. x→ −∞ 的情形
完全类似. 这样, 根据分部积分公式就容易得出欲证结论.

• 如果 xf(x) 也是绝对可积的, 则 f̂ 可导, 且 −ixf(x) F−→ f̂ ′(ω). 这条性质的证

明留作习题.
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下面我们计算两个 Fourier 变换的例子.

例 16.4.3. 求区间 [−1, 1] 上特征函数 χ 的 Fourier 变换.

解. 根据定义, 有

χ̂(ω) =
1√
2π

∫ 1

−1

e−iωtdt =
2√
2π

∫ 1

0

cosωtdt =

√
2

π

sinω

ω
.

例 16.4.4. 求函数 f(x) = e−x2

的 Fourier 变换.

解. 利用例 16.2.7 的结果, 有

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−t2e−iωtdt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−t2 cosωtdt

=
1√
2
e−ω2/4.

一般地, 当 δ > 0 时, 根据 Fourier 变换的性质可知

e−
δ
2x

2 F−→ 1√
δ
e−

ω2

2δ .

如果记上式右端为 Kδ, 则不难验证∫ ∞

−∞
Kδ(x)dx =

√
2π, lim

δ→0+

∫
|x|≥η

Kδ(x)dx = 0, ∀ η > 0. (16.16)

设 f , g 均满足 Fourier 变换的条件, 则由于 f̂ , ĝ 为有界连续函数, 故 f(x)ĝ(x)

和 g(x)f̂(x) 仍可积 (绝对可积). 任取 A > 0, 有∫ A

−A

f(x)ĝ(x)dx =
1√
2π

∫ A

−A

f(x)dx

∫ ∞

−∞
g(t)e−ixtdt

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(t)dt

∫ A

−A

f(x)e−ixtdx.

利用一致收敛性, 在上式中令 A→ ∞ 得∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞

−∞
g(t)f̂(t)dt. (16.17)

上式称为 Fourier 变换的乘积公式.

例 16.4.5. 用乘积公式计算积分.

设 δ > 0, 取 f(x) = e−δ|x|, g(x) = χ[−1,1] 是 [−1, 1] 上的特征函数, 则由前面的

例子, 有

f̂(t) =

√
2

π

δ

δ2 + t2
, ĝ(t) =

√
2

π

sin t

t
.
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代入乘积公式得 ∫ ∞

0

e−δx sinx

x
dx =

∫ 1

0

δ

δ2 + t2
dt = arctan

1

δ
.

在上式中令 δ → 0+ 得 ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

读者可以将例 16.2.5 和本例对照起来看. �
乘积公式有许多别的应用. 首先, 我们利用它来推导 Fourier 反演公式. 为此,

我们假设 f 连续, f 和 f̂ 绝对可积. 在乘积公式中取 g = e−δx2/2, 得∫ ∞

−∞
f(x)Kδ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̂(t)e−

δ
2 t

2

dt.

在上式中令 δ → 0+, 利用 (16.16) 和已知条件不难得到 (对照定理 10.5.1 的证明)

√
2πf(0) =

∫ ∞

−∞
f̂(t)dt.

对于 f(x+ h) 来说, 上式成为

f(h) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(t)eihtdt. (16.18)

这也就是 Fourier 反演公式. 反演公式也可以写为

f(x) =
ˆ̂
f(−x), f(−x) = ˆ̂

f(x).

如果 f 满足反演公式的条件, 在乘积公式中令 g(x) = f̂(x), 此时 ĝ(x) = f(x), 代入

乘积公式得 ∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
|f̂(x)|2dx. (16.19)

上式称为 Plancherel 公式, 它对应着 Fourier 级数中的 Parseval 等式.

设 f 或 g 满足反演公式的条件, 则对任意 x ∈ R, f(x− t)g(t) 关于 t 可积 (绝

对可积), 定义

f ∗ g(x) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt, x ∈ R. (16.20)

函数 f ∗ g 称为 f 和 g 的卷积. 易见 f ∗ g = g ∗ f . 可以证明 (习题), f ∗ g 为有界连
续函数, 且对于任意 A > 0, 均有∫ A

−A

|f ∗ g(x)|dx ≤ 1√
2π

∫ A

−A

dx

∫ ∞

−∞
|f(x− t)g(t)|dt

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
|g(t)|dt

∫ A

−A

|f(x− t)|dx

≤ 1√
2π

∫ ∞

−∞
|g(t)|dt

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx.
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这说明 f ∗ g 绝对可积, 因此可以考虑它的 Fourier 变换. 事实上, 考虑定义在

(−∞,∞) × (−∞,∞) 上的函数 F (x, y) = f(x − y)g(y)e−iωx, 对 F (x, y) 利用定

理 16.2.4, 得 ∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
F (x, y)dy =

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
F (x, y)dx,

因此
√
2π

∫ ∞

−∞
f ∗ g(x)e−iωxdx =

∫ ∞

−∞
g(y)e−iωydy

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt,

这说明

f ∗ g(x) F−→ f̂(ω)ĝ(ω). (16.21)

这是卷积的 Fourier 变换公式.

在应用中, 我们常常用到速降函数, 它们对于 Fourier 变换来说是十分方便的

概念.

定义 16.4.2 (速降函数). 设 f(x) 为 (−∞,∞) 中的光滑函数. 如果对每一对

非负整数 k, l, xkf (l)(x) 均为有界函数, 则称 f(x) 为速降函数. 速降函数的全体记

为 S(R).

从定义容易看出, 两个速降函数的线性组合为速降函数; 两个速降函数相乘也

为速降函数. 不难证明, Fourier 变换将速降函数变为速降函数. 特别地, Fourier 反

演公式对速降函数成立.

最后我们介绍 Fourier 分析的若干应用.

(1) Weierstrass 函数回顾.

设 a ∈ (0, 1), b > 0. 记

W (x) =
∞∑

n=0

aneib
nx, x ∈ (−∞,∞). (16.22)

利用函数项级数的理论可知 W (x) 为有界连续函数, 且当 ab < 1 时 W (x) 连续可

导. 1886 年, Weierstrass 证明了当 ab > 1 + 3π/2 且 b 为奇整数时 W (x) 的实部无

处可导. 1916 年, Hardy 证明了只要 ab ≥ 1, W (x) 的实部和虚部就无处可导. 下面

我们采用 Johnsen 在 2010 发表的新证法来说明 W (x) 的无处可导性.

(反证法) 设 W (x) 在 x = x0 处可导. 定义

Z(x) =


W (x)−W (x0)

x−x0
, x 6= x0,

W ′(x0), x = x0.

则 Z(x) 也是有界连续函数, 且 W (x)−W (x0) = (x− x0)Z(x). 定义

φ(x) =

e
−1

(x−a)(b−x) , x ∈ (a, b),

0, x ∈ (−∞, a] ∪ [b,∞).
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则 φ(x) 为光滑函数, 其 Fourier 变换 φ̂(ω) 为速降函数. 特别地,

φ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
φ̂(ω)eiωxdω.

注意到 φ(0) = φ′(0) = 0, 由上式可得∫ ∞

−∞
φ̂(ω)dω = 0,

∫ ∞

−∞
ωφ̂(ω)dω = 0. (16.23)

当 ε > 0 时, 记

Wε =
1

ε

∫ ∞

−∞
W (x0 + εω)φ̂(ω)dω.

由 (16.23) 可得

Wε =
1

ε

∫ ∞

−∞
[W (x0 + εω)−W (x0)]φ̂(ω)dω

=

∫ ∞

−∞
Z(x0 + εω)ωφ̂(ω)dω.

这说明

lim
ε→0+

Wε =

∫ ∞

−∞
W ′(x0)ωφ̂(ω)dω = 0. (16.24)

另一方面, 根据 W (x) 的定义, 我们有

Wε =
1

ε

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
aneib

n(x0+εω)φ̂(ω)dω =
1

ε

∞∑
n=0

aneib
nx0

√
2πφ(bnε).

在上式中取 ε = b−k, 利用 a ∈ (0, 1), ab ≥ 1 容易看出只有 n = k 时 φ(bnε) 才不等

于零. 此时

Wε = (ab)keib
kx0

√
2πφ(1),

从而 |Wε| ≥
√
2πφ(1). 这与 (16.24) 式相矛盾.

(2) Poisson 求和公式.

设 f 为连续函数. 如果存在常数 ε, C > 0, 使得

|f(x)| ≤ C

(1 + |x|)1+ε
, ∀ x ∈ R,

则称 f 为缓降函数. 此时, 令

F (x) =

∞∑
n=−∞

f(x+ 2πn), x ∈ R.

因为上式右端在任意闭区间上一致收敛, 故 F 是周期为 2π 的周期函数, 称为 f 的
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周期化. 我们计算它的 Fourier 展开的系数如下:

cn =
1

2π

∫ π

−π

F (x)e−inxdx =
1

2π

∫ π

−π

∞∑
m=−∞

f(x+ 2πm)e−inxdx

=
1

2π

∞∑
m=−∞

∫ π

−π

f(x+ 2πm)e−inxdx =
1

2π

∞∑
m=−∞

∫ π(2m+1)

π(2m−1)

f(y)e−inydy

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−inydy =

1√
2π
f̂(n).

如果进一步假设 f̂ 也是缓降函数, 则函数项级数
1√
2π

∞∑
n=−∞

f̂(n)einx 一致收敛, 其

和为连续周期函数, 且 Fourier 系数与 F 相同. 根据 Fourier 展开的惟一性 (推论

10.3.3) 即得

∞∑
n=−∞

f(x+ 2πn) =
1√
2π

∞∑
n=−∞

f̂(n)einx, ∀ x ∈ R. (16.25)

这个等式称为 Poisson 求和公式.

例 16.4.6. Poisson 核.

设 δ > 0, 考虑函数 Pδ(x) = 1
π

δ
x2+δ2 , Pδ 称为上半平面的 Poisson 核. 由例

16.4.1 知 P̂δ(ω) =
1√
2π
e−δ|ω|. 于是 Pδ 满足 Poisson 求和公式的条件, 从而有

∞∑
n=−∞

2δ

(x+ 2πn)2 + δ2
=

∞∑
n=−∞

e−δ|n|einx. (16.26)

令 r = e−δ, 上式右端记为 Pr(x), 称为单位圆盘的 Poisson 核. 直接的计算表明

Pr(x) =
1− r2

1− 2r cosx+ r2
.

如果在 (16.26) 中代入上式, 两边除以 2δ, 再令 δ → 0+, 则当 x 6= 2kπ 时有

∞∑
n=−∞

1

(x+ 2πn)2
=

1

2(1− cosx)
,

将上式中的 x 改写为 2x 后就又得到了如下等式

∞∑
n=−∞

1

(x+ πn)2
=

1

sin2 x
, x 6= kπ.

例 16.4.7. Gauss 核.

设 t > 0, 考虑函数 Gt(x) =
1√
4πt

e−
x2

4t , 则 Ĝt(ω) =
1√
2π
e−ω2t. 由 Poisson 求和

公式得
∞∑

n=−∞

√
π

t
e−

(x+2πn)2

4t =
∞∑

n=−∞
e−n2teinx, (16.27)
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上式右端记为 Ht(x), 由左端可知它是正函数, 在下面的应用中我们将用到它.

当 t > 0 时定义

ϑ(t) =
∞∑

n=−∞
e−n2πt,

称为 Theta 函数. 在 (16.27) 中令 x = 0 可以得到下面非平凡的等式

1√
t
ϑ
(1
t

)
= ϑ(t), ∀ t ∈ (0,∞). (16.28)

从上式可以看出, 当 t → 0+ 时, ϑ(t) = 1√
t
+ o(t). 值得指出的是, Theta 函数和

Riemann-Zeta 函数之间有非常紧密的联系.

(3) Riemann-Zeta 函数回顾.

Riemann-Zeta 函数定义为

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
, s ∈ (1,∞).

在 (1,∞) 中, ζ(s) 为光滑函数. Riemann 发现 ζ(s) 可解析延拓到 C \ {1} 中, 并且

满足一个非平凡的函数方程. 下面我们来导出这个函数方程. 为此, 记

η(s) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
, s ∈ (0,∞).

当 s > 1 时, 成立

η(s) =
∞∑
k=0

1

(2k + 1)s
−

∞∑
k=1

1

(2k)s
=

∞∑
n=1

1

ns
− 2

∞∑
k=1

1

(2k)s

= (1− 21−s)ζ(s).

因为 η(s) 在 (0, 1) 中也有定义, 我们可用上式将 ζ(s) 的定义延拓到 (0, 1) 中. 在此

意义下, 我们有

定理 16.4.2 (Riemann). 当 s ∈ (0, 1) 时,

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) = π−(1−s)/2Γ
(
(1− s)/2

)
ζ(1− s). (16.29)

证明. 利用
1

ns
=

πs/2

Γ(s/2)

∫ ∞

0

ts/2−1e−n2πt dt 可得

η(s) =
πs/2

Γ(s/2)

∫ ∞

0

ts/2−1ψ(t) dt, 其中 ψ(t) =
∞∑

n=1

(−1)n−1e−n2πt.

记 ϕ(t) =
∞∑

n=1
e−n2πt, ϕ̃(t) = ϕ(t)− 1

2
√
t
, 则当 t→ ∞ 时, ϕ̃(t) = − 1

2
√
t
+ o(1/t), 且

ψ(t) = ϕ(t)− 2ϕ(4t) = ϕ̃(t)− 2ϕ̃(4t).
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于是有

η(s) =
πs/2

Γ(s/2)

∫ ∞

0

ts/2−1[ϕ̃(t)− 2ϕ̃(4t)] dt. (16.30)

根据 Theta 函数的定义, 显然有 ϑ(t) = 1 + 2ϕ(t). 因此, 当 t → 0+ 时, ϕ̃(t) =

−1/2 + o(t). 现在, (16.30) 式可以改写为

η(s) =
πs/2

Γ(s/2)

[ ∫ ∞

0

ts/2−1ϕ̃(t) dt− 2

∫ ∞

0

ts/2−1ϕ̃(4t) dt
]

= (1− 21−s)
πs/2

Γ(s/2)

∫ ∞

0

ts/2−1ϕ̃(t) dt.

利用 ζ(s), 上式可写为

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ ∞

0

ts/2−1ϕ̃(t) dt. (16.31)

利用 ϕ̃(t), (16.28) 式可写为
1√
t
ϕ̃
(1
t

)
= ϕ̃(t).

于是, 在 (16.31) 中将变量 t 变为 1/t 可得

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =

∫ ∞

0

t1−s/2ϕ̃
(1
t

)
t−2 dt =

∫ ∞

0

t(1−s)/2−1ϕ̃(t) dt

= π−(1−s)/2Γ
(
(1− s)/2

)
ζ(1− s).

这就得到了 (16.29) 式. �
Riemann 实际上发现 (16.29) 式在复平面中成立. 同时, 他还提出了以下猜测:

Riemann 假设. ζ(s) 的非平凡零点都落在 x = 1/2 这条平面直线上.

这个猜测与数论中的许多问题密切相关, 是数学中最著名的未解决问题之一.

(4) 圆周上的热传导问题.

设单位圆周 S1 上分布着某种物质, 在初始时刻 t = 0 时物质的温度为 f(x),

其中 x ∈ S1. 我们可以将 S1 上的函数视为 R 上周期为 2π 的周期函数. 所谓热传

导问题就是: 在时刻 t > 0时,物质的温度等于多少? 这也就是 Fourier当初所考虑

过的问题.

以 u(x, t) 记时刻 t > 0 时 x ∈ S1 处的温度. 温度的变化遵循着一定的物理规

律, 用数学方程可描述为
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, (16.32)

其中 u(x, t)关于变量 x周期为 2π,且 u(x, 0) = f(x). 我们用所谓的 “分离变量法”

来寻找方程的解. 即寻找形如

u(x, t) = X(x)T (t)
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的解. 将上式代入方程 (16.32) 得

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t).

如果存在常数 λ, 使得

X ′′(x) = λX(x), T ′(t) = λT (t),

则 u(x, t) = X(x)T (t) 是 (16.32) 的解. 因为 X(x) 是周期为 2π 的周期函数, 根据

第四章第五节的讨论可知, λ = −n2, n ∈ Z. 此时 X(x) 是 sinnx 和 cosnx 的线性

组合,或者说是 einx 和 e−inx 的线性组合,而 T (t)是 e−n2t 的常数倍. 总之, u(x, t)

可取为下面的形式解:

u(x, t) =

∞∑
n=−∞

cne
−n2teinx. (16.33)

由于 u(x, 0) = f(x), 因此在上式中应取 cn 为 f 的 Fourier 系数.

如果 f 为 Riemann 可积函数, 则 {cn} 有界. 当 t > 0 时, 易见 (16.33) 右端一

致收敛, 并且和函数 u(x, t) 关于 x, t 任意次可导, 由此可验证 u(x, t) 的确是方程

(16.32) 的解. 为了检验初始条件 u(x, 0) = f(x) 是否成立, 我们下面假设 f 是连续

函数. 注意, 因为连续函数的 Fourier 展开不必收敛 (Fourier 当初并未考虑到这个

问题), 因此我们不能在 (16.33) 中简单地取 t = 0. 我们将要说明的是

当 f 连续时, lim
t→0+

u(x, t) = f(x), ∀ x ∈ S1.

为此我们将 (16.33) 改写如下

u(x, t) =
∞∑

n=−∞

1

2π

[ ∫ π

−π

f(y)e−inydy
]
e−n2teinx

=
1

2π

∫ π

−π

∞∑
n=−∞

e−n2tein(x−y)f(y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

Ht(x− y)f(y)dy, (16.34)

其中 Ht 就是 (16.27) 中的函数, 现在我们称之为圆周的热核. 我们已经知道 Ht 是

正函数, 它还具有以下性质 (对照 (16.16)):

1

2π

∫ π

−π

Ht(x)dx = 1, lim
t→0+

∫
η<|x|≤π

Ht(x)dx = 0, η > 0. (16.35)
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先看第一条性质, 当 t > 0 时, 由 (16.27) 得

1

2π

∫ π

−π

Ht(x)dx =
∞∑

n=−∞

√
1

4πt

∫ π

−π

e−
(x+2πn)2

4t dx

=
∞∑

n=−∞

√
1

4πt

∫ π(2n+1)

π(2n−1)

e−
x2

4t dx

=

√
1

4πt

∫ ∞

−∞
e−

x2

4t dx = 1.

至于第二条性质, 先将 Ht 改写为

Ht(x) =

√
π

t
e−

x2

4t + Et(x),

其中 Et(x) 可如下估计 (0 < t < 1)

0 < Et(x) =
∑
|n|≥1

√
π

t
e−

(x+2πn)2

4t

<
∞∑

n=1

2

√
π

t
e−

2n2

t =
∞∑

n=1

2

√
π

t
e−

n2

t e−
n2

t

<
∞∑

n=1

2

√
π

t
e−n2

e−
1
t = Ct−1/2e−1/t.

再由 ∫
η<|x|≤π

√
π

t
e−

x2

4t =
√
4π

∫
η√
4t

<|y|≤ π√
4t

e−y2

dy → 0 (t→ 0+)

即知 (16.35) 中 Ht(x) 的第二条性质成立. 利用 (16.35), 由 f 的连续性可得

lim
t→0+

1

2π

∫ π

−π

Ht(x− y)f(y)dy = f(x), ∀ x ∈ S1.

由 (16.34) 知 u(x, t) 满足初始条件.

解的惟一性: 如果 u1, u2 均满足方程 (16.32) 以及具有相同初始条件, 令 u =

u1 − u2, 则 u 也满足 (16.32) 且 u(x, 0) = 0. 考虑

E(t) =
1

2

∫ π

−π

u2(x, t)dt,

则 (用到 u 的周期性)

E′(t) =

∫ π

−π

u(x, t)
∂u

∂t
dx =

∫ π

−π

u(x, t)
∂2u

∂x2
dx

= u
∂u

∂x

∣∣∣x=π

x=−π
−
∫ π

−π

∣∣∂u
∂x

∣∣2dx
= −

∫ π

−π

|∂u
∂x

|2dx ≤ 0.
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由 E(0) = 0 即知 E(t) ≤ 0, 从而 u(x, t) ≡ 0, 这说明满足相同初始条件的光滑解是

惟一的.

(5) 直线上的热传导问题.

现在我们考虑直线 R 上的热传导问题. 给定 R 上的函数 f(x), 问题是解热方

程
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ R, (16.36)

其中 u(x, 0) = f(x).

以下假设 f 连续, 且 f 在 R 上绝对可积. 像在圆周上所做过的那样, 当 ω ∈ R
时, e−ω2teiωx 均满足 (16.36). 此时, (16.33) 中关于 n 的求和现在应写为关于 ω 的

积分:

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ω2teiωxc(ω)dω, x ∈ R, t > 0.

由于要求 u(x, 0) = f(x), 对比 Fourier反演公式可知在上式中应取 c(ω) = f̂(ω). 由

于 f̂ 为有界连续函数, 故当 t > 0 时, 所构造的函数 u(x, t) 关于 x, t 是光滑的, 并

且的确满足方程 (16.36).

为了验证初始条件, 先将 u(x, t) 改写如下:

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ω2teiωxf̂(ω)dω =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−ω2teiωxdω

∫ ∞

−∞
f(y)e−iωydy

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(y)dy

∫ ∞

−∞
e−ω2teiω(x−y)dω

=

∫ ∞

−∞

1√
4πt

e−
(x−y)2

4t f(y)dy.

这种表达形式也可以这样得到: 对 (16.36)两边关于 x做形式上的 Fourier变换,得

∂

∂t
û(ω, t) = −ω2 · û(ω, t),

从而解出 û(ω, t) = c(ω)e−ω2t. 以 t = 0 代入知应取 c(ω) = f̂(ω). 由于

1√
2t
e−

x2

4t
F−→ e−ω2t,

根据 Fourier 变换的卷积性质再一次得到

u(x, t) =

∫ ∞

−∞

1√
4πt

e−
(x−y)2

4t f(y)dy, t > 0. (16.37)

利用上式不难验证 u(x, t) → f(x) (t → 0+). 此外, 如果 f2 在 R 上可积, 则利用

Plancherel 公式可得∫ ∞

−∞
|u(x, t)− f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
|û(ω, t)− f̂(ω)|2dω

=

∫ ∞

−∞
|f̂(ω)|2|e−ω2t − 1|2dω → 0 (t→ 0+).
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解的惟一性: 跟圆周的情形不同, 如果不对 u(x, t) 关于 x 的增长性附加进一

步的限制, 那么 (16.36) 的解不是惟一的, 例如 x
tGt(x) 就是初始条件为零的另一个

解. 如果 u, ∂u
∂x 关于 x 为缓降函数, 则可类似于圆周的情形证明这种解是惟一存在

的.

(6) 单位圆盘上的 Dirichlet 问题.

考虑平面单位圆盘 D 上热传导问题. 如果在边界 S1 上给定温度分布函数 f ,

则经过很长一段时间以后, 达到平衡状态的物质的温度分布函数 u(x, y) 在圆盘内

部满足方程

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (16.38)

其中 ∆ 是平面 Laplace 算子, 满足 ∆u = 0 的函数称为调和函数. 方程 (16.38) 连

同边值条件 u|S1 = f 称为 (圆盘上的) Dirichlet 问题.

我们仍用分离变量法来解 (16.38), 不过, 为了利用边值条件, 采用如下极坐标

x = r cos θ, y = r sin θ, (0 ≤ r < 1, 0 ≤ θ < 2π)

要方便一些. 此时方程 (16.38) 可以写成

∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0.

以 u(r, θ) = R(r)S(θ) 代入上式得

S′′(θ) + λS(θ) = 0, r2R′′(r) + rR′(r)− λR(r) = 0,

其中 λ为常数. 由于 S 是关于 θ的周期函数,周期为 2π,因此只能取 λ = n2, n ∈ Z.
此时

S(θ) = C1e
−inθ + C2e

inθ, C1, C2 ∈ R.

关于 R(r) 的方程, 当 n = 0 时

r(rR′)′ = 0,

此时 R(r) = C1 + C2 ln r. 当 n 6= 0 时, 令 g(r) = r−nR(r), 代入方程化简后得

rn+2g′′ + (2n+ 1)rn+1g′ = 0,

这说明

(r2n+1g′)′ = (2n+ 1)r2ng′ + r2n+1g′′ = 0,

于是

g(r) = C1r
−2n + C2, R(r) = rng(r) = C1r

−n + C2r
n.
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如果要求 u 在圆盘内部有界, 则我们必须舍弃象 ln r, r−1 这样的解. 因此, 我们寻

找的解应形如

u(r, θ) =
∞∑

n=−∞
cnr

|n|einθ. (16.39)

由于我们希望 u(1, θ) = f(θ),在上式中就应取 cn 为 f 的 Fourier系数. 以下假设 f

为连续函数, 则 {cn} 有界, 从而 (16.39) 式右端在圆盘内部是内闭一致收敛的, 和

函数 u(r, θ) 在圆盘内部是光滑函数, 且可逐项求导. 于是可验证 (16.39) 式给出了

方程 (16.38) 的一个解.

(16.39) 式也可以改写为

∞∑
n=−∞

cnr
|n|einθ =

∞∑
n=−∞

1

2π

∫ π

−π

f(t)e−intdt · r|n|einθ

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)
∞∑

n=−∞
r|n|ein(θ−t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)f(t)dt,

即

u(r, θ) =
1

2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)f(t)dt, (16.40)

其中 Pr 是 Poisson 核, 请读者验证它具有以下性质 (0 < η < π):

1

2π

∫ π

−π

Pr(θ)dθ = 1, lim
r→0+

∫
η<|θ|≤π

Pr(θ)dθ = 0.

利用这些性质和 (16.40) 可得

lim
r→1−

u(r, θ) = f(θ),

且极限关于 θ 是一致, 这说明我们找到的解满足边值条件.

解的惟一性: 如果 u1, u2 均为 Dirichlet 问题的解, 令 u = u1 − u2, 则 ∆u = 0.

当 u 连续到圆盘的边界, 且在边界上恒为零时, 我们证明 u 在圆盘内部也恒为零.

(反证法) 假设 p0 ∈ D, 且 u(p0) 6= 0. 不妨设 u(p0) < 0. 考虑函数

v = u− 1

2
u(p0)(1− r2),

则 v(p0) < 0, v|S1 = 0. 由于 v 在闭圆盘上连续, 因此它在圆盘的内部, 比如 q0 处

达到最小值. 此时

∆v(q0) ≥ 0.

另一方面,

∆v = ∆u− 1

2
u(p0)∆(1− r2) = 2u(p0) < 0,



210 第十六章 含参变量的积分

这就得出了矛盾. �
(7) 上半平面上的 Dirichlet 问题.

最后, 我们考虑上半平面 R2
+ = {(x, y) |x ∈ R, y > 0} 的 Dirichlet 边值问题:

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (x, y) ∈ R2

+, (16.41)

边值条件为 u(x, 0) = f(x), 其中 f 为 R 中的连续函数, 并要求 f 绝对可积.

我们来寻找 (16.41) 的解. 对 (16.41) 式关于变量 x 做形式上的 Fourier 变换,

得

−ω2û(ω, y) +
∂2û

∂y2
(ω, y) = 0.

舍弃指数增长的解后, û(ω, y) 可写为

û(ω, y) = c(ω)e−|ω|y.

考虑边值条件可知, 在上式中应取 c(ω) = f̂(ω). 由于√
2

π

y

x2 + y2
F−→ e−|ω|y,

利用 Fourier 变换的卷积性质得

u(x, y) =

∫ ∞

−∞

1

π

y

(x− t)2 + y2
f(t)dt. (16.42)

当 y > 0 时, 从上式不难验证 u(x, y) 关于 x, y 是光滑的, 且满足方程 (16.41), 它也

满足边值条件, 即

lim
y→0+

u(x, y) = f(x), ∀ x ∈ R.

如果 f 在无穷远处为零, 即 f(x) → 0, |x| → ∞, 则上面的极限关于 x 还是一致的,

并且此时 u(x, y) 在无穷远处也是零, 即

lim
|x|+y→∞

u(x, y) = 0.

解的惟一性: 我们证明, 在上半平面上连续到边界的调和函数如果在边界上

恒为零, 且在无穷远处趋于零, 则必恒为零. (反证法) 设 u(x0, y0) 6= 0, 不妨设

u(x0, y0) < 0. 因为 u 在无穷远处趋于零, 故存在充分大的 a > |x0| + |y0|, 使得 u

在矩形

Ω = {(x, y) ∈ R | − a ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a}

的边界上满足条件

u|∂Ω >
1

2
u(x0, y0).
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令

v(x, y) = u(x, y) +
1

2
u(x0, y0)e

x−a, (x, y) ∈ Ω.

则

v|∂Ω ≥ u|∂Ω +
1

2
u(x0, y0) > u(x0, y0) > v(x0, y0),

这说明 v 在 Ω 的内部某一点, 比如 q0 处达到最小值. 此时 ∆v(q0) ≥ 0. 另一方面,

在 Ω 内部, 有

∆v =
1

2
u(x0, y0)e

x−a < 0,

这就得出了矛盾.

如果不要求 u(x, y) 在无穷远处的有界性, 则方程 (16.41) 的解不惟一, 例如

u(x, y) = y 是上半平面中的调和函数, 在边界上恒为零, 但它当然不是零函数.

习题 16.4

1. 用 Fourier 积分表示下列函数:

(1) f(x) =

1, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.
(2) f(x) =

sgnx, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

(3) f(x) =

sinx, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.
(4) f(x) = e−α|x| cosβx, (α > 0).

2. 当 |x| ≤ 1 时定义 f(x) = 1 − |x|; 当 |x| > 1 时定义 f(x) = 0. 求 f 的 Fourier

变换.

3. 求下列函数的 Fourier 变换 (α > 0):

(1) f(x) = e−α|x| cosβx; (2) f(x) =
1

α2 + x2
.

4. 求下列积分方程的解:

(1)

∫ ∞

0

f(t) sinxtdt = e−x (x > 0); (2)

∫ ∞

0

f(t) cosxtdt =
1

1 + x2
.

5. 证明等式

2

π

∫ ∞

0

sin2 t

t2
cos 2xtdt =

1− x, 0 ≤ x ≤ 1,

0, x ≥ 1.

6. 设 λ > 0, 记

Φλ(t) =
1

πλ

sin2 λt

t2
, t ∈ R.

Φλ 称为 Fejér 核. 证明 (η > 0)∫ ∞

−∞
Φλ(t)dt = 1, lim

λ→∞

∫
|t|≥η

Φλ(t)dt = 0.
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7. 设 f 是 R 中绝对可积的连续函数, 记

S(λ, x) =
1√
2π

∫ λ

−λ

f̂(ω)eiωxdω, λ ≥ 0.

利用上题证明

lim
λ→∞

1

λ

∫ λ

0

S(µ, x)dµ = f(x).

8. 对于区间上的特征函数直接验证 Plancherel 等式的正确性.

9. 证明: 连续函数 f 和它的 Fourier变换 f̂ 不能同时具有紧支集,除非 f 恒为零.

10. 设 f, g 在任何闭区间中 Riemann可积.如果 f 有界, g 绝对可积,证明 f ∗ g 为
有界连续函数.

11. 设 f 在 R 中绝对可积. 如果 f2 广义可积, 证明 f 满足 Plancherel 等式.

12. 利用 Poisson 求和公式证明, 当 α 不是整数时, 成立∑
n∈Z

1

(n+ α)2
=

π2

(sinπα)2
.

13. 证明: 当 a ∈ (0, 1), ab ≥ 1 时, Weierstrass 函数 W (x) 的实部和虚部均为连续

函数但无处可导.


