
偏微分方程的数值方法

LlJ1_A*�G J1h>P.a P6 S�_hA�G
.A661_1LhA�G 1Zl�hAPLa

kyRN 年 3 月 8 日@Re 日

教师：张强 U[x?!MDmX2/mX+MV
办公室：南京大学鼓楼校区乙楼 kRy

目 录

第一章 有限差分方法的基本概念 R
RXR 差商离散 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R

RXRXR 待定系数法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R
RXRXk 函数逼近理论 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X k
RXRXj 符号演算方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X j

RXk 基本设计思想 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 8
RXj 线性差分格式的基本理论 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X N

RXjXR 预备知识 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X N
RXjXk 相容性 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X RR
RXjXj 稳定性 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rj
RXjX9 收敛性 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R3
RXjX8 G�t@_B+?iKv2` 等价定理 X X X X X X X X X X X X X X X X X X RN

第二章 热传导方程 ky
kXR *`�MF@LB+QHbQM 格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X ky
kXk .m 6Q`i@6`�MF2H 格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X kj
kXj 跳点格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X kd
kX9 数值格式的健壮性 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X k3
kX8 线性扩散方程 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X jj

kX8XR 冻结系数方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X jj
kX8Xk 积分插值方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X j8
kX8Xj 稳定性分析方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X jd
kX8X9 具有间断系数的线性扩散方程 X X X X X X X X X X X X X X X 9y

kXe 非线性扩散方程 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 9j
kXd 高维扩散方程 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 98

k



目 录 j

第三章 线性双曲型方程 89
jXR 迎风格式和 G�t@q2M/`Qz 格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X 89

jXRXR 迎风格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 89
jXRXk G�t@q2M/`Qz 格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 88

jXk 稳定性分析方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 8d
jXkXR 数值黏性方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 8d
jXkXk *6G 方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 83
jXkXj 单调格式与数值震荡 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 8N
jXkX9 数值色散分析 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X eR

jXj 双曲型方程组 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X ej
jX9 高维对流方程 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X ee

第四章 非线性双曲守恒律 dy
9XR 弱解和熵解 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X dy
9Xk 守恒型差分格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X d9
9Xj 有限体积方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X dd

9XjXR 基本框架 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X dd
9XjXk 线性问题的有限体积格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X dN
9XjXj 非线性问题的有限体积格式 X X X X X X X X X X X X X X X X 3R

9X9 :Q/mMQp 方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 3k
9X9XR 1� 过程 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 3k
9X9Xk _1� 过程 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 3e

9X8 稳定性和收敛性 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 3d
9X8XR 单调保持格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 33
9X8Xk 单调格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 3N
9X8Xj ho. 格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X NR

9Xe ho. 修正技术 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Nj
9XeXR 数值通量修正技术 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Nj
9XeXk 数值斜率修正技术 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X N8

9 目 录

第五章 边界条件的数值离散方法 N3
8XR 一维扩散方程的含导数边界条件 X X X X X X X X X X X X X X X X X X N3

8XRXR 单侧离散方式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X N3
8XRXk 双侧离散方式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Ryy

8Xk 二维扩撒方程的边界条件离散 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Ryk
8XkXR 本质边界条件 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Ry9
8XkXk 自然边界条件的处理 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rye

8Xj 对流方程的人工边界条件 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X RRy

第六章 椭圆型方程 RRj
eXR 五点差分格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X RRj

eXRXR 规则内点的五点差分方程 X X X X X X X X X X X X X X X X X RR9
eXRXk 非规则内点的五点差分方程 X X X X X X X X X X X X X X X X RR8
eXRXj 离散方程组 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X RR8
eXRX9 线性方程组的数值解法 ‡ X X X X X X X X X X X X X X X X X X RRd

eXk 最大模估计 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rkj
eXkXR 强最大值原理 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rkj
eXkXk 简单估计 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rk8
eXkXj 精细估计 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rke

eXj 提高数值精度的方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rk3
eXjXR _B+?�`/bQM 外推技术 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rk3
eXjXk 九点格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rjy
eXjXj E`2Bbb 差分格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X RjR

eX9 有限元方法 ‡ X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rjk
eX9XR 变分方法的基本理论 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rjj
eX9Xk 古典变分法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rje
eX9Xj 标准有限元方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X Rj3



目 录 8

第七章 对流扩散方程的数值方法 R9j
dXR 数值困难 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R9j
dXk 常用的解决方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R9e

dXkXR 数值黏性修正方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R9e
dXkXk 隐式格式 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R9N
dXkXj 算子分裂方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R9N
dXkX9 特征差分方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R8y
dXkX8 有限元方法 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R8R

第八章 间断有限元方法 R8k

参考资料 R8k

附录 R89
�X 修正方程方法 ‡ X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R89
"X 能量方法 ‡ X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X R8d

e 目 录



第 R 章
有限差分方法的基本概念

用有限差商直接离散导数的数值方法，称为有限差分方法。数值实现较为方

便，应用极其广泛。

RXR 差商离散

L2riQM 差商技术是主流方法。同时，以下三种技术也是广泛使用的。

RXRXR 待定系数法

假设 p(x) 足够光滑，相应的 m 阶导数记为 Dmp(x)，其中 D 是微分算

子。为简单起见，设离散模版 {xj+s}s=−l:r 是等距的，即

xj+s = xj + s∆x, s = −l : r,

其中 l 和 r 是非负整数。设 x⋆ = xj + θ∆x 为离散焦点，其中 θ ∈ [0, 1)。利

用待定系数法，可以确定 Dmp(x⋆) 的差商公式

Dmp(x⋆) =
r∑

s=−l
αsp(xj+s) +O((∆x)σ), URXRV

其中 αs 是差商系数，σ > 0 是相容阶。

以离散焦点 x⋆ 为中心，写出每个函数值的 h�vHQ` 级数。由 URXRV可得

Dmp(x⋆) =
∞∑

k=0

βk(∆x)kDkp(x⋆) +O((∆x)σ), URXk�V

其中

βk =
r∑

s=−l
αs

(s− θ)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . . URXk#V

R
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比较等式 URXk�V 两端的各阶导数，由系数相等，可知

β0 = β1 = · · · = βm−1 = 0, βm = 1/(∆x)m. URXjV

若能从线性方程组 URXjV 解出 {αs}rs=−l，即可建立差商公式 URXRV。继续用

URXk#V 计算后续的 βk，可知相容阶是

σ = KBM{k : k > m,βk ̸= 0}−m. URX9V

请注意，URXjV 可能多解或者无解。若其无解，则说明离散模版的宽度不足，需

增加 l 或者 r。

! 论题 RXRX 设三个网格点 xj−1, xj 和 xj+1 是等距分布的，相应的间

距是 ∆x。建立二阶导数 pxx(xj) 的差商离散，使相容阶尽可能的高。

答：显然，θ = 0 和 l = r = 1。简单计算，可知

β0 = α−1 + α0 + α1, β1 = −α−1 + α1, β2 = (α−1 + α1)/2,

β3 = (−α−1 + α1)/6, β4 = (α−1 + α1)/24, · · ·

令 m = 2，由 URXjV 可知答案就是二阶中心差商，即

pxx(xj) ≈
δ2x[p]j
(∆x)2

. URX8V

由 β3 = 0 和 β4 ̸= 0 可知，它具有 O((∆x)2) 的逼近程度。 !

RXRXk 函数逼近理论

在局部区域（通常是离散模版的覆盖区域）上，构造相应的近似函数

p∆x(x)，例如 G�;`�M;2 多项式、>2`KBi2 多项式、样条多项式、最佳逼近

多项式、或者三角多项式等等。经典的函数逼近理论表明，p(x) 和 p∆x(x) 的

两个导函数也具有近似关系。因此，只要准确计算出近似函数 p∆x(x) 在离散

焦点的导数，即可建立相应的差商离散。



RXR 差商离散 j

! 论题 RXkX 在等距分布的三个网格点 xj−1, xj , xj+1 上，利用局部的抛

物线插值过程，给出 pxx(xj) 的有限差商离散。

答：p(x) 在三个网格点上插值而成的抛物函数是

p∆x(x) = p(xj) + p[xj , xj+1](x− xj)

+
1

2
p[xj−1, xj , xj+1](x− xj)(x− xj−1),

其中 p[xj , xj+1] 和 p[xj−1, xj , xj+1] 分别是一阶和二阶 L2riQM 差商。基于函

数插值理论，有

pxx(xj) ≈ p′′∆x(xj) = p[xj−1, xj , xj+1] =
δ2x[p]j
(∆x)2

. URXeV

显然，右端就是二阶中心差商离散，具有二阶相容性。 !

利用函数插值理论，还有

pxx(xj+1) ≈ p′′∆x(xj+1) = p[xj−1, xj , xj+1]

它给出 pxx(xj+1) 的二阶偏心差商。简单计算可知，它仅仅具有一阶相容性。

请读者自行验证。

RXRXj 符号演算方法

设 h 是给定的移位距离。定义移位算子半群 {Es}s∈ℜ，其中

Esp(x) = p(x+ sh), ∀p(x). URXdV

特别地，E = E1 是（正向）移位算子，E0 = 是恒等算子，E−1 是反向移位

算子。注意到

Ea+b = Ea · Eb, ∀a, b ∈ ℜ, URX3V

可知 E−1 是 E 的逆。

在差分方法中，移位算子扮演着重要的作用。首先，所有的差分离散算子

均可以用移位算子表示，例如
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RX 一阶向前差分算子：∆+ ≡ ∆ = E− ；

kX 一阶向后差分算子：∆− = − E−1c

jX 一步中心差分算子：∆0 = E− E−1c

9X 半步中心差分算子：δ = E1/2 − E−1/2c

8X 二阶中心差分算子：δ2 = E− 2 + E−1X

若要强调相应的操作变量，通常将其标注在算子符号的右下角。其次，利用符

号演算技巧，差商离散的设计及其相容阶的推演，均可以得到相应的简化。换

言之，直接将算子符号视为普通变量，将所有的算子运算转化为相应的函数

运算。具体内容可参见 >BH/2#`�M/ URN8eV 的工作。

例 RX
利用符号演算技巧，移位算子的 h�vHQ` 级数是

E =
∞∑

k=0

1

k!
(hD)k = ehD, URXNV

其中 D 是微分算子。注意到 E = +∆，有

D =
1

h
HME =

1

h
HM( +∆). URXRyV

显然 ∆m = O(hm)，其中 m 是任意的正整数。利用函数 HM(1 + z) 的 h�vHQ`
展开公式，可得

D =
1

h
∆+O(h), URXRR�V

D =
1

h
(∆− 1

2
∆2) +O(h2). URXRR#V

借用函数 HM(1 + z) 的有理逼近技术R，有

D =
1

h

∆

+∆/2
+O(h2), URXRkV

R有理逼近也称为 S�/2 逼近，即 f(x) ≈ Qm(x)/Qn(x)，其中 Qm(x) 和 Qn(x) 分别是 m

次多项式和 n 次多项式。
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其中除法运算应当理解为左逆运算。 !

例 kX
注意到 δ = ehD/2 − e−hD/2，有

D =
2

h
bBM?−1

(1
2
δ
)
. URXRjV

显然 δm = O(hm)，其中 m 是任意的正整数。利用函数 bBM?−1(z/2) 的 h�vHQ`
展开公式，可得

D =
1

h

[
δ − 1

24
δ3 +

3

640
δ5
]
+O(h6), URXR9�V

D2 =
1

h2

[
δ2 − 1

12
δ4 +

1

90
δ6
]
+O(h6). URXR9#V

利用函数 bBM?−1(z/2) 的有理逼近技术，有

D =
1

2h

∆0

+ δ2/6
+O(h4), D2 =

1

h2

δ2

+ δ2/12
+O(h4), URXR8V

其中除法运算也应当理解为左逆运算。 !

" 注释 RXRX 记 B =
√
−1。指数函数 eBkx 可以用于快速检验差商离散的

相容阶，其中 k 是任意的实数。例如，简单计算可知

∆eBkx = eBkx[Bkh+O(k2h2)] = hDeBkx +O(k2h2),

δ2eBkx = eBkx[−(kh)2 +O(k4h4)] = h2D2eBkx +O(k4h4).

因此说，向前差商 ∆/h 是一阶导数 D 的一阶相容，中心差商 δ2/h2 是二阶

导数 D2 的二阶相容。

RXk 基本设计思想

格式构造通常包括计算区域的离散、微分方程的离散和定解条件的离散。

在三个设计步骤中，微分方程的离散最为关键。

e 第一章 有限差分方法的基本概念

设 T > 0 是给定的终止时刻，考虑一维热传导方程的周期边值问题：

ut = auxx + f(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ], URXRe�V

相应的初值是

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1]. URXRe#V

其中扩散系数 a > 0 是给定常数，f(x, t) 和 u0(x) 是已知函数。

数值操作均基于某种结构的离散网格。对于模型问题 U>.V 而言，等距时

空网格k

T∆x,∆t =
{
(xj , t

n) : xj = j∆x, tn = n∆t
}n=0:N

j=0:J
URXRdV

是最常用的，其中 ∆x = 1/J 称为空间步长，∆t = T/N 称为时间步长，N

和 J 是给定的正整数。它由分别平行于空间轴和时间轴的两个直线（段）族

交叉而成，具有笛卡尔乘积型结构。平行于坐标轴的直线（段）称为网格线，

网格线的交点称为网格点。

将真解 u(x, t) 限制在离散网格 T∆x,∆t 上，相应的离散数据集合

{
[u]nj = u(xj , t

n)
}n=0:N

j=0:J
URXR3V

是差分方法的数值逼近目标。换言之，在网格点 (xj , tn) 上，建立 [u]nj 的近似

值 un
j 。通常，称其为数值解。

为实现上述目标，我们需要离散偏微分方程和初边值条件。设真解 [u] 足

够光滑。利用 L2riQM 差商理论或者 h�vHQ` 展开公式，可得j

[ut]
n
j =

[u]n+1
j − [u]nj
∆t

+O(∆t), URXRN�V

[uxx]
n
j =

[u]nj+1 − 2[u]nj + [u]nj−1
(∆x)2

+O((∆x)2). URXRN#V

k设 A ≤ B 是两个整数，符号 A : B 表示从 A 到 B 的所有整数。
j符号 O(η) 的含义是指：存在某个 η0，使得当 0 < η < η0 时有 |O(η)| ≤ Cη，其中界定常

数 C > 0 同 η 无关。
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换言之，时间导数离散为一阶向前差商，空间导数离散为二阶中心差商。由于

热传导方程 URXRe�V 在网格点 (xj , tn) 上精确成立，有

[u]n+1
j − [u]nj
∆t

− a
[u]nj+1 − 2[u]nj + [u]nj−1

(∆x)2
= fn

j +O((∆x)2 +∆t),

其中 fn
j = f(xj , tn) 是已知信息，j = 1 : J − 1 和 n = 0 : N − 1。略去无穷小

量，用数值解替换真解，可得 URXRe�V 的差分方程

un+1
j − un

j

∆t
− a

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

(∆x)2
= fn

j . URXky�V

通常，将差分方程 URXky�V 等价变形为

∆tu
n
j = µaδ2xu

n
j +∆tfn

j , URXky#V

其中 ∆tun
j = un+1

j − un
j 是时间方向的一阶向前差分，µ = ∆t/(∆x)2 是网比，

δ2xu
n
j = un

j−1 − 2un
j + un

j+1 是空间方向的二阶中心差分。

类似地，时间导数离散为一阶向后差商，空间导数依旧离散为二阶中心

差商，可得差分方程

un+1
j − un

j

∆t
− a

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= fn+1

j , URXkR�V

或者等价的

∆tu
n
j = µaδ2xu

n+1
j +∆tfn+1

j . URXkR#V

图 RXR, 离散模版。左：全显离散URXkyV；右：全隐离散URXkRV

✉ ✉ ✉
✉ ✉ ✉ ✉

✉
在差分方程中出现的网格点集，称为相应的离散模版。参见图 RXR，差分

方程 URXkyV 和 URXkRV 的离散模版具有不同的结构。前者称为显式离散的，因

3 第一章 有限差分方法的基本概念

为离散模版的顶端只含一个网格点值；后者称为隐式离散的，因为离散模版

的顶端同时含有三个网格点值，要多个差分方程耦合起来才能解出。

对于模型问题 U>.V 而言，定解条件的离散是非常简单的，只需在网格点

直接赋值即可。

将所有出现的差分方程汇总起来，即可建立模型问题 U>.V 的两个古典

格式。基于等距时空网格 URXRdV，全显格式是

∆tu
n
j = µaδ2xu

n
j +∆tfn

j , j = 1 : J − 1, n = 0 : N − 1, URXkkV

全隐格式 （或者 G�bQM2M 格式）是

∆tu
n
j = µaδ2xu

n+1
j +∆tfn+1

j , j = 1 : J − 1, n = 0 : N − 1, URXkjV

相应的数值初值均是

u0
j = u0(xj), j = 0 : J. URXk9V

它们的主要差异是热传导方程的离散方式，全显格式基于显式离散的差分方

程 URXkyV，而全隐格式基于隐式离散的差分方程 URXkRV。

" 注释 RXkX 由于微分方程的离散是差分格式的核心，相应的差分方程

常常被称为差分格式。例如，显式离散的差分方程 URXkyV 也称为全显格式。

! 论题 RXjX 可行性和效率分析。

答：全显格式可以直接计算，而全隐格式涉及到线性方程组的数值求解。

若采用三对角矩阵的追赶法进行求解，全隐格式的单步计算量约为全显格式

的 k 倍。但是，全隐格式可以采用大的时间步长，整体的计算效率更高。 !



RXj 线性差分格式的基本理论 N

RXj 线性差分格式的基本理论

RXjXR 预备知识

通常，时空网格是空间网格 T∆x = {xj}∀j 和时间网格 T∆t = {tn}∀n 的

笛卡尔乘积，即

T∆x,∆t = T∆x ⊗ T∆t = {(xj , t
n)}∀n∀j , URXk8V

其中 ∆x 称为空间步长，∆t 称为时间步长，符号 ∀ j 和 ∀n 模糊指定了网格

点的编号范围。为简单起见，默认时空网格 T∆x,∆t 是等距的，相应的空间网

格点和时间网格点分别定义为

xj = x0 + j∆x, tn = t0 + n∆t,

其中 (x0, t0) 是参考网格点。

位于时空网格 T∆x,∆t 或相应子集上的离散函数9，通常称为网格函数。基

于逐层推进的策略，空间网格函数

un = {un
j }∀j , ∀n, URXkeV

是备受关注的研究对象。除简单直观的逐点描述之外，空间网格函数还可以

借用离散范数进行整体度量。本讲义主要使用两种离散范数，即

∥un∥∞ ≡ ∥un∥∞,∆x = K�t
∀ j

|un
j |, URXkd�V

∥un∥2 ≡ ∥un∥2,∆x =
[∑

∀ j
|un

j |2∆x
] 1

2
. URXkd#V

前者称为（离散）最大模，后者称为（离散）G2 模。要注意：离散范数的定

义同空间网格密切相关。

9离散和连续是相对的两个概念。离散（型）函数是指定义域集合的元素是有限的，或是可数

的；连续（型）函数是指定义域集合的元素同实数域等势。

Ry 第一章 有限差分方法的基本概念

差分格式的描述方式有两种。其一是直观的局部描述，也就是位于不同

网格点的差分方程。例如，差分方程 URXky�V 是全显格式在内部网格点的局部

描述，差分方程 URXkR�V 是全隐格式在内部网格点的局部描述；它们的离散对

象非常清晰，都是热传导方程 URXRe�V。

" 注释 RXjX 对于初边值条件，差分方程也具有相应的局部描述；略。

其二是繁琐的整体描述，即逼近模型问题的完整离散系统。换言之，经过

适当的等价变形（例如数乘、消元或局部的可逆变换等），相关网格点的差分

方程可以汇总为

B1u
n+1 = B0u

n +∆tGn, ∀n, URXk3V

其中 ∆t 是时间步长，un ≡ {un
j }∀j 是 tn 时刻的未知网格函数，Gn 是已知网

格函数，B1 和 B0 是网格函数空间到自身的线性算子8。

为简单起见，不妨将 URXk3V 作为双层格式的一个抽象定义。基于可行性

要求，默认 B1 是可逆的，定义相应的规范形式

un+1 = Bun +∆tHn, ∀n, URXkNV

其中 B = B−11 B0 和 Hn = B−11 Gn。若差分格式具有相同的规范形式，则它们

是相同的。

通常，某某格式是指依赖网格参数的一族差分格式。在网格加密的过程

中，它呈现出来的数值现象是重要的研究内容。事实上，网格参数 ∆x 和 ∆t

可以独自趋于零，但是理论分析将略显繁琐和困难。通常，假定两个网格参数

沿着加密路径

∆x = G(∆t) URXjyV

趋于零，其中 G(·) 是满足 G(0) = 0 的连续函数。若某个数值现象或数值概念

（例如即将介绍的相容性、稳定性和收敛性）同加密路径无关，则称其是无条

件的；否则，称其是有条件的。

8事实上，B0 和 B1 还可以同时间层数和网格函数有关。若同网格函数有关，则差分格式是非

线性的。
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RXjXk 相容性

相容性概念描述了差分格式同离散对象的逼近程度，有两种定义方式，其

一是逐点相容性，其二是整体相容性。前者基于局部描述，简单直观，应用广

泛。后者基于整体描述，理论严谨，但是略显繁琐。事实上，两种相容性概念

具有密切的联系，均通过局部截断误差来展现。

! 定义 RXRX 若差分方程在网格点 (xj , tn) 处具有局部描述

L∆x,∆tu
n
j = gnj , URXjRV

则相应的局部截断误差是

τnj = L∆x,∆t[u]
n
j − gnj , URXjkV

其中 [u] 是满足偏微分方程

L[u] = g URXjjV

的充分光滑函数。当 ∆x 和 ∆t 趋于零e时，若

τnj → 0,

则称差分方程 URXjRV 逐点相容于偏微分方程 URXjjV。若存在不可改善的两个

正数 m1 和 m2，使得

τnj = O((∆x)m1 + (∆t)m2),

则称差分方程 URXjRV 的局部截断误差阶是 (m1,m2)。

换言之，局部截断误差就是数值离散过程中我们所丢弃的那些无穷小量。

要强调指出，在逐点相容性概念中，差分方程要同其离散对象具有清楚的逐

项对应关系。一个相对简便的原则是，只要差分方程同离散对象具有相同的

物理量纲d，相应的局部截断误差阶就是正确的。

e∆x 和 ∆t 趋于零的默认含义是指，它们沿着某条加密路径趋于零。
d物理量纲是指米、秒和千克等物理单位。

Rk 第一章 有限差分方法的基本概念

! 论题 RX9X 计算全显格式 URXky�V 的局部截断误差阶。

答：由于差分方程 URXky�V 同热传导方程 URXRe�V 具有清晰的逐项对应关

系，相应的局部截断误差为

τnj =
[u]n+1

j − [u]nj
∆t

− a
[u]nj+1 − 2[u]nj + [u]nj−1

(∆x)2
− fn

j , URXj9V

其中 [u] 满足热传导方程 URXRe�V。假设 [u] 足够光滑，使得下面的 h�vHQ` 展

开都是合法操作。以 (xj , tn) 为展开中心，有

[u]nj±1 = [u]nj ± [Dxu]
n
j∆x+

1

2
[D2

xu]
n
j (∆x)2

± 1

6
[D3

xu]
n
j (∆x)3 +

1

4!
[D4

xu]
n
j (∆x)4 + · · · ,

[u]n+1
j = [u]nj + [Dtu]

n
j∆t+

1

2
[D2

t u]
n
j (∆t)2 + · · · ,

其中 D 是微分算子符号，其下标指明操作变量的名称，上标表示求导运算的

阶数。将所有展开式代入到 URXj9V，整理可得

τnj =
[
Dt +

1

2
∆tD2

t + · · ·
]
[u]nj

− a
[ 2
2!
D2

x +
2

4!
(∆x)2D4

x + · · ·
]
[u]nj − fn

j .

注意到 [Dt − aD2
x][u]

n
j = fn

j ，可知 τnj 的零阶项部分等于零。换言之，

τnj =
1

2
D2

t [u]
n
j∆t− a

12
D4

x[u]
n
j (∆x)2 + · · · = O(∆x2 +∆t). URXj8V

一般而言，这个结果已经是最优的；由于它同加密路径无关，故而全显格式无

条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。 !

类似地，全隐格式 URXkR�V 也无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

" 注释 RX9X 局部截断误差阶同推导过程无关。换言之，在任意（一个

或多个）位置执行 h�vHQ` 展开，最终的理论结果都是一样的。留作练习。
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" 注释 RX8X 通常，在一个差分格式中，位于不同网格点的差分方程可

能具有明显的差异，比如离散对象不同，或者离散方式不同。逐点相容性概念

无法描述差分方程的交互影响，只有整体相容性概念才能刻画差分格式的整

体离散效果。整体相容性概念基于差分格式的规范形式，整体相容阶同度量

方式有关。略。

RXjXj 稳定性

稳定性概念同微分方程定解问题的真解无关，是差分格式的固有性质，刻

画数值解关于定解数据的连续依赖性。考虑线性差分格式 URXkNV 或者

un+1 = Bun +∆tHn, n = 0 : N − 1, URXjeV

其中 N = ⌊T/∆t⌋ 是不超过 T/∆t 的最大整数，T > 0 是给定的终止时刻。

基于线性叠加原理，差分格式 URXjeV 的稳定性可以分解为两个基本概念。

! 定义 RXkX 令 Hn ≡ 0，对应 URXjeV 的齐次线性差分格式是

un+1 = Bun, n = 0 : N − 1. URXjdV

给定离散范数 ∥ · ∥ = ∥ · ∥∆x。当 ∆x 和 ∆t 趋于零时，若 URXjdV 的数值解满足

∥un∥ ≤ K∥u0∥, ∀n = 0 : N, URXj3V

其中界定常数 K > 0 同 ∆x,∆t 和 u0 均无关3，则称差分格式 URXjeV 按 ∥ · ∥
模具有初值稳定性。

事实上，URXj3V 仅仅指明数值解关于初值的有界性。注意到差分格式的线

性结构，若 {un}n=0:N 和 {wn}n=0:N 均满足差分格式 URXjeV，则由初值稳定

性的定义 RXk 可知

∥un − wn∥ ≤ K∥u0 − w0∥, n = 0 : N. URXjNV
3若界定常数 K 同 T 有关，则称差分格式具有短时间的初值稳定性。若界定常数同 T 无关，

则称差分格式具有长时间的初值稳定性。

R9 第一章 有限差分方法的基本概念

换言之，初值扰动不会造成数值解的巨变，数值解连续依赖于初值。这才是初

值稳定性的根本含义。

! 定义 RXjX 设差分格式 URXjeV 的初值是零，即 u0 ≡ 0。给定离散范数

∥ · ∥ = ∥ · ∥∆x。若当 ∆t 和 ∆x 趋于零时，数值解满足

∥un∥ ≤ M
n−1∑

m=0

∥Hm∥∆t, ∀n = 1 : N, URX9yV

其中界定常数 M > 0 同 ∆x 和 ∆t 均无关，则称差分格式 URXjeV 具有右端项

稳定性。

" 注释 RXeX 平行于线性微分方程的 .m?�K2H 原理，线性差分格式也具

有类似的结论：齐次线性差分格式 URXjdV 的初值稳定性，蕴含非齐次线性差

分格式 URXjeV 的右端项稳定性。

最大模稳定性

! 论题 RX8X 当且仅当 µa ≤ 1/2 时，模型问题 U>SV 的全显格式具有最

大模初值稳定性。

答：作为连续问题的数值离散，差分格式的稳定性表现最好能够继承或

者接近定解问题的适定性表现。为简单起见，设 f ≡ 0，即连续问题和相应的

差分格式都是齐次的。由偏微分方程的经典理论可知，此时的模型问题 U>SV
满足最大模原理，即真解的最大模不增。因此，希望全显格式也满足离散最大

模原理，即数值解的离散最大模也是不增的。

当 µa ≤ 1/2 时，位于任意网格点的差分方程

un+1
j = µa(un

j−1 + un
j+1) + (1− 2µa)un

j , ∀j, URX9RV

都具有显式的凸组合系数结构，即右侧的差分系数都是非负的，且系数总和

不超过 1。此时，有

|un+1
j | ≤ K�t(|un

j−1|, |un
j |, un

j+1|), ∀j.
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因此，数值解满足 ∥un+1∥∞ ≤ ∥un∥∞，全显格式具有最大模初值稳定性。

事实上，µa ≤ 1/2 也是必要条件。否则，URX9RV 的等号右端出现负系数，

凸组合的系数结构不复存在，离散的最大模原理遭到破坏。下面给出一个反

例。设 2J∆x = 1，定义

u0
j = (−1)j , j = 0 : 2J.

利用数学归纳法，可知模型问题 U>SV 的全显格式具有数值解

un
j = (1− 4µa)n(−1)j . URX9kV

由于 |1− 4µa| > 1，数值解将趋于无穷，故而全显格式是不稳定的。证毕。!

! 论题 RXeX 模型问题 U>SV 的全隐格式无条件具有最大模初值稳定性。

答：设 f ≡ 0，即连续问题和差分格式都是齐次的。此时，对于任意的网

比 µ，全隐格式在所有网格点的差分方程

(1 + 2µa)un+1
j = un

j + µa(un+1
j−1 + un+1

j+1 )

都具有隐式的凸组合系数结构，即右端系数都是正的，且左端（离散焦点）的

系数不超过右端系数之和。因此，模型问题 U>SV 的全隐格式满足离散最大模

原理。

相对直白的论证过程如下：设最大模在某个网格点取到，不妨设 |un+1
j0

| =
∥un+1∥∞。利用 j0 点的差分方程，有

(1 + 2µa)|un+1
j0

| = |un
j0 + µa(un+1

j0−1 + un+1
j0+1)|

≤ ∥un∥∞ + 2µa∥un+1∥∞.

因此，数值解满足 ∥un+1∥∞ ≤ ∥un∥∞。换言之，全隐格式无条件具有最大模

初值稳定性。 !

对于模型问题 U>AV 和零边值的模型问题 U>.V，相应的古典格式具有完

全相同的最大模初值稳定性结论：当且仅当 µa ≤ 1/2 时，全显格式稳定；全

Re 第一章 有限差分方法的基本概念

隐格式是无条件稳定的。相关证明是简单的，除了全显格式的必要性条件。具

体而言，是

RX 对于模型问题 U>AV，必要条件的证明有两步。首先，证明

un
j =

∞∑

k=0

e−2
k
[
1− 4µa bBM2(2k−1π∆x)

]n
+Qb(2kπj∆x)

是全显格式的数值解。然后，令 ∆x = 2−m，证明：当 µa > 1/2 时，在

x0 = 0 点的数值解满足 HBKm→∞ um
0 = ∞，故而全显格式是不稳定的。

kX 对于零边值的模型问题 U>.V，必要条件可以利用直接矩阵方法给出。

事实上，上述三种模型问题的古典格式具有类似的 G2 模稳定性结论：当且仅

当 µa ≤ 1/2 时，全显格式稳定；全隐格式是无条件稳定的。对于模型问题

U>AV 和 U>SV，6Qm`B2` 方法堪称是最简便的论证方式；对于零边值的模型问

题 U>.V，直接矩阵方法是有效的论证方式。

G2 模稳定性

对于均匀网格，且位于任意网格点的差分方程都具有相同形式（纯初值问

题或者周期边值问题）的差分格式，6Qm`B2` 方法是 G2 模稳定性的分析利器。

增长因子的计算
任取波数 k ∈ ℜ，将模态解

un
j = λneBkj∆x, ∀j∀n URX9jV

代入到差分方程。利用简单的代数演算，即可导出增长因子 λ = λ(k)。

pQM L2mK�MM 条件的判定
利用 S�`b2p�H 恒等式，可知双层格式的

数值解满足

∥un∥2,∆x = ∥ûn∥L2(ℜ) ≤ bmT
k∈ℜ

|λ(k)|∥ûn−1∥L2(ℜ) ≤ · · ·

≤
[

bmT
k∈ℜ

|λ(k)|
]n

∥û0∥L2(ℜ) =
[

bmT
k∈ℜ

|λ(k)|
]n

∥u0∥2,∆x.
URX99V
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基于此，可以导出著名的 pQM L2mK�MM 条件：当 ∆t 适当小时，有

|λ(k)| ≤ 1 + C∆t, ∀k ∈ ℜ, URX98V

其中界定常数 C > 0 同 k 和 ∆t 均无关。反之亦然。

若增长因子没有显式出现时间步长 ∆t，则 pQM L2mK�MM 条件 URX98V 的

界定常数可取 C = 0，即

|λ(k)| ≤ 1, ∀k ∈ ℜ. URX9eV

以示区别，不妨称其为严格的 pQM L2mK�MM 条件。

! 论题 RXdX 考虑模型问题 U>SV 和 U>AV 的两个古典格式，其中 f ≡ 0。

利用 6Qm`B2` 方法，建立相应的 G2 模初值稳定性结论。

答：将模态解 un
j = λneBkj∆x 代入到全显格式，简单计算可得

λ(k) = 1 + µa(eBk∆x − 2 + e−Bk∆x)

= 1− 4µa bBM2
(1
2
k∆x

)
. URX9dV

增长因子没有显式出现 ∆t，相应的 pQM L2mK�MM 条件是

−1 ≤ 1− 4µa bBM2
(1
2
k∆x

)
≤ 1, ∀k.

它等价于时空约束条件 µa ≤ 1/2。由于增长因子是一个数，它也是全显格式

具有 G2 模稳定性的充要条件。

类似地，全隐格式的增长因子是

λ(k) =
[
1 + 4µa bBM2

(1
2
k∆x

)]−1
. URX93V

对于任意的网比，pQM L2mK�MM 条件都是恒成立的。因此，全隐格式无条件

具有 G2 模初值稳定性。 !

R3 第一章 有限差分方法的基本概念

RXjX9 收敛性

一个差分格式是否有用，最终要看数值解在计算机上的近似结果，是否有

效地逼近真解。这个问题的回答，涉及到两个方面。其一是前节给出的稳定性

概念，即差分格式的近似数值解是否接近差分格式的（准确）数值解。其二是

本节关注的收敛性概念，即差分格式的（准确）数值解是否逼近问题的真解。

前者同舍入误差密切相关，是差分格式的固有性质。后者同方法误差相关，没

有考虑舍入误差的影响。这种理想化的假设，也是收敛性概念同稳定性概念

的本质区别之一。

! 定义 RX9X 给定离散范数 ∥ · ∥ = ∥ · ∥∆x。当 ∆x 和 ∆t 趋于零时，若

数值误差（空间）网格函数 en = {enj }∀j 满足

∥en∥ → 0, ∀n,

则称差分格式按 ∥ · ∥ 模 收敛于定解问题。若存在不可改善的两个正数 m1 和

m2，使得

∥en∥ = O((∆x)m1 + (∆t)m2), ∀n,

则称差分格式按 ∥ · ∥ 模具有 (m1,m2) 阶精度（或者误差）。

针对收敛性概念的理论分析，收敛分析（+QMp2`;2M+2 �M�HvbBb）和误差估

计（2``Q` 2biBK�i2）是常常被混用的两个术语。事实上，它们存在细微的差别，

特别是真解的光滑性假定不同。通常，收敛分析要求偏低，而误差估计偏高。

! 论题 RX3X 设模型问题 U>SV、U>.V 和 U>AV 的真解足够光滑，建立相

应古典格式的最大模误差估计。

答：以模型问题 U>SV 的全显格式为例。注意到差分格式的线性结构，利

用逐点相容性概念，可得误差方程

en+1
j = µa(enj−1 + enj+1) + (1− 2µa)enj +∆tτnj , ∀j∀n, URX9NV

其中 τnj 是局部截断误差，参见 URXj8V。假设 [uxxxx] 在 [0, 1]× [0, T ] 上连续
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有界，则

K�t
∀j∀n

|τnj | = O((∆x)2 +∆t).

注意到误差方程 URX9NV 同全显格式的表述极其相似，故而仿照右端稳定性概

念的论证过程，建立相邻时刻的误差度量递推关系式。

当 µa ≤ 1/2 时，位于 URX9NV 右端关于误差函数的三个系数都是非负的，

且它们的总和不超过 1。注意到误差函数的周期性，有

∥en+1∥∞ ≤ ∥en∥∞ +∆tK�t
∀j

|τnj |.

利用数学归纳法，可知N

∥en∥∞ ≤ ∥e0∥∞ +
n−1∑

m=0

K�t
∀j

|τmj |∆t, n∆t ≤ T.

注意到 ∥e0∥∞ = 0 和 n∆t ≤ T，模型问题 U>SV 的全显格式满足

K�t
n∆t≤T

∥en∥∞ = O((∆x)2 +∆t). URX8yV

换言之，全显格式的最大模误差阶是 (2, 1)，恰好等于它的相容阶。 !

RXjX8 G�t@_B+?iKv2` 等价定理
在 RN8e 年，著名的 G�t@_B+?iKv2` 等价定理Ry 就已经指出：

假设线性微分方程定解问题是适定的。若线性差分格式同它是相

容的，则稳定性和收敛性是等价的，且误差阶不低于相容阶。

简而言之，相容性和稳定性可以蕴含收敛性。

N若求和号的上标大于下标，则它等于零。
RySX .X G�t �M/ _X .X _B+?iKv2`- am`p2v Q7 i?2 bi�#BHBiv Q7 HBM2�` }MBi2 /Bz2`2M+2 2[m�@

iBQMb- *QKKX Sm`2 �TTHX J�i?X- N URN8eV- ked@kNj

第 k 章
热传导方程

考虑线性常系数热传导方程

ut = auxx, a > 0 UkXRV

的纯初值问题或者周期边值问题

kXR *`�MF@LB+QHbQM 格式
设 θ ∈ [0, 1] 是给定的权重。将热传导方程 UkXRV 的两个古典格式组合起

来，可得加权平均格式

∆tu
n
j = θµaδ2xu

n+1
j + (1− θ)µaδ2xu

n
j . UkXkV

它有时也称为六点格式或 _Qb2 格式。

! 论题 kXRX 计算加权平均格式 UkXkV 的局部截断误差。

答：将网格点值按照某种对称方式进行分组，相应的推导过程可以更加

轻松。此时，加权平均格式的局部截断误差是

τnj =
1

∆t

(
[u]n+1

j − [u]nj

)

− a

(∆x)2

[
1

2
δ2x

(
[u]n+1

j + [u]nj

)
+ (θ − 1

2
)δ2x

(
[u]n+1

j − [u]nj

)]
,

其中 [u] 是热传导方程 UkXRV 的真解。

以 (xj , tn+1/2) 为展开中心，其中 tn+1/2 = (tn + tn+1)/2。利用移位算子

和符号演算技巧，有

[u]n+1
j − [u]nj =

[
e

∆t
2 Dt − e−

∆t
2 Dt

]
[u]

n+ 1
2

j ,

δ2x([u]
n+1
j ± [u]nj ) =

[
e

∆t
2 Dt ± e−

∆t
2 Dt

][
e−∆xDx − 2 + e∆xDx

]
[u]

n+ 1
2

j ,

ky
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其中 Dt 和 Dx 是相应方向的微分算子。继续利用符号演算技巧，写出所有

指数运算的 h�vHQ` 展开公式。代入到局部截断误差的定义，利用热传导方程

UkXRV 进行化简和整理，可得

τnj = −∆t(θ − 1

2
)[D2

t u]
n+ 1

2
j − a(∆x)2

12
[D4

xu]
n+ 1

2
j +O((∆x)4 + (∆t)2).

换言之，加权平均格式至少具有 (2, 1) 阶局部截断误差。 !

在局部截断误差的上述表达式中，等号右端的前两项就是主项部分。若

前两项整体或者部分消失为零，即可得到高阶相容的差分格式：

RX 令 θ = 1/2，相应的加权平均格式

∆tu
n
j =

1

2
µa(δ2xu

n+1
j + δ2xu

n
j ) UkXjV

就是著名的 *`�MF@LB+QHbQM U*LV 格式R。它无条件具有 (2, 2) 阶局部截

断误差。

事实上，*L 格式的构造可以解读如下：在中心 (xj , tn+1/2) 处，利用算

术平均和中心离散技术，建立时间导数和空间导数的对称离散。换言之，

对称离散在精度阶方面具有优势。

kX 注意到 [D2
t u] = a2[D4

xu]，将局部截断误差的表达式改写为

τnj = −∆t

[
1

12µa
+ θ − 1

2

]
[D2

t u]
n+1/2
j +O((∆x)4 + (∆t)2).

若等距时空网格满足

µa = [6(1− 2θ)]−1, UkX9V

RCX *`�MF �M/ SX LB+QHbQM- � T`�+iB+�H K2i?Q/ 7Q` MmK2`B+�H 2p�Hm�iBQM Q7 bQHmiBQM Q7
T�`iB�H /Bz2`2MiB�H 2[m�iBQMb Q7 i?2 ?2�i@+QM/m+iBQM- S`Q+X *�K#X S?BHQbX aQ+X- 9j URN9dV-
8yĜed
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则相应的加权平均格式就是著名的 .Qm;H�b 格式kj。其局部截断误差满

足 τnj = O((∆x)4)，达到整体四阶相容。

利用 G�t@_B+?iKv2` 等价定理可知：若 *L 格式和 .Qm;H�b 格式是稳定的，

则它们将具有高阶精度。

同古典格式相比，加权平均格式的稳定性结论同度量方式有关，

! 论题 kXkX 讨论加权平均格式 UkXkV 的 G2 模稳定性。

答：设 k ∈ ℜ 是任意波数。将模态解 un
j = λneBkj∆x 代入到 UkXkV，简单

计算可得增长因子

λ = λ(k) =
1− 4µa(1− θ) bBM2( 12k∆x)

1 + 4µaθ bBM2( 12k∆x)
. UkX8V

注意到增长因子没有显式出现 ∆t，加权平均格式具有 G2 模稳定性的充要条

件是严格的 pQM L2mK�MM 条件，即 |λ(k)| ≤ 1 或者等价的

−1− 4µaθs ≤ 1− 4µa(1− θ)s ≤ 1 + 4µaθs,

其中 s = bBM2( 12k∆x) ∈ [0, 1]。显然，右端不等式恒成立，而左端不等式成立

的充要条件是

µa(1− 2θ) ≤ 1/2. UkXeV

因此，当且仅当 UkXeV 成立时，加权平均格式 UkXkV 具有 G2 模稳定性。具体

来说，就是：当 θ < 1/2 时，它称作偏显格式，是有条件稳定；当 θ ≥ 1/2 时，

它称作偏隐格式，是无条件稳定。 !

*L 格式无条件具有 G2 模稳定性和高阶相容性，是非常理想的数值格式，

得到相当广泛的应用。

kaX >X *`�M/�HH- �M QTiBK�H BKTHB+Bi `2+m``2M+2 7Q`KmH� 7Q` i?2 ?2�i +QM/m+iBQM 2[m�iBQM-
Zm�`i2`Hv Q7 �TTHB2/ J�i?2K�iB+b- Rj URN88V- jR3@jky

jCX C`X .Qm;H�b- h?2 bQHmiBQM Q7 i?2 /BzmbBQM 2[m�iBQM #v � ?B;? Q`/2` +Q``2+i /Bz2`2M+2
2[m�iBQM- CX J�i?2K�iB+b �M/ S?vbB+b- j8 URN8eV- R98@R8R
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! 论题 kXjX 讨论加权平均格式 UkXkV 的最大模稳定性。

答：仿照古典格式的论证过程，继续采用离散最大模原理，探讨加权平均

格式的最大模稳定性。为此，将 UkXkV 改写为

(1 + 2θµa)un+1
j = θµa

[
un+1
j−1 + un+1

j+1

]

+
[
1− 2(1− θ)µa

]
un
j + (1− θ)µa

[
un
j−1 + un

j+1

]
.

UkXdV

若网比满足

µa(1− θ) ≤ 1/2, UkX3V

则差分方程 UkXdV 的右端系数都是非负的。设 |un+1
j⋆

| = ∥un+1∥∞，有

(1 + 2θµa)∥un+1∥∞ = (1 + 2θµa)|un+1
j⋆

|

≤ 2θµa∥un+1∥∞ +
[
|1− 2(1− θ)µa|+ 2|(1− θ)µa|

]
∥un∥∞

≤ 2θµa∥un+1∥∞ + ∥un∥∞,

即离散最大模原理成立。因此，当 UkX3V 成立时，有

∥un+1∥∞ ≤ ∥un∥∞ ≤ · · · ≤ ∥u0∥∞, ∀n,

加权平均格式具有最大模稳定性9。具体来讲，就是：只有全隐格式（θ = 1）

是无条件的，其它格式都是有条件的。 !

kXk .m 6Q`i@6`�MF2H 格式
最简单的多层格式是三层格式。对于热传导方程 UkXRV，非常自然的想法

是利用一阶中心差商离散时间导数，利用二阶中心差商离散空间导数，可得

9此时，离散最大模原理仅仅是格式最大模稳定的充分条件。事实上，时空约束条件 UkX3V 可

以放宽到 UkXeV。但是，相应的稳定性结论要放宽到 ∥un∥∞ ≤ K∥u0∥∞，其中的界定常数要大

于一。已知的最佳结果是 K = 23。

k9 第二章 热传导方程

_B+?�`/bQM URNRyV 格式

un+1
j = un−1

j + 2µaδ2xu
n
j . UkXNV

显然，它是显式格式，无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。参见其离散模版，

它也称为实心〸字架格式。

! 论题 kX9X _B+?�`/bQM 格式 UkXNV 是无条件线性 G2 模不稳定的。换言

之，对于任意的网比 µ > 0，它都不具有 G2 模稳定性。

答：令 vn = un−1，定义向量型函数 rn = (un, vn)⊤，将标量型三层

_B+?�`/bQM 格式 UkXNV 改写为向量型双层格式

rn+1
j =

[
2µa 0

0 0

]
(rn

j−1 + rn
j+1) +

[
−4µa 1

1 0

]
rn

j . UkXRyV

代入模态解，简单计算可得增长矩阵

G(k;∆t) =

[
−8µa bBM2( 12k∆x) 1

1 0

]
,

相应的两个特征值为

λ1,2 = −4µa bBM2
(1
2
k∆x

)
±
√

1 + 16µ2a2 bBM4
(1
2
k∆x

)
.

显然，存在波数 k，使得 bBM2( 12k∆x) > 1
2。因此，有

K�t(|λ1|, |λ2|) > µa+
√

1 + µ2a2 > 1 + µa.

换言之，pQM L2mK�MM 条件不成立，_B+?�`/bQM 格式在 G2 模度量下是不稳

定的。 !

虚化 _B+?�`/bQM 格式的中心点值 un
j ，将其替换为相邻时刻网格点值的
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算术平均值 (un+1
j + un−1

j )/2，即得著名的 .m 6Q`i@6`�MF2H U.6V 格式8

un+1
j = un−1

j + 2µa(un
j−1 − un+1

j − un−1
j + un

j+1). UkXRRV

注意到离散模版的形状，它也称作空心〸字架格式。

! 论题 kX8X 讨论 .6 格式 UkXRRV 的局部截断误差。

答：.6 格式是 _B+?�`/bQM 格式的修正，即

un+1
j − un−1

j

2∆t
= a

δ2xu
n
j

(∆x)2
− a(∆t)2

(∆x)2
δ2t u

n
j

(∆t)2
. UkXRkV

利用 _B+?�`/bQM 格式的相容性结果可知，.6 格式的局部截断误差是

τnj = O
(
(∆x)2 + (∆t)2 +

(∆t)2

(∆x)2

)
.

当 ∆t/(∆x)2 固定时，局部截断误差是 O((∆x)2)；当 ∆t/∆x 固定时，局部

截断误差是 O(1) 的。换言之，相容性结论依赖于具体的加密路径，即 .6 格

式是有条件相容的。 !

观察 UkXRkV 的局部截断误差推导过程，可知：同热传导方程 UkXRV 相比，

.6 格式更加靠近一个含有网格参数的偏微分方程，即

ut = auxx − µa∆tutt.

对于给定的网格参数 ∆x 和 ∆t，它属于电报方程，具有更加健壮的适定性表

现，故而我们可以大胆猜测 .6 格式的稳定性表现强于 _B+?�`/bQM 格式。上

述论证过程已经展现出修正方程方法的基本思想；详细内容见 Ȝ �X。

! 论题 kXeX .6 格式 UkXRRV 无条件具有 G2 模稳定性。

81X *X .m 6Q`i �M/ aX SX 6`�MF2H- ai�#BHBiv +QM/BiBQMb BM i?2 MmK2`B+�H i`2�iK2Mi Q7
T�`�#QHB+ /Bz2`2MiB�H 2[m�iBQMb- J�i?X h�#H2b �M/ Qi?2` �B/b iQ *QKTmi�iBQM- d URN8jV-
Rj8@R8k
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答：令 vnj = un−1
j ，定义向量型网格函数 rn

j = (un
j , v

n
j )
⊤，将 .6 格式

改写为向量型双层格式

[
1 + 2µa 0

0 1

]
rn+1

j =

[
2µa 0

0 0

]
(rn

j−1 + rn
j+1) +

[
0 1− 2µa

1 0

]
rn

j .

简单计算可得增长矩阵

G(k,∆t) =
1

1 + 2µa

[
4µa +Qb k∆x 1− 2µa

1 + 2µa 0

]

和特征方程

λ2 − 4µa +Qb k∆x

1 + 2µa
λ− 1− 2µa

1 + 2µa
= 0. UkXRjV

此时，利用特征值的具体表达式，或者特征方程的系数结构e，都可以建立两

个特征值按模均不超过 1 的充要条件。由于特征方程 UkXRjV 的系数满足

∣∣∣
4µa +Qb k∆x

1 + 2µa

∣∣∣≤ 1− 1− 2µa

1 + 2µa
< 2,

故而严格 pQM L2mK�MM 条件无条件成立。利用韦达定理，由 UkXRjV 可知

|λ1||λ2| =
∣∣∣∣
1− 2µa

1 + 2µa

∣∣∣∣< 1,

换言之，E`2Bbb 定理d 成立，严格 pQM L2mK�MM 条件是 G2 模稳定的充要条

件。因此，.6 格式无条件具有 G2 模稳定性。 !

" 注释 kXRX 同 _B+?�`/bQM 格式相比，.6 格式展示了算术平均的稳定

化作用。这个过程也说明了数值方法研究的特色：数值格式的微弱变化可能

造成数值表现的明显差异。

e对于实系数二次方程 x2+ bx+ c = 0，两个根按模均不超过一的充要条件是 |b| ≤ 1+ c ≤ 2。

对于复系数二次方程，相应的充要条件较繁；可参阅 (k) 的引理 8Xk。
d\\



kXj 跳点格式 kd

利用 G�t@_B+?iKv2` 等价定理可知，当网比 µ 固定时，.6 格式具有整

体二阶误差。因此说，.6 格式是可用的三层格式。

三层格式却需要两个初值，而定解问题仅仅提供一个初值。通常，第零层

的初值设置是容易的，譬如 u0
j = u0(xj)。但是，第一层的初值设置需要借用

其它方法，例如：

RX 假设真解充分光滑，偏微分方程在初始时刻也成立。利用时间方向的

h�vHQ` 公式，将初始时刻的时间导数转化为相应的空间信息，定义

u1
j = u0(xj) + a∆tu′′0(xj). UkXR9V

若二阶导数采用中心差商进行离散，则它恰好就是热传导方程 UkXRV 的

全显格式 u1
j = u0

j + µaδ2xu
0
j。

kX 利用双层格式，数值计算出第一层的初值。事实上，若三层格式具有时

间方向的二阶局部截断误差，则启动格式在时间方向达到一阶相容性即

可。因此，对于 .6 格式，*L、全隐或者加权平均格式都是可行的选择。

由于使用次数有限，启动格式无需满足时空约束条件，例如全显格式的网比

可以满足 µa > 1/2。上述启动策略具有普适性，适用于任意层数的格式。

kXj 跳点格式

数值计算可以同时使用多个格式。本节以两个古典格式为例，介绍它们

的杂交算法。换言之，将时空网格点按照奇偶属性分为两组，其中一组使用全

显格式，另一组使用全隐格式。依据不同分类方式，具体操作模式有三种。

若网格点的时空指标之和是奇（偶）数，则称其是奇（偶）数点。若奇数

点采用全显格式，偶数点采用全隐格式，可得跳点（?QTb+Qi+?）格式3

un+1
j = un

j + µaδ2xu
n
j , 若 n+ j = 奇数, UkXR8�V

un+1
j = un

j + µaδ2xu
n+1
j , 若 n+ j = 偶数. UkXR8#V

3首先由 :Q`/QMURNe8V 提出，而后被 :Qm`H�vURNdyV 命名为跳点格式。

k3 第二章 热传导方程

显然，它保持古典格式的局部截断误差阶。它的计算过程也是显式的：先利用

UkXR8�V 计算后续时刻的偶数点值，再利用 UkXR8#V 计算后续时刻的奇数点值。

因此说，跳点格式 UkXR8V 也是半隐的。

! 论题 kXdX 跳点格式 UkXR8V 等同于偶数点集上的 .6 格式。因此，跳

点格式无条件具有 G2 模稳定性。

答：当 n+ j 为偶数时，由 UkXR8�V 可得差分方程

un+2
j = un+1

j + µaδ2xu
n+1
j . UkXReV

将 UkXReV 同 UkXR8#V 相加或者相减，有

un+2
j − un

j = 2µaδ2xu
n+1
j , UkXRd�V

和

un+2
j = 2un+1

j − un
j . UkXRd#V

当 n+ j 是偶数的时候，两式联立，消去 UkXRd�V 中的奇数点值 un+1
j ，可得

un+2
j = un

j + 2µa
[
un+1
j−1 − un

j − un+2
j + un

j+1

]
.

它构成偶数点集上的 .6 格式。当网比固定时，跳点格式具有二阶相容性。!

在数值计算时，我们可以不必保留奇数点值，直接在偶数点集上执行 .6
格式即可。虽然跳点格式 UkXR8V 同 .6 格式具有偶数集上的等价性，但是它

成功回避了多层格式的初值启动困难。

kX9 数值格式的健壮性

明确数值误差的真正来源和具体表现，保证数值结果的可靠性，是误差

估计或收敛分析的主要工作。作为重要的理论研究，它可以指明数值格式的

高效性和健壮性。具体分析路线同真解的光滑程度相关。
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当 G�t@_B+?ivK2` 等价定理所需的强正则性假设无法满足的时候，差分

格式还能给出可靠的数值结果吗？换言之，数值格式的健壮性成为它能否成

功应用的关键。

要回答这个问题，不妨举例说明。考虑热传导方程 UkXRV 的周期边值问题，

相应的初值是间断函数

u0(x) = u(1)
0 (x) =

{
1, x ∈ [−π

2 ,
π
2 ],

0, x ∈ [−π,−π
2 ) ∪ (π2 ,π];

UkXR3�V

或者导数间断的连续函数

u0(x) = u(2)
0 (x) = π − |x|, x ∈ [−π,π]. UkXR3#V

由于初值达不到二阶连续可微的光滑度，真解在初始时刻附近的导数不再有

界。为行文简便，统称为模型问题 U>S@q1�EV。
为简单起见，设扩散系数为 a = 1，终止时刻为 T = 1。利用全显格式模

拟模型问题 U>S@q1�EV。给定正整数 J，定义等距空间网格

TJ = {xj = jπ/J}Jj=−J , J = 18, 36, 72, . . . ,

相应的初值是 u0
j = u0(xj)。在网格加密的过程中，网比 µ = 0.4 保持不变。

换言之，若空间网格是 TJ，则相应的时间步长是

(∆t)J = µ(∆x)2J = µ
(π
J

)2
.

当然，最后的时间步长需要调整，使得 tNJ = T，让最后一个时间层恰好就是

给定的终止时刻。在表 kXR中，我们给出了全显格式在终止时刻的 G2 模误差

EJ = ∥e(T )∥2,π/J =

⎛

⎝
J∑′

j=−J

[
uNJ
j − [u]NJ

j

]2
∆x

⎞

⎠

1
2

,

和相应的 G2 模误差阶

oJ =
1

HM 2

[
HM EJ/2 − HM EJ

]
.

jy 第二章 热传导方程

表格中的数据清楚说明数值解依旧收敛到真解，甚至还呈现出一阶或二阶的

精度N。换言之，全显格式具有满意的健壮性。

u0 = u(1)
0 u0 = u(2)

0

J 误差 误差阶 误差 误差阶

R3 eXNdy2@k 3X88d2@9
je jX93j2@k RXyy kXRRy2@9 kXyk
dk RXd9R2@k RXyy 8Xkdj2@8 kXyy
R99 3Xdyd2@j RXyy RXjRd2@8 kXyy
k33 9Xj8j2@j RXyy jXkNj2@e kXyy

表 kXR, 全显格式的 G2 模误差和误差阶

这个数值现象的理论证明较为困难，主要原因是真解的高阶导数（例如

时间二阶导数或空间四阶导数）在 [−π,π]× [0, T ] 上无界，全显格式的局部截

断误差缺乏清晰明瞭的整体控制。即使采用宽松的离散 G2 范数作为度量，局

部截断误差也没有明确阶数。

! 论题 kX3X 假设初值函数 u0(x) 平方可积且有界。当 µa ≤ 1/2 时，模

型问题 U>S@q1�EV 的全显格式是收敛的。

答：借助于分离变量法，问题的真解可以准确地表示为

[u]nj =
1√
2π

+∞∑

k=−∞
ake

Bkj∆x[e−ak
2∆t]n, UkXRN�V

其中 e−ak
2∆t 是真实增长因子，按模不超过一c 类似地，借助于 6Qm`B2` 方法

（或者分离变量方法），全显格式的数值解也可以精确地表示为

un
j =

1√
2π

+∞∑

k=−∞
Ake

Bkj∆x[λ(k)]n, UkXRN#V

N补充定义 UkXR3�V 在间断点的取值为 0.5，全显格式依旧呈现出二阶精度。
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其中 λ(k) = 1 − 4µa bBM2( 12k∆x) 是数值增长因子。当 µa ≤ 1/2 时，它按模

也不超过一。在 UkXRNV 中，相应的展开系数是

ak =
1√
2π

∫ π

−π
e−Bkxu0(x)/x, UkXky�V

Ak =
1√
2π

∫ π

−π
e−Bkxũ0(x)/x, UkXky#V

其中 ũ0(x) : [−π,π] → ℜ 是初值 {u0
j = u0(xj)}Jj=−J 逐点常值延拓而成的周

期阶梯函数。

设 ε 是任意给定的正数。选取适当的正整数 M ≤ J，将数值误差分裂为

三部分，即

enj = [u]nj − un
j = Πn

j +Θn
j +Υn

j , UkXkRV

其中

Πn
j =

1√
2π

+∞∑

k=−∞
(ak −Ak)e

Bkj∆x[λ(k)]n, UkXkk�V

Θn
j =

1√
2π

∑

|k|>M

ake
Bkj∆x

[
e−ak

2n∆t − (λ(k))n
]
, UkXkk#V

Υn
j =

1√
2π

∑

|k|≤M

ake
Bkj∆x

[
e−ak

2n∆t − (λ(k))n
]
. UkXkk+V

每个部分对应一个网格函数。下面证明：当网格充分密集 U等价于 J 充分大）

的时候，上面三个网格函数的 G2 模均小于 ε。

利用 6Qm`B2` 级数理论，前两个网格函数的讨论是容易的。由初值设置方

式Ry可知，当网格充分密集时，有

∥u0 − ũ0(x)∥L2[−π,π] < ε.

注意到数值增长因子的模不超过 1，利用 S�`b2p�H 恒等式可得

∥Πn∥2,∆x ≤
[ ∞∑

k=−∞
|ak −Ak|2

] 1
2

= ∥u0 − ũ0(x)∥L2[−π,π] < ε, UkXkjV

Ry选取合适的空间网格，可以使 ũ
(1)
0 (x) = u

(1)
0 (x)；参见前注。

jk 第二章 热传导方程

其中 Πn = {Πn
j }∀j。类似地，注意到 u0(x) 是平方可积的速降函数，可知：当

M 充分大（蕴含网格充分密集）时，也有

∥Θn∥2,∆x ≤ 2

⎡

⎣
∑

|k|>M

a2k

⎤

⎦
1/2

< ε, UkXk9V

其中 Θn = {Θn
j }∀j。当然，J 和 M 的取值都依赖 u0(x) 的光滑程度。

网格函数 Υn = {Υn
j }∀j 反映数值格式局部误差RR的累积。利用 h�vHQ` 展

开公式可知，真实增长因子和数值增长因子的差距满足

|λ(k)− e−ak
2∆t| ≤ Ck4(∆t)2, ∀|k| ≤ M, UkXk8V

其中界定常数 C = C(µa; k) 同网格参数无关。因此说，全显格式具有 O(∆t)2

的局部误差。利用 n∆t ≤ T 和简单的不等式

|an − bn| ≤ n|a− b|, 若 |a| ≤ 1, |b| ≤ 1,

可知

∥Υn∥2,∆x ≤

⎡

⎣
∑

|k|≤M

|ak|2
∣∣∣[λ(k)]n − e−ak

2n∆t
∣∣∣
2

⎤

⎦
1/2

≤

⎡

⎣
∑

|k|≤M

|ak|2k8
⎤

⎦
1/2

CT∆t.

UkXkeV

无论 u0(x) 是否具有四阶导数，亦或 ∥D4
xu0∥L2[−π,π] 是否有限，均可断言

∑
|k|≤M |ak|2k8 < +∞。因此，只要时间步长 ∆t 充分小，就有

∥Υn∥2,∆x < ε. UkXkdV

网比 µ 固定时，∆t 充分小等价于 ∆x 充分小，或者说离散网格充分密集。

RR假设当前时刻的数值计算是精确的，即数值解就是真解。当数值格式推进一个时间步长之后，

相应的数值误差称为局部误差。
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综上所述，利用 UkXkRV 和三角不等式，即可证明命题结论。 !

UkXkRV 清楚地指明了数值误差的两个主要影响因素：初值误差以及局部

误差。前者同真解光滑度密切相关，而后者同数值增长因子和真实增长因子

的差距有关。在两者之中，局部误差更为重要，而初值误差常被忽略。

kX8 线性扩散方程

依据不同的物理近似过程，非均匀介质内的热传导现象可以描述为两种

形式的线性扩散方程。其一是非守恒型扩散方程

ut = a(x, t)uxx, UkXk3�V

其二是守恒型（或散度型）扩散方程

ut = (a(x, t)ux)x, UkXk3#V

其中 a(x, t) 称为扩散系数，在计算区域上具有正的下确界。当扩散系数变化

缓慢的时候，上述两种表达形式是非常接近的。

暂且假设 a(x, t) 和 u(x, t) 均足够光滑，扩散方程 UkXk3V 的差分格式的真

解存在唯一且充分光滑。

kX8XR 冻结系数方法

在离散焦点直接冻结扩散系数，可得 UkXk3�V 的全显格式

∆tu
n
j = µanj δ

2
xu

n
j UkXkN�V

和全隐格式

∆tu
n
j = µan+1

j δ2xu
n+1
j . UkXkN#V

利用 h�vHQ` 展开技术可知，它们均无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差，保持

了它们在定常情形（线性常系数问题）的相容阶。

j9 第二章 热传导方程

加权平均格式是全显格式和全隐格式的线性组合，相应的扩散系数有两

种冻结策略。其一是多焦点策略，定义

∆tu
n
j = µ

[
θan+1

j δ2xu
n+1
j + (1− θ)anj δ

2
xu

n
j

]
, UkXjy�V

其中 θ ∈ [0, 1] 是给定的权重。一般而言，它无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误

差；特别地，当 θ = 1/2 时，它称为 *`�MF@LB+QHbQM 格式，无条件具有 (2, 2)

阶局部截断误差。换言之，UkXjy�V 也保持了其在定常情形的相容阶。其二是

单焦点策略，定义

∆tu
n
j = µa⋆j

[
θδ2xu

n+1
j + (1− θ)δ2xu

n
j

]
, UkXjy#V

其中 a⋆j 是扩散系数的局部冻结：

RX 当 θ ̸= 1/2 时，令 a⋆j = a(xj , t⋆)，其中 t⋆ ∈ [tn, tn+1]。此时，差分方

程 UkXjy#V 无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差，保持了它在定常情形的

相容阶。

kX 当 θ = 1/2 时，扩散系数的局部冻结要细心设置，才能保持定常情形的

局部相容阶。借鉴 UkXjy�V 的双焦点策略，可以定义

a⋆j =
1

2
(anj + an+1

j ). UkXjR�V

回忆线性常系数 *L 格式的构造过程，扩散系数还可以直接冻结在最佳

的离散焦点上，即定义

a⋆j = a
n+ 1

2
j ≡ a(xj , (t

n + tn+1)/2). UkXjR#V

通常，基于 UkXjR�V 和 UkXjR#V 两种冻结方式的数值格式 UkXjy#V 均称为

*`�MF@LB+QHbQM 格式。事实上，前者基于时间积分的梯形公式，而后者

基于时间积分的中点矩形公式。

由于 a(x, t) 足够光滑，上述两种冻结方式具有 O((∆t)2) 的差距，相应

的 *L 格式都具有 (2, 2) 阶局部截断误差。但是，它们关于扩散系数的

最低光滑性要求是不同的。请读者自行推导。
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随着相容阶的增高，扩散系数的局部冻结技术也将变得繁琐。

! 论题 kXNX 为简单起见，设 a(x, t) ≡ a(x)，即扩散系数同时间无关。

基于加权平均格式的离散模版，构造扩散方程 UkXk3�V 的整体四阶格式。

答：回顾 UkXk3�V 的 *L 格式，由构造过程可知

[u]n+1
j − [u]nj
aj∆t

− 1

2(∆x)2

[
δ2x[u]

n
j + δ2x[u]

n+1
j

]

= − (∆x)2

12
[uxxxx]

n+ 1
2

j +O((∆x)4 + (∆x∆t)2 + (∆t)2).

UkXjkV

要构造出整体四阶的差分格式，只需建立 [uxxxx]
n+ 1

2
j 的二阶相容离散。首先，

利用偏微分方程 UkXk3�V，将空间导数转化为时间导数。然后，利用相应的中

心差商离散，可以建立

[uxxxx]
n+ 1

2
j = [(a−1ut)xx]

n+ 1
2

j = [(a−1u)xxt]
n+ 1

2
j

=
δ2x[a

−1u]n+1
j − δ2x[a

−1u]nj
(∆x)2∆t

+O((∆x)2 + (∆t)2).
UkXjjV

两式联立，略去无穷小量，用数值解替换真解，可得整体四阶的差分方程

∆tun
j+1

12aj+1
+

5∆tun
j

6aj
+
∆tun

j−1
12aj−1

=
1

2
µ(δ2xu

n+1
j + δ2xu

n
j ). UkXj9V

若 a(x) 是常值函数，它就是 .Qm;H�b 格式。 !

" 注释 kXkX 在 .Qm;H�b 格式 UkXj9V 的设计过程中，有两个关键技术非

常值得回味。首先，以偏微分方程为桥梁，将时空方向的导数进行恰当的转

换，克服了时空信息分布不均的困难，使得离散模版的空间网格点分布更加紧

凑。其次，填补局部截断误差主项的差商离散，将低阶格式修正到高阶格式。

上述两种设计思想简单有效，应用范围极其广泛。

kX8Xk 积分插值方法

积分插值方法是散度型导数的常用离散技术。其设计思想非常简单，就

是离散对象在某个局部区域的积分近似：

je 第二章 热传导方程

RX 选取适当的局部区域，积分偏微分方程或者散度型导数。基于散度定理，

高阶导数的高维积分可以转化为低阶导数的低维积分。要注意，这个推

导过程是精确的。

kX 离散低阶导数，采用适当的数值积分公式，近似低阶导数的低维积分。

由于积分维数和导数阶数均降低，数值格式的设计过程变得相对简单。在近

代文献中，积分插值方法常常被收录到有限体积方法或广义差分方法。

! 论题 kXRyX 利用积分插值方法，建立守恒型扩散方程 UkXk3#V 的全显

格式。

答：在局部区域 (xj−1/2, xj+1/2) × (tn, tn+1) 内，考虑守恒型扩散方程

UkXk3#V 的二维积分，可得精确成立的积分恒等式
∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

u(x, tn+1)/x−
∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

u(x, tn)/x

=

∫ tn+1

tn
W (xj+ 1

2
, t)/t−

∫ tn+1

tn
W (xj− 1

2
, t)/t,

UkXj8V

其中 xj±1/2 = xj ±∆x/2 为控制区间 I(xj) 的端点。左侧积分采用中点公式

近似，右侧积分采用左矩形公式近似，有
(
[u]n+1

j − [u]nj

)
∆x ≈

(
[W ]nj+ 1

2
− [W ]nj− 1

2

)
∆t. UkXjeV

利用一阶中心差商技术和冻结系数方法，离散热流通量，有

[W ]nj+ 1
2
≈ anj+ 1

2

[u]nj+1 − [u]nj
∆x

, UkXjdV

其中 anj+1/2 是扩散系数的局部冻结，比如

anj+ 1
2
= a(xj+ 1

2
, tn) 或者 anj+ 1

2
=

1

2
(anj + anj+1). UkXj3V

综上所述，略去无穷小量，用数值解替换精确解，即得守恒型扩散方程 UkXk3#V
的全显格式

∆tu
n
j = µδx(a

n
j δxu

n
j ) = µ∆−,x(a

n
j+ 1

2
∆+,xu

n
j ). UkXjNV
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利用 h�vHQ` 展开技术可知，它无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。若 a(x, t)

恒等于常数 a，它就是线性常系数热传导方程 UkXRV 的全显格式 URXkkV。 !

在 UkXj3V 中，第一种方式基于直接定义，第二种方式基于算术平均。由

于扩散系数 a(x, t) 足够光滑，两种方式具有 O((∆x)2) 的差距，相应格式的

数值结果差距甚微。为行文简便，统称它们为算术平均方式。

kX8Xj 稳定性分析方法

G�t@_B+?iKv2` 等价定理依旧成立。换言之，若线性变系数差分格式相容

于某个适定的线性偏微分方程定解问题，则它的稳定性和收敛性是彼此等价

的。因此，我们仍以相容性和稳定性概念为重点讨论对象。

对于线性变系数差分格式，相容性分析依旧是容易的。基本工具仍是 h�v@
HQ` 展开技术，只不过推导过程变得繁琐而已。但是，稳定性分析可能会遇到

严重困难。比如，简便快捷的 6Qm`B2` 方法仅仅适用于线性常系数差分格式，

不能直接应用于线性变系数差分格式。

冻结系数稳定性分析方法

冻结系数稳定性分析方法堪称是应用最广的方法。它的想法非常朴素，直

接将线性变系数差分格式视为某个线性（或者分片）常系数差分格式的微小

扰动。利用通常的数值观念 ěě 彼此“靠近”的差分格式具有“接近”的数值表

现ěě 诱导出“启发性”的稳定性结论：若作为参考对象的线性常系数差分格

式是（不）稳定的，则线性变系数差分格式也是（不）稳定的。

分析过程如下：首先，将差分系数冻结为某个常数，某个线性常系数差分

格式；然后，利用其它的准确分析技术，给出相应的稳定性结论；最后，综合

所有合理的系数冻结方式，确定稳定性结论的交集。这就是冻结系数方法给

出的结果。

! 论题 kXRRX 利用冻结系数方法，给出全显格式 UkXkN�V 的最大模稳定

性条件和 G2 模稳定性条件。

j3 第二章 热传导方程

答, 将扩散系数 anj 锁定为某个常数 a，令全显格式 UkXkN�V 转化为线性

常系数差分格式 un+1
j = un

j + µaδ2xu
n
j 。利用已知的稳定性结果可知，其最大

模稳定性条件和 G2 模稳定性条件都是 µa ≤ 1/2。然而，这个结论只能近似

反映网格点 (xj , tn) 附近的情形。因此，我们需要综合考虑所有的网格点。令

a 遍历 {anj }∀n∀j 的取值范围，相应稳定性结论的交集

K�t
∀x∀t

a(x, t)µ ≤ 1

2
UkX9yV

就是全显格式 UkXkN�V 稳定性条件。 !

利用离散最大模原理可知，时空约束条件 UkX9yV 保证全显格式 UkXkN�V 的

最大模稳定性。但是，在其临界状态下，全显格式的 G2 模稳定性无法严格论

证；参见论题 kXRk。尽管如此，稳定性结论 UkX9yV 还是相对准确的。换言之，

对于线性变系数差分格式，冻结系数方法给出的结论通常都具有足够的指导

价值，其时空约束条件可以被“模糊”地看作充要条件Rk。为减少数值模拟不稳

定的风险，时空约束条件的上界常常被缩至原来的 60W ∼ 80W。

" 注释 kXjX 冻结系数方法简单便捷，能较好地反映稳定性结果，却完

全忽略了系数变化带来的数值影响。对于线性常系数问题稳定的某些格式，有

可能对于某些线性变系数问题出现“数值共振”现象，使得部分简谐波呈现出无

法控制的增长。这种现象称为线性变系数不稳定现象。它特别容易出现在双

曲型方程的无耗散格式中。

能量方法

其推导过程类似于偏微分方程的能量方法，通常包含如下三个步骤：

RX 选取适当的检验函数，建立能量范数的递推关系式；

kX 指出能量范数同离散 G2 模的等价关系；

Rk事实上，它仅是格式稳定的必要条件。换言之，若数值格式对于线性常系数问题都是不稳定

的，它必然没有应用价值。
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jX 导出差分格式关于 G2 模稳定性，给出相应的充分条件。

6Qm`B2` 方法在频域空间进行操作，而能量方法直接在时域空间进行操作，应

用范围更加广泛，可以处理线性变系数问题、非周期边界条件以及非等距网

格等等。

! 论题 kXRkX 利用能量方法，给出全显格式 UkXjNV 具有 G2 模稳定性的

充分条件。

答：为简单起见，设 anj+1/2 ≡ aj+1/2。当扩散系数同时间相关时，相应

的能量方法是类似的；留作练习。

在差分方程 UkXjNV 的两端同乘 un+1
j + un

j ，其中 j = 0 : J − 1。将 J 个

恒等式相加，可得

G>a ≡
J−1∑

j=0

(un+1
j − un

j )(u
n+1
j + un

j )∆x

= µ
J−1∑

j=0

∆−,x(aj+ 1
2
∆+,xu

n
j )(u

n+1
j + un

j )∆x ≡ _>a.
UkX9RV

下面估计 UkX9RV 的两端。显然，有

G>a =
J−1∑

j=0

(un+1
j )2∆x−

J−1∑

j=0

(un
j )

2∆x. UkX9k�V

注意到周期边界条件 un
0 = un

J 和 un
J+1 = un

1，以及扩散系数 a(x) 的空间周期

性，调整求和次序，可得

_>a = −µ
J−1∑

j=0

aj+ 1
2
∆+,xu

n
j ∆+,x(u

n+1
j + un

j )∆x. UkX9k#V

注意到 p(p+ q) = 1
2 (p+ q)2 + 1

2 [p
2 − q2]，有

E(un+1)− E(un) = −1

2
µ

J−1∑

j=0

aj+ 1
2

[
∆+,x(u

n+1
j + un

j )
]2
∆x ≤ 0,
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其中

E(un) ≡
J−1∑

j=1

(un
j )

2∆x− 1

2
µ

J−1∑

j=0

aj+ 1
2
(∆+,xu

n
j )

2∆x

是整个离散系统的能量范数Rj。换言之，E(un) 是不增的。利用算术平均值不

等式，可得

[
1− 2µA

] J−1∑

j=1

(un
j )

2∆x ≤ E(un) ≤ · · · ≤ E(u0) ≤
J−1∑

j=1

(u0
j )

2∆x,

其中 A = K�tx∈(0,1) a(x) > 0。若存在正常数 δ > 0，使得

1− 2µA ≥ δ, UkX9jV

则有 G2 模稳定性，即

J−1∑

j=1

(un
j )

2∆x ≤ 1

δ

J−1∑

j=1

(u0
j )

2∆x. UkX99V

由 UkX9jV 可知 δ < 1，因此稳定性结论 UkX99V 弱于偏微分方程定解问题的适

定性结论。 !

在时空约束条件 UkX9yV 的临界状态下，变系数全显格式 UkXjNV 的 G2 模

稳定性结论是不明确的。但是，当扩散系数是常数的时候，利用直接矩阵方法

可证：在临界状态下，全显格式也具有 G2 模稳定性。在某种程度上，它也暗

示冻结系数稳定性分析的风险。

kX8X9 具有间断系数的线性扩散方程

将两种材质焊接在一起，整个系统的导热现象仍可用守恒型扩散方程

UkXk3#V 描述。此时，扩散系数在焊接点 x⋆ 出现第一类间断。为简单起见，

设扩散系数是分片常数函数，即

a(x, t) =

{
aG, x < x⋆,

a_, x > x⋆,
UkX98V

Rj在适当的时空条件下，它才会真正成为离散范数。
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其中 aG ̸= a_。此时，真解不是（整体）古典解，而是满足联接条件

u(x+
⋆ , t) = u(x−⋆ , t), a_ux(x

+
⋆ , t) = aGux(x

−
⋆ , t), ∀t > 0 UkX9eV

的分片古典解R9。它的直观含义是温度和热流通量处处连续，无论扩散系数是

否间断。

此时，全显格式 UkXjNV 依旧可以给出收敛的数值结果，但误差表现并不

理想。其根源是扩散系数的冻结方式。为此借用积分插值方法的设计思想，构

造更加有效的冻结方式。考虑 W (x, tn)/a(x, tn) 在局部区间 (xj , xj+1) 的积

分近似。暂时假设 a(x, t) 连续。注意到 W (x, tn) 的空间连续性，利用积分中

值定理可得

[u]nj+1 − [u]nj =

∫ xj+1

xj

W (x, tn)

a(x, tn)
/x ≈ [W ]nj+ 1

2

∫ xj+1

xj

/x
a(x, tn)

.

换言之，扩散系数可以局部冻结为

anj+ 1
2
= ∆x

[∫ xj+1

xj

/x
a(x, tn)

]−1
. UkX9dV

事实上，它也适用于间断扩散系数。

UkX9dV 可以用数值积分进行近似。例如，在间断点两侧分别采用左矩形公

式和右矩形公式，将 UkX9dV 近似为两侧扩散系数的（加权）调和平均，给出

新的局部冻结方式

anj+ 1
2
=

[
θn
j+ 1

2

anj
+

1− θn
j+ 1

2

anj+1

]−1
, UkX93V

其中

θnj+ 1
2
=

{
(x⋆ − xj)/∆x, x⋆ ̸∈ [xj , xj+1]

1/2, 其它.
UkX9NV

为行文简便，将 UkX9dV 和 UkX93V 统称为调和平均方式。

R9准确的定义应是“弱解”。
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当扩散系数具有连续有界的二阶导数时，调和平均方式和算术平均方式

是非常接近的，即

2

[
1

anj
+

1

anj+1

]−1
− 1

2

[
anj + anj+1

]
= O((∆x)2),

相应的全显格式 UkXjNV 具有相同的收敛阶，数值差别是微乎其微的。但是，当

存在第一类间断点时，调和平均方式的数值优势将会得以显现。

! 论题 kXRjX 利用直观的物理观点进行解释，调和平均方式 UkX93V 更

加准确地保持了热流通量在间断点两侧的连续性。

答：设间断点 x⋆ 落在网格点 xj 和 xj+1 之间。若间断点两侧的扩散系数

分别是 anj 和 anj+1，则左右两侧的热流通量可以分别近似为

[W ]nG ≈ anj
[u]n⋆ − [u]nj
θnj+1/2∆x

, [W ]n_ ≈ anj+1

[u]nj+1 − [u]n⋆
(1− θnj+1/2)∆x

,

其中 [u]n⋆ = u(x⋆, tn) 是位于间断点的未知温度。上述过程相当于物理学中的

均匀化技术。若间断点两侧的不同材质也被视为某种（虚拟的）均匀材质，相

应的扩散系数是待定的常数 an⋆，则位于间断点 x⋆ 的热流通量可以近似为

[W ]n⋆ ≈ an⋆
[u]nj+1 − [u]nj

∆x
.

基于物理观点，上述三种刻画方式应当近似相等。因此，有

[u]nj+1 − [u]nj
∆x/an⋆

≈
[u]n⋆ − [u]nj
θnj+1/2∆x/anj

≈
[u]nj+1 − [u]n⋆

(1− θnj+1/2)∆x/anj+1

.

将其看作等式关系，解出的 an⋆ 就是调和平均扩散系数 UkX93V。 !

" 注释 kX9X 在扩散系数的第一类间断点附近，扩散系数的不同冻结方

式可使差分方程 UkXjNV 具有不同的相容阶。若基于算术平均方式 UkXj3V，其

局部截断误差是 O((∆x)−1)；若基于调和平均方式 UkX93V，其局部截断误差

是 O(1)。相应的推导过程较为繁琐，因为间断点两侧的 h�vHQ` 展开公式不

同，局部截断误差的化简要充分利用联接条件 UkX9eV。具体内容可参阅 (9)。



kXe 非线性扩散方程 9j

kXe 非线性扩散方程

为简单起见，本节以非线性热传导方程R8

ut = b(u)uxx UkX8yV

的纯初值问题或周期边值问题为例，其中扩散系数 b(·) : ℜ → ℜ+ 具有正的下

确界。因篇幅有限，我们跳过适定性和正则性的深入讨论，直接假设 UkX8yV 具

有足够光滑的唯一真解。

一般而言，对于非线性扩散方程，前面的各种数值离散技术依旧有效，相

应的格式设计是相对简单的。但是，计算效率和理论分析将面临严峻的挑战。

将系数冻结方法和差商离散技术相结合，即可建立相应的全显格式、全隐格

式和 *`�MF@LB+QHbQM 格式

un+1
j = un

j + µb(un
j )δ

2
xu

n
j , UkX8R�V

un+1
j = un

j + µb(un+1
j )δ2xu

n+1
j , UkX8R#V

un+1
j = un

j +
1

2
µ
[
b(un

j )δ
2
xu

n
j + b(un+1

j )δ2xu
n+1
j

]
. UkX8R+V

利用 h�vHQ` 展开技术可知，前两个格式具有 (2, 1) 阶局部截断误差，最后一

个具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

平行于线性差分格式的 G�t@_B+?iKv2` 等价定理，非线性差分格式具有

ai`�M; 定理：若非线性差分格式相容于某个适定的非线性问题，则稳定性也

是收敛性的充要条件。相容性分析依旧是最容易的，相应的 h�vHQ` 展开将会

变得更加繁琐。对于非线性差分格式，稳定性分析将变得非常困难，甚至在某

种程度上会超过误差估计。尽管如此，冻结系数方法依旧简单有效，可以“启

发式地”建立非线性差分格式的稳定性结论。

! 论题 kXR9X 利用冻结系数方法，建立差分格式 UkX8R�V 和 UkX8R+V 的

G2 模稳定性结论。

R8严格来说，它是相对简单的半线性扩散问题。至于完全的非线性扩散问题，相应的数值方法

是非常困难的前沿课题，本书不与讨论。
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答：将系数 b(un
j ) 看作其取值范围内的某个常数 b，非线性差分格式

UkX8R�V 可以转化为线性常系数差分格式

un+1
j = un

j + µbδ2xu
n
j .

利用熟知的结果可知，其 G2 模稳定的充要条件是 µb ≤ 1/2。因此，差分格式

UkX8R�V 的 G2 模稳定性条件是

µK�t
∀j∀n

b(un
j ) ≤

1

2
.

类似地，可以断定差分格式 UkX8R+V 无条件具有 G2 模稳定性。 !

由冻结系数方法给出的时空约束条件，通常只是非线性差分格式数值稳

定的必要条件而已。因此说，非线性问题的数值计算存在风险，数值格式的可

靠性需要长期的实践验证和理论支持。

在数值实现方面，非线性差分格式可能遇到效率的困扰。例如，对于全隐

格式 UkX8R#V 和 *L 格式 UkX8R+V，单步时间推进都将导致大规模的非线性方

程组。即使采用高效的 L2riQM 方法，相应的求解过程也会耗费大量的 *Sl
时间，整体的计算效率将大打折扣。事实上，即使每个非线性方程组都得到准

确解，差分格式的数值结果依旧是定解问题的近似解而已。因此说，精确求解

是没有必要的，相对合理的迭代近似即可。

局部线性化技术是常用的方法，即将非线性差分格式转换为一组线性差

分格式Re。以 *L 格式 UkX8R+V 为例，常用的处理方式如下。

RX 时间延迟技术用 b(un
j ) 替换 b(un+1

j )，相应的差分方程是

un+1
j = un

j +
1

2
µb(un

j )δ
2
x

[
un
j + un+1

j

]
. UkX8kV

可以证明：它具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

Re是指差分格式关于待解的网格函数是线性的
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kX 预测校正方法连续执行两次线性化过程，可得差分方程

ũn+1
j = un

j +
1

2
µ
[
b(un

j )δ
2
xu

n
j + b(un

j )δ
2
xũ

n+1
j

]
, UkX8j�V

un+1
j = un

j +
1

2
µ
[
b(un

j )δ
2
xu

n
j + b(ũn+1

j )δ2xu
n+1
j

]
. UkX8j#V

可以证明：它具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

此时，某些多层格式具有计算效率的优势。例如，利用已知时间层信息进

行多项式外推，给出扩散系数的高阶近似，构造非线性热传导方程 UkX8yV 的

外推 *L 格式

un+1
j = un

j +
1

2
µb

(
u
n+ 1

2
j

)[
δ2xu

n+1
j + δ2xu

n
j

]
, UkX89�V

其中

u
n+ 1

2
j =

3

2
un
j − 1

2
un−1
j . UkX89#V

显然，它关于网格函数 un+1 是线性的。利用 h�vHQ` 展开技术可知，它具有

(2, 2) 阶局部截断误差。利用冻结系数方法，可证它无条件 G2 模稳定。

kXd 高维扩散方程

前面介绍的数值离散技术和理论分析方法，都可以顺利地推广到高维问

题。为简单起见，以二维线性常系数扩散方程

ut = auxx + buyy UkX88V

为模型方程，其中 a 和 b 是给定的正常数。随着空间维数的增高，我们会遇到

两个棘手的问题，其一是计算效率的严重下降，其二是边界条件的离散困难。

定义时空网格

T∆x,∆y,∆t = T∆x,∆y ⊗ T∆t ≡ {(xj , yk, t
n)}∀n∀j∀k, UkX8eV

9e 第二章 热传导方程

其中 ∆x 和 ∆y 分别是 x 方向和 y 方向的空间步长，∆t 是时间步长。显然，

它是二维空间网格

T∆x,∆y = T∆x ⊗ T∆y ≡ {(xj , yk)}∀j∀k UkX8dV

和时间网格 T∆t = {tn}∀n 的笛卡尔乘积。通常，T∆x,∆y 也是笛卡尔乘积型网

格，两族网格线分别平行于两个空间坐标轴。默认 T∆x,∆y,∆t 是等距的时空网

格，两个方向的网比记作

µx = ∆t/(∆x)2, µy = ∆t/(△y)2. UkX83V

在网格点 (xj , yk, tn)，真解用 [u]njk 来表示，数值解用 un
jk 来表示。换言之，

空间信息采用双下标标注方法。

! 论题 kXR8X 构造二维扩散方程 UkX88V 的加权平均格式和 .m 6Q`i@
6`�MF2H 格式。

答：逐维离散技术也适用于高维扩散方程。换言之，沿着各自的方向离散

偏导数，可得二维加权平均格式

un+1
jk = un

jk + θ
[
µxaδ

2
xu

n+1
jk + µybδ

2
yu

n+1
jk

]

+(1− θ)
[
µxaδ

2
xu

n
jk + µybδ

2
yu

n
jk

]
,

UkX8NV

其中 θ ∈ [0, 1] 是给定的权重。当 θ 是 0, 1/2 和 1 时，它依次称为二维全显格

式、二维 *`�MF@LB+QHbQM 格式和二维全隐格式。

类似地，二维 .m 6Q`i@6`�MF2H 格式定义为

un+1
j,k = un−1

j,k + µxa
[
un
j−1,k − un−1

j,k − un+1
j,k − un

j+1,k

]

+ µyb
[
un
j,k−1 − un−1

j,k − un+1
j,k − un

j,k+1

]
.

UkXeyV

换言之，二维 _B+?�`bQM 格式的中心点值被上下两个时间层的算术平均值所

替代。 !
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相容性、稳定性和收敛性概念的基本含义同空间维数无关，相应的 G�t@
_B+?iKv2` 等价定理依旧成立：设线性偏微分方程的定解问题是适定的。若线

性差分格式是相容的，则稳定性和收敛性是彼此等价的，且收敛阶不会低于

相容阶。对于高维差分格式，我们依旧重点讨论相容性和稳定性概念，跳过收

敛性概念的严格论证。

事实上，空间维数仅仅影响离散范数的具体定义而已。例如，基于时空网

格 UkX8eV，二维（空间）网格函数 un = {un
jk}∀j∀k 的（二维）最大模和 G2 模

分别定义为

∥un∥∞ = K�t
∀j∀k

|un
jk|, ∥un∥2 =

(∑

∀j

∑

∀k
(un

jk)
2∆x∆y

)1/2
. UkXeRV

! 论题 kXReX 给出二维加权平均格式 UkX8NV 的局部截断误差阶。

答：将二维扩散方程 UkX88V 的真解 [u] 代入到差分方程 UkX8NV，等号两侧

的差距就是局部截断误差，即

τnjk ≡
[u]n+1

jk − [u]njk
∆t

− θ
[ a

(∆x)2
δ2x[u]

n+1
jk +

b

(∆y)2
δ2y[u]

n+1
jk

]

−(1− θ)
[ a

(∆x)2
δ2x[u]

n
jk +

b

(∆y)2
δ2y[u]

n
jk

]
. UkXekV

由于二维加权平均格式具有典型的逐维离散思想，它的局部截断误差就是偏

导数离散的局部截断误差叠加在一起。利用 h�vHQ` 展开技术，可知

τnjk = O((∆x)2 + (∆y)2 + (2θ − 1)∆t+ (∆t)2).

因此，当 θ ̸= 1/2 时，二维加权平均格式 UkX8NV 具有 (2, 2, 1) 阶局部截断误

差。当 θ = 1/2 时，它对应 *L 格式，具有 (2, 2, 2) 阶局部截断误差。 !

! 论题 kXRdX 给出 UkX8NV 最大模稳定的充分条件。

答：既然离散对象具有最大模原理，数值格式也应当满足离散最大模原

理。仿照前面的讨论，将 UkX8NV 改写为
[
1 + 2θ(µxa+ µyb)

]
un+1
jk = · · ·+

[
1− 2(1− θ)(µxa+ µyb)

]
un
jk,

93 第二章 热传导方程

其中省略部分的差分系数都是非负的。若时间步长满足

µxa+ µyb ≤
1

2(1− θ)
, UkXejV

则等号右端的差分系数都是非负的，满足离散最大模原理。因此，数值解满足

∥un+1∥∞ ≤ ∥un∥∞，相应的二维加权平均格式 UkX8NV 具有最大模稳定性。 !

! 论题 kXR3X 给出二维加权平均格式 UkX8NV 的 G2 模稳定性。

答：设 ℓ1 和 ℓ2 是任意实数，对应两个空间的波数。将二维模态解

un
jk = λneB(jℓ1∆x+kℓ2∆y) UkXe9V

代入到二维加权平均格式 UkX8NV，简单计算可得增长因子

λ = λ(ℓ1, ℓ2) =
1− 4(1− θ)s

1 + 4θs
, UkXe8V

其中 s = µxa bBM2(ℓ1∆x/2) + µyb bBM2(ℓ2∆y/2)。

标量双层格式 G2 模稳定的充要条件Rd，依旧是著名的 pQM L2mK�MM 条

件，即

|λ(ℓ1, ℓ2)| ≤ 1 + C∆t, ∀ℓ1, ∀ℓ2, UkXeeV

其中界定常数 C ≥ 0 同 ∆x,∆t, ℓ1, ℓ2 和 n 均无关。若增长因子没有显式含有

时间步长 ∆t，则只需考虑严格的 pQM L2mK�MM 条件

|λ(ℓ1, ℓ2)| ≤ 1, ∀ℓ1, ∀ℓ2. UkXedV

注意到 UkXe8V，二维加权平均格式 G2 模稳定的充要条件是严格的 pQM L2m@
K�MM 条件。由于 s ∈ [0, µxa+ µyb]，相应的等价条件是

(1− 2θ)(µxa+ µyb) ≤
1

2
. UkXe3V

Rd当然，6Qm`B2` 方法也可以推广到向量型格式或者多层格式。此时，增长因子变为增长矩阵。

相应的 pQM L2mK�MM 条件仅仅是格式按 G2 模稳定的必要条件。必要条件能否成为充分条件，

需要合适的 E`2Bbb 矩阵定理来验证。
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换言之，当 θ ≥ 1/2 时，偏隐格式（包括 *L 格式和全隐格式）无条件 G2 模

稳定。当 θ < 1/2 时，偏显格式（包括全显格式）有条件 G2 模稳定。 !

对于高维扩散方程而言，显式格式的时间推进受到严重限制，在计算效

率上缺乏竞争力。但是，隐式格式的数值求解需要付出额外的代价，相应的快

速求解研究成为一个重要方向。

交替方向隐式（�Hi2`M�iBp2 .B`2+iBQM AKTHB+Bi，简称 �.A）方法和局部

一维化（GQ+�H PM2 .BK2MbBQM�H，简称 GP.）方法都属于分数步长方法，可

以实现快速求解的目标。它们的共同点是将二维差分格式近似转化为一组“具

有一维求解属性”的差分格式，提升单步时间推进的效率。时至今日，它们已

经划归到算子分裂（PT2`�iQ` aTHBiiBM;）方法的框架。

�.A 格式

S2�+2K�M 和 _�+?7Q`/（S_）格式是 S2�+2K�M 和 _�+?7Q`/ 在模拟石油

储藏模型时，为解决二维 *L 格式的计算效率而最早提出的。在二维 *L 格式

的等号右端添加修正项 1
4µxµyabδ2xδ

2
y(u

n − un+1)，差分方程不仅保持 (2, 2, 2)

阶局部截断误差，而且具有漂亮的（因式分解）形式R3

[
− 1

2
µxaδ

2
x

][
− 1

2
µybδ

2
y

]
un+1

=
[

+
1

2
µxaδ

2
x

][
+

1

2
µybδ

2
y

]
un,

UkXeNV

其中 是恒等算子。引进辅助网格函数 un+1/2，将 UkXeNV 分裂为两步，即得

著名的 S_ 格式RN：

[
− 1

2
µxaδ

2
x

]
un+ 1

2 =
[

+
1

2
µybδ

2
y

]
un, UkXdy�V

[
− 1

2
µybδ

2
y

]
un+1 =

[
+

1

2
µxaδ

2
x

]
un+ 1

2 . UkXdy#V

R3略去网格函数的空间下标。
RN.X qX S2�+2K�M �M/ >X >X C` _�+?7Q`/- h?2 MmK2`B+�H bQHmiBQM Q7 T�`�#QHB+ �M/

2HHBTiB+ /Bz2`2MiB�H 2[m�iBQMb- CX aQ+X AM/mbiX �TTHX J�i?X- j URN88V- k3Ĝ9R

8y 第二章 热传导方程

由于时间上标出现分数，它也被称为分数步长方法。

un+1/2 仅仅是辅助函数而已，同中间时刻的真解 [u]n+1/2 无直接关系。

但是，若将 un+1/2 视为 [u]n+1/2 的某种逼近，则 S_ 格式的两步可以直观地

解释为两个“半步时间”的推进过程：

RX UkXdy�V 可视为 tn 到 tn+1/2 = tn +∆t/2 的计算过程，其中 x 方向采用

全隐方式，y 方向采用全显方式。相应的时间推进距离是 ∆t/2。

kX UkXdy#V 可视为 tn+1/2 到 tn+1 的计算过程，其中 x 方向采用全显方式，

y 方向采用全隐方式。相应的时间推进距离是 ∆t/2。

事实上，�.A 方法的名程就源于此。

! 论题 kXRNX 讨论 S_ 格式 UkXdyV 的 G2 模稳定性。

答：设 ℓ1 和 ℓ2 是任意实数，分别对应两个方向的波数。将模态解

um
j,k = ûmeB(ℓ1j∆x+ℓ2k∆y), m = n, n+ 1/2,

代入到 S_ 格式 UkXdyV 或与其等价的 UkXeNV，可得相应的增长因子

λ(ℓ1, ℓ2) =
1− 2µyb bBM2( 12ℓ2∆y)

1 + 2µxa bBM2( 12ℓ1∆x)
·
1− 2µxa bBM2( 12ℓ1∆x)

1 + 2µyb bBM2( 12ℓ2∆y)
.

对于任意的网比 µ > 0，严格的 pQM L2mK�MM 条件都成立。因此，S_ 格式

无条件 G2 模稳定。 !

在相容性和 G2 模稳定性方面，二维 S_ 格式 UkXdyV 和二维 *L 格式难

分伯仲。但是，在计算效率方面，二维 S_ 格式 UkXdyV 具有绝对优势，计算

复杂度的下降程度达到开根号量级。

由于显著的高效性，S_ 格式的设计思想引起数值工作者的浓厚兴趣。各

式各样的 �.A 格式被相继提出，重要成果包括二维扩散方程 UkX88V 的 .Qm;H�b



kXd 高维扩散方程 8R

格式ky

un+ 1
2 − un =µxaδ

2
x
un+ 1

2 + un

2
+ µybδ

2
yu

n, UkXdR�V

un+1 − un =µxaδ
2
x
un+ 1

2 + un

2
+ µybδ

2
y
un + un+1

2
. UkXdR#V

显然，前后两步分别对应逐行扫描和逐列扫描过程，具有同二维 S_ 格式一

样的计算效率。

! 论题 kXkyX 二维 .Qm;H�b 格式 UkXdRV 同二维 S_ 格式 UkXdyV 等价。

答：消去 .Qm;H�b 格式的辅助网格函数即可。由 UkXdR�V 可知
[

− 1

2
µxaδ

2
x

][
un+ 1

2 − un
]
=

[
µxaδ

2
x + µybδ

2
y

]
un. UkXdkV

将 .Qm;H�b 格式的两个差分方程相减，有

un+1 − un+ 1
2 =

1

2
µybδ

2
y

[
un+1 − un

]
, UkXdjV

从而

un+ 1
2 − un =

[
− 1

2
µybδ

2
y

][
un+1 − un

]
.

将其代入到 UkXdkV 的左端，可得
[

− 1

2
µxaδ

2
x

][
− 1

2
µybδ

2
y

][
un+1 − un

]
=

[
µxaδ

2
x + µybδ

2
y

]
un.

简单整理可知，它就是二维 S_ 格式在分裂之前的表达形式 UkXeNV。命题得

证。 !

因此说，二维 .Qm;H�b 格式同二维 S_ 格式的理论性质和数值表现是完

全相同的。但是，它们的数值实现过程还是略有区别的。二维 .Qm;H�b 格式

需要额外的存储空间，来记录辅助网格函数的信息。换言之，同二维 S_ 格式

相比，二维 .Qm;H�b 格式没有任何数值优势。但是，当它们的思想被推广到

三维扩散问题的时候，三维 .Qm;H�b 格式不再等价三维 S_ 格式，具有相应

的数值优势。

kyCX C`X .Qm;H�b- �Hi2`M�iBM; /B`2+iBQM K2i?Q/b 7Q` i?`22 bT�+2 p�`B�#H2b- LmK2`X J�i?X-
9 URNekV- 9RĜej

8k 第二章 热传导方程

局部一维化方法

最初思想源于前苏联学者 "�;`BMQpbFBB 和 :Q/mMQp URN8dV，主要研究结

果由 u�M2MFQ（RN8N）完成。在 u�M2MFQ URNe8V 的论著中，GP. 方法被称为

“分数步长方法”。

GP. 方法具有扎实的理论基础和物理背景。设相应的时间区间是 [0, T ]。

给定正整数 N，构造 [0, T ] 的等距离散网格

T∆t = {tn = n∆t}Nn=0,

其中 ∆t = T/N 是时间步长。记 tn+1/2 = (tn + tn+1)/2 是中间时刻。保持空

间变量的连续性，考虑（时间）半离散问题：

RX 定义 u∆t(x, y, 0) = u(x, y, 0)，保持初值的一致性；

kX 对 n = 0 : N − 1，依次求解两个“具有一维结构”的二维偏微分方程定解

问题

1

2
u∆t
t = au∆t

xx , t ∈ (tn, tn+
1
2 ]; UkXd9�V

1

2
u∆t
t = bu∆t

yy , t ∈ (tn+
1
2 , tn+1]. UkXd9#V

简单计算可知 u∆t(x, y, T ) = u(x, y, T )。事实上，半离散问题可以解读为热量

传导的逐维分解，符合物理学的基本定律。

半离散问题 UkXd9V 的各种数值格式，都称为二维热传导方程 UkX88V 的

GP. 格式。例如，利用 *L 格式，可得经典 GP. 格式
(

− 1

2
µxaδ

2
x

)
un+ 1

2 =
(

+
1

2
µxaδ

2
x

)
un, UkXd8�V

(
− 1

2
µybδ

2
y

)
un+1 =

(
+

1

2
µybδ

2
y

)
un+ 1

2 . UkXd8#V

! 论题 kXkRX 对于纯初值问题或周期边值问题，有

δ2xδ
2
y = δ2yδ

2
x, UkXdeV
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即二阶差分算子可交换。此时，GP. 格式 UkXd8V 同 S_ 格式 UkXdyV 是等价

的，无条件具有 G2 模稳定性和 (2, 2, 2) 阶局部截断误差。

答：将算子 − 1
2µxaδ2x 作用到 UkXd8#V，利用 UkXd8�V 进行整理，即可得

到两个格式的等价性。 !

GP. 方法常常用于预测校正格式的预测值计算。例如，二维扩散方程

UkX88V 的 u�M2MFQ 格式是

un+ 1
4 = un +

1

2
µxaδ

2
xu

n+ 1
4 , UkXdd�V

un+ 1
2 = un+ 1

4 +
1

2
µybδ

2
yu

n+ 1
2 , UkXdd#V

un+1 = un + µxaδ
2
xu

n+ 1
2 + µybδ

2
yu

n+ 1
2 . UkXdd+V

! 论题 kXkkX 若 δ2xδ
2
y = δ2yδ

2
x，则 u�M2MFQ 格式 UkXddV 同二维 .Qm;H�b

（或 S_）格式是等价的。

答：利用 u�M2MFQ 格式的前两式，消去 un+1/4，得到

(
− 1

2
µxaδ

2
x

)(
− 1

2
µybδ

n
y

)
un+ 1

2 = un.

将其代入到 u�M2MFQ 格式的最后一式，可得

un+1 − un =
(
µxδ

2
x + µybδ

2
y

)(
− 1

2
µybδ

n
y

)−1(
− 1

2
µxaδ

2
x

)−1
un.

将算子 ( − 1
2µxaδ2x)( − 1

2µybδny ) 作用到上式，利用 δ2xδ
2
y = δ2yδ

2
x 可得

(
− 1

2
µxaδ

2
x

)(
− 1

2
µybδ

n
y

)
(un+1 − un) =

(
µxaδ

2
x + µybδ

2
y

)
un.

因此，u�M2MFQ 格式等价于二维 .Qm;H�b（或 S_）格式，具有 (2, 2, 2) 阶局

部截断误差，并且按 G2 模是无条件稳定的。 !

第 j 章
线性双曲型方程

粗略地讲，抛物型方程的数值离散技巧和理论分析方法，也同样适用于双曲

型方程。双曲型方程本身缺乏耗散机制，可以同时存在光滑解和间断界面，相

应的数值困难更为突出。

jXR 迎风格式和 G�t@q2M/`Qz 格式
本节介绍线性常系数对流方程

ut + aux = 0 UjXRV

的迎风（mTrBM/）格式和 G�t@q2M/`Qz（Gq）格式。它们的数值表现截然不

同，可以反映出双曲型方程的典型困难。

jXRXR 迎风格式

最易想到的方法是用向前差商离散时间导数 [ut]nj ，同时用中心差商离散

空间导数 [ux]nj ，建立对流方程 UjXRV 的中心差商显格式

un+1
j = un

j − 1

2
νa(un

j+1 − un
j−1). UjXkV

虽然无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差，它是无条件线性 G2 模不稳定的。换

言之，对于任意的网比 ν，它都是 G2 模不稳定的。

主要有两种解决方案。放弃高阶相容的中心差商离散，采用低阶相容的

单侧差商离散，可得 UjXRV 的偏心格式

un+1
j = un

j − νa∆±xu
n
j ,

89
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分别称为左偏心格式或右偏心格式。基于单侧差商离散，它仅仅具有 (1, 1) 阶

局部截断误差。在对流方程 UjXRV 中，a 的符号指明了流动的方向。若 a > 0，

则流动从左到右，左侧是上游方向；若 a < 0，则流动从右到左，右侧是上游

方向。因此，下面两种状态的偏心格式

un+1
j = un

j − νa∆−xu
n
j , a > 0, UjXj�V

un+1
j = un

j − νa∆+xu
n
j , a < 0, UjXj#V

称为迎风格式，因为其空间方向的离散模版均处于上游方向。

! 论题 jXRX 迎风格式 UjXjV 有条件具有 G2 模稳定性。

答：以UjXj�V为例。代入模态解 un
j = λneBkj∆x，可得增长因子

λ = λ(k) = 1− νa(1− e−Bk∆x).

分离 λ 的实部和虚部，简单计算可得

|λmTr|2 = 1− 4νa(1− νa) bBM2
(1
2
k∆x

)
.

当且仅当 0 < νa ≤ 1 时，严格的 pQM L2mK�MM 条件成立，迎风格式 UjXj�V
具有 G2 模稳定性。 !

若偏心方向指向下游，则偏心格式是无条件线性不稳定的。因此说，在迎

风格式 UjXjV 中，流动方向的准确判定是非常必要的。

jXRXk G�t@q2M/`Qz 格式
基于中心差商显格式的离散模版，可以构造二阶的 Gq 格式R

un+1
j = un

j − 1

2
νa(un

j+1 − un
j−1) +

1

2
ν2a2δ2xu

n
j . UjX9V

它蕴含相当丰富的数值设计思想，例如时间 h�vHQ` 方法、待定系数方法、特

征线方法和数值黏性修正方法等等。

RSX . G�t �M/ "X q2M/`Qz- avbi2K Q7 +QMb2`p�iBQM H�rb- *QKKmMX Sm`2 �TTHX J�i?X-
Rj URNeyV- kRd@kjdX
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! 论题 jXkX 利用时间 h�vHQ` 方法，构建 Gq 格式 UjX9V。

答：利用时间方向的 h�vHQ` 展开公式，有

[u]n+1
j = [u]nj +∆t[ut]

n
j +

1

2
(∆t)2[utt]

n
j +O((∆t)3).

利用微分方程 UjXRV，将时间导数转化为空间导数，有

[ut]
n
j = − [aux]

n
j = − a

2∆x
∆0x[u]

n
j +O((∆x)2),

[utt]
n
j = a2[uxx]

n
j =

a2

(∆x)2
δ2x[u]

n
j +O((∆x)2),

其中空间导数利用中心差商进行离散。综上所述，有

[u]n+1
j = [u]nj − νa

2
∆0[u]

n
j +

(νa)2

2
δ2x[u]

n
j +O((∆x)2∆t+ (∆t)3).

略去无穷小量，用数值解替换真解，即得 Gq 格式 UjX9V。构造过程清楚地表

明：Gq 格式无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。 !

! 论题 jXjX 当且仅当 |νa| ≤ 1 时，Gq 格式 UjX9V 具有 G2 模稳定性。

换言之，其稳定性结论同 a 的符号无关。

答, 简单计算可得增长因子

λ(k) = 1− Bνa bBM ξ − 2ν2a2 bBM2
(1
2
ξ
)
,

其中 ξ = k∆x。分离相应的实部和虚部，可得

|λ(k)|2 =
[
1− 2ν2a2 bBM2

(1
2
ξ
)]2

+
[
2νa bBM

(1
2
ξ
)

+Qb
(1
2
ξ
)]2

= 1− 4ν2a2(1− ν2a2) bBM4
(1
2
ξ
)
. UjX8V

当且仅当 |νa| ≤ 1 时，严格的 pQM L2mK�MM 条件成立，Gq 格式 UjX9V 具有

G2 模稳定性。 !
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当 |νa| ≤ 1 时，迎风格式 UjXjV 满足离散最大模原理，故而具有最大模稳

定性。但是，当 0 < |νa| < 1 时，Gq 格式 UjX9V 的右端出现负系数，离散最

大模原理不再成立。数值实验和理论分析均表明：除非 |νa| = 1，Gq 格式不

具有最大模稳定性。

" 注释 jXRX 当 0 < |νa| < 1 时，Gq 格式 UjX9V 满足k

∥un∥∞ ≤ Cn
1
12 ∥u0∥∞,

其中界定常数 C 同 ∆x,∆t 和 n 均无关。数值解趋于无穷的速度较慢，常常

被误读为最大模有界。

jXk 稳定性分析方法

jXkXR 数值黏性方法

迎风格式 UjXjV 可以视为中心差商显格式的黏性修正。利用绝对值的运算

性质

K�t(a, 0) = 1

2
(a+ |a|), KBM(a, 0) = 1

2
(a− |a|),

迎风格式 UjXjV 可以统一写作

un+1
j − un

j

∆t
+ a

un
j+1 − un

j−1
2∆x

=
|a|∆x

2

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

(∆x)2
. UjXeV

同中心差商显格式 UjXkV 相比较，UjXeV 的等号右端就是新增的数值黏性（修

正）项，其中 1
2 |a|∆x 称为数值黏性系数，可以随着网格加密而消失。

类似地，Gq 格式 UjX9V 也可视为中心差商显格式的修正，相应的数值黏

性系数是 1
2 |a|

2∆t。

kaX G�`bbQM �M/ oX h?QKû2- S�`iB�H .Bz2`2MiB�H 1[m�iBQMb rBi? LmK2`B+�H J2i?Q/b-
aT`BM;2`@o2`H�; "2`HBM >2B/2H#2`;- kyyj
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上述论证表明：迎风格式和 Gq 格式的构造过程，相当于利用二阶相容

的中心差商离散带有数值黏性的对流扩散方程

ut + aux =
1

2
|a|∆xuxx, ut + aux =

1

2
|a|2∆tuxx.

事实上，它们分别称为迎风格式和 Gq 格式的修正方程。相比于对流方程

UjXRV，迎风格式和 Gq 格式更加靠近相应的修正方程，数值格式的性质可以

用修正方程的性质来“描述”。由微分方程理论或者 6Qm`B2` 理论可知，对流扩

散方程

ut + aux = buxx, b > 0

的扩散系数 b 越大，简谐波的衰减速度越快，微分方程的适定性表现越好。综

上所述，可以断言：若数值黏性系数越大，则数值稳定性表现越好。例如，当

|νa| ≤ 1 时，Gq 格式的数值黏性系数弱于迎风格式，其数值稳定性表现也弱

于迎风格式。后面的数值实验将会表明，Gq 格式产生虚假的数值震荡，而迎

风格式却没有。

强调指出，数值黏性的增加可以增加稳定性，却有可能导致相容性的下

降，例如 Gq 格式是二阶相容，而迎风格式是一阶相容。

" 注释 jXkX 上述论证过程过于粗糙，没有给出差分格式稳定的时空约

束条件。更多的细节参见 Ȝ �X 的修正方程方法。

jXkXk *6G 方法
直接利用物理的流动观点或者数学的特征线理论进行诠释，迎风格式和

Gq 格式的稳定性结论是显而易见的。

早在 RNk3 年，*Qm`�Mi、6`B/`B+?b 和 G2rv 三位学者就已经提出著名的

结论j：设差分方程同微分方程是相容的。若其稳定，则必然满足 *6G 条件✎
✍

☞
✌

微分方程的依赖区域必须包含于差分方程的依赖区域，至少当 ∆x

和 ∆t 趋于零的时候。

j_X *Qm`�Mi- EX 6`B2/`B+?b �M/ >X G2rv- ɂ#2` /B2 T�`iB2HH2M /Bz2`2Mx2M;H2B+?mM;2M /2`
K�i?2K�iBb+?2M T?vbBF- J�i?X �MM�HX- Ryy URNk3V- jk@d9X
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换言之，*6G 条件是相容格式具有稳定性的必要条件。它具有简单直接的特

性，被广泛地应用于双曲型方程数值方法的研究。

! 论题 jX9X 设 a > 0，给出两个偏心格式的 *6G 条件。

答：考虑单步推进的 *6G 条件即可。不妨以网格点 (xj , tn+1) 为参考点。

在前一时刻 tn，左偏心格式 UjXj�V 的数值依赖区域是 [xj−∆x, xj ]，而 S.1 的

依赖区域是点集 {xj −a∆t}。相应的 *6G 条件是 {xj −a∆t} ⊂ [xj −∆x, xj ]，

即 |a|∆t ≤ ∆x，或者说，相应的 *Qm`�Mi 数或 *6G 数 γ+7H 必须满足

γ+7H ≡
|a|∆t

∆x
≤ 1. UjXdV

它恰好就是 6Qm`B2` 方法给出的稳定性条件。

类似地，右偏心格式 UjXj#V 在右侧方向依次展开一个空间网格，不包含

对流方程的依赖区域。换言之，*6G 条件不成立，右偏心格式是不稳定的。!

! 论题 jX8X 给出 Gq 格式的 *6G 条件。

答：在单步推进中，Gq 格式在两侧方向均展开一个空间网格。因此，相

应的 *6G 条件也是 UjXdV，就是 6Qm`B2` 方法给出的稳定性条件。 !

对于偏心格式和 Gq 格式而言，由 *6G 方法和 6Qm`B2` 方法给出的稳定

性结论是相同的。但是，要强调指出：*6G 条件只是格式稳定的必要条件，且
稳定性概念没有明确指出具体的离散范数。例如，满足 *6G 条件 UjXdV 的中

心差商显格式就是不稳定的，即使在较弱的 G2 模度量之下；此外，满足 *6G
条件的 Gq 格式具有 G2 模稳定性，却不具有最大模稳定性。

jXkXj 单调格式与数值震荡

基于行波解结构可知，对流方程 UjXRV 具有单调保持性质：若初值是单调

的，则真解将一直保持相同的单调性。理想的差分格式

un+1
j =

r∑

s=−l
αsu

n
j+s, ∀j∀n, UjX3V

ey 第三章 线性双曲型方程

应当具有相同的性质：若数值初值是单调的，则数值解将一直保持相同的单

调性。否则，单调性刻画出现错误，数值震荡现象随之产生。因此说，单调保

持性质是非常重要的，它是数值格式避免数值震荡的前提条件。

单调保持性质同差分系数的符号有关。假设数值格式 UjX3V 存在负系数，

不妨设 αℓ < 0。取单增的初值函数

u0
j =

{
0, j ≤ ℓ,

1, j > ℓ.

将其代入到差分方程 UjX3V，简单计算可知

u1
1 − u1

0 =
r∑

s=−l
αs

[
u0
1+s − u0

s

]
= αℓ < 0.

换言之，数值解不再保持单增性质，出现虚假的数值震荡。基于上述事实，数

值工作者提出单调格式的概念。

! 定义 jXRX 若差分系数 {αs}rs=−l 都是非负的，则称差分方程 UjX3V 是

单调格式。有时，也称作正格式。

显然，当 *6G 条件成立时，迎风格式 UjXjV 是单调格式；但是，Gq 格

式 UjX9V 不是单调格式，除非 νa = ±1。

定理 jXRX 单调格式具有单调保持性质；反之亦然。

证明：利用简单的数学归纳，即证。 !

相容的单调格式具有凸组合的系数结构，当前时刻数值解必是前一时刻

数值解的凸组合。因此，最小值不减，最大值不增。换言之，相容的单调格式

满足离散最大模原理，具有最大模稳定性。

单调格式存在严重的缺点，就是它的相容阶不高。相关结论收录在下面

的 :Q/mMQp 定理9。

9�X >�`i2M- CX JX >vK�M �M/ SX .X G�t- PM i?2 }MBi2 /Bz2`2M+2 �TT`QtBK�iBQM �M/
2Mi`QTv +QM/BiBQMb 7Q` b?Q+Fb- *QKKX Sm`2 �TTHX J�i?X- kN URNdeV- kNd@jkR



jXk 稳定性分析方法 eR

定理 jXkX 单调格式 UjX3V 至多具有一阶局部截断误差。

证明：设它是相容的。利用 h�vHQ` 展开技术可知，其局部截断误差是

τnj =
∆x

2ν

[
a2ν2 −

r∑

s=−l
s2αs

]
[uxx]

n
j +O((∆t)2 + (∆x)3/∆t).

对于单调格式而言，差分系数 {αs}rs=−l 都是非负的。利用 *�m+?v@a+?r�`ix
不等式可知

a2ν2 =

[
r∑

s=−l
sαs

]2

≤
r∑

s=−l
s2αs

r∑

s=−l
αs =

r∑

s=−l
s2αs.

等号成立的条件是 {αs}rs=−l 只有一个非零系数；此时，相应的差分方程没有

任何实际价值，无需考虑。换言之，在通常情况下，

a2µ2 −
r∑

s=−l
s2αs ̸= 0,

因此单调格式的局部截断误差至多一阶。定理得证。 !

:Q/mMQp 定理表明：高阶相容的线性格式必定存在负系数，数值震荡现

象是不可避免的。要建立高阶无震荡格式，我们必须跳出单调格式的框架。

jXkX9 数值色散分析

产生数值震荡的根本原因，是各种波数（或频率）的数值简谐波具有不同

的传播速度。6Qm`B2` 方法的（数值）增长因子蕴含许多信息，例如振幅变化

率、相位速度和传播速度等。这个过程统称为数值色散分析8。

在微分系统和差分系统中，初始时刻的单位简谐波 u(x, 0) = eBkx 具有

不同的表现。显然，对流方程 UjXRV 的真解是 u(x, t) = eB(kx+ωt)- 其相位速度

8GX LX h`272i?2M- :`QmT p2HQ+Biv BM }MBi2 /Bz2`2M+2 b+?2K2- aA�J _2pX- k9 URN3kV-
RRj@RjeX
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ω = ω(k) = −ak 是线性的，没有色散现象。利用分离变量方法或 6Qm`B2` 方

法，差分格式 UjX3V 的数值解是

un
j = eB(kj∆x+ω⋆n∆t) = [λ(k)]neBkj∆x, UjXNV

其中 ω⋆ = ω⋆(k) 称为广义数值色散关系，λ(k) 是增长因子。注意到

λ(k) = eBω⋆(k)∆t = e−ω
⋆
AK(k)∆t · eBω⋆

_2(k)∆t = |λ(k)|eB �`; λ(k),

可知

|λ(k)| = e−ω
⋆
AK(k)∆t, �`;λ(k) = ω⋆

_2(k)∆t UjXRyV

分别表示推进 ∆t 的振幅变化率，和相位改变量。换言之，增长因子蕴含丰富

的数值波动信息。

RX 增长因子的模决定数值耗散性质。

Ç 若 ω⋆(k) 的虚部为正，则相应的简谐波振幅（或者能量）将会衰减，

形成数值耗散现象。此时，差分格式称为有耗散的。

通常，在双曲方程的差分格式中，高波数简谐波承受更强的数值耗

散。格式的稳定性结论主要取决于低波数简谐波的数值表现。

Ç 若 ω⋆(k) 的虚部为负，则相应的简谐波振幅将会膨胀，形成反数值

耗散现象。若反数值耗散现象极其严重，破坏了 pQM L2mK�MM 条

件，则 G2 模稳定性也将丧失。

Ç 若 ω⋆(k) 的虚部是零，则相应的简谐波振幅保持不变。若 ω⋆(k) 恒

为实数，则差分格式称为无耗散的。

kX 增长因子的辐角决定数值色散性质。数值相位速度

�`;λ(k)/∆t = ω⋆
_2(k), UjXRRV

或者利用相位速度相对误差

ω⋆
_2(k)

ω(k)
− 1 = −�`;λ(k)

ka∆t
− 1, UjXRkV
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均可以说明数值简谐波同真实简谐波的传播快慢。换言之，若 UjXRkV 为

正（负），则数值简谐波超前（滞后）于真实简谐波。

通常，数值相位速度 UjXRRV 是非线性的，不同波数的数值简谐波具有不同波

速，产生数值色散现象。在无耗散格式中，数值色散现象尤其突出。

由于数值色散现象，数值解的整体波形可能出现明显变化。若出现虚假

的数值震荡现象e，其位置可以采用如前判断：若 UjXRkV 恒正（负），则数值震

荡出现在波前（后）。

! 论题 jXeX 在 Gq 格式中，数值震荡必然出现在波后。

答：假设 ξ 足够小，或者说数值简谐波具有较低的波数，在空间网格上

具有较高的辨识度。利用 h�vHQ` 展开技术，有

�`;λ(k) = − �`+i�M
[ νa bBM ξ
1− 2ν2a2 bBM2 1

2ξ

]

= − νaξ
[
1− 1

6
(1− ν2a2)ξ2 + · · ·

]
. UjXRjV

在方括号内，数字 1 后面的部分就是相位速度相对误差。当 ν|a| < 1 时，它

是非正的。数值传播速度低于真实传播速度，数值震荡出现在波后。 !

jXj 双曲型方程组

设 m(x, t) = (u1, u2, . . . , um)⊤ 是向量值函数，A 是给定的 m 阶实矩阵。

考虑线性常系数偏微分方程组

mt + Amx = 0. UjXR9V

若 A 的特征值 {dℓ}mℓ=1 都是实数，且（右）特征向量 {`ℓ}mℓ=1 线性无关，则

称 UjXR9V 是双曲型的。

e数值色散不一定产生数值震荡，例如单调的迎风格式。

e9 第三章 线性双曲型方程

换言之，矩阵 A 具有特征分解 A = RDR−1- 其中 D = /B�;{dℓ}mℓ=1 是特

征值构成的对角阵，R = (`1, · · · , `m) 是特征向量构成的相似变换阵。令

D⊕ = /B�;{K�t(dℓ, 0)}mℓ=1, D⊖ = /B�;{KBM(dℓ, 0)}mℓ=1,

定义矩阵 A 的正（负）部和绝对值

A⊕ = RD⊕R−1, A⊖ = RD⊖R−1, |A| = A⊕ − A⊖ = R|D|R−1. UjXR8V

! 论题 jXdX 构造双曲型方程组 UjXR9V 的迎风格式。

答：利用特征分解，由 UjXR9V 可以得到完全解耦的双曲型方程组

pt + Dpx = 0, UjXReV

其中 p 是 m 在特征（向量）空间 bT�M{`1, · · · , `m} 的投影坐标，即

p = R−1m = (v1, v2, . . . , vm)⊤.

换言之，有 (vℓ)t + dℓ(vℓ)x = 0。利用标量方程的迎风离散技术，写出相应的

差分方程

(vℓ)
n+1
j = (vℓ)

n
j − νK�t(dℓ, 0)

[
(vℓ)

n
j − (vℓ)

n
j−1

]

−νKBM(dℓ, 0)
[
(vℓ)

n
j+1 − (vℓ)

n
j

]
,

UjXRdV

其中 ℓ = 1 : m。将它们整合起来，UjXReV 的迎风格式可以简述为

pn+1
j = pn

j − νD⊕
[
pn
j − pn

j−1

]
− νD⊖

[
pn
j+1 − pn

j

]
. UjXR3V

将 p 变换到 m，可得双曲型方程组 UjXR9V 的迎风格式

mn+1
j = mn

j − νA⊕
[
mn
j − mn

j−1

]
− νA⊖

[
mn
j+1 − mn

j

]
. UjXRNV

由于表达形式同标量方程的 *A_ 格式基本相同，故而也称为 *A_ 格式。 !
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事实上，矩阵的特征分解隐含着“通量分裂技术”的基本思想，即

Am ≡ 7(m) = 7⊕(m) + 7⊖(m) ≡ A⊕m + A⊖m.

由于通量函数 7⊕(m) 和 7⊖(m) 均具有明确的上游方向，相应的迎风离散是显

而易见的，让迎风格式 UjXRNV 的构造变得水到渠成。

! 论题 jX3X 建立迎风格式 UjXRNV 的 G2 模稳定性结果。

答：利用 6Qm`B2` 方法或熟知的 G2 模稳定性结论，可知：当且仅当 |dℓ|∆t ≤
∆x 时，差分格式 UjXRdV 具有 G2 模稳定性，即

∥vnℓ ∥2 ≤ ∥v0ℓ∥2, ∀n, ℓ = 1 : m.

注意到 UjXR3V 是完全解耦的，可以断言：当且仅当

ρ(A)∆t = K�t
ℓ=1:m

|dℓ|∆t ≤ ∆x, UjXkyV

差分格式 UjXR3V 具有 G2 模稳定性结论

∥pn∥2 ≤ ∥p0∥2 ≡
( m∑

ℓ=1

∥v0ℓ∥22
) 1

2
, ∀n. UjXkRV

注意到 p = R−1m，两个网格函数的 G2 模要么同时稳定，或者同时不稳定。

事实上，由 UjXkRV 可得

∥mn∥2 ≤ ∥R∥2∥R−1mn∥2 = ∥R∥2∥pn∥2 ≤ ∥R∥2∥p0∥2
= ∥R∥2∥R−1m0∥2 ≤ ∥R∥2∥R−1∥2∥m0∥2,

UjXkkV

即存在界定常数 C = ∥R∥2∥R−1∥2，使得

∥mn∥2 ≤ C∥m0∥2, ∀n. UjXkjV

反之亦然。因此，迎风格式 UjXRNV 具有 G2 模稳定性的充要条件也是 UjXkyV。
!

ee 第三章 线性双曲型方程

在迎风格式中，特征分解是必须的。对于线性变系数（或者半线性）问题，

特征分解需要在每个网格点上执行，消耗大量的 *Sl 时间。因此，无需特征

分解的数值格式更受欢迎，例如 G�t 格式

mn+1
j =

1

2
(mn

j−1 + mn
j+1)−

1

2
νA∆0,xmn

j , UjXk9V

和 Gq 格式

mn+1
j = mn

j − 1

2
νA∆0,xmn

j +
1

2
ν2A2δ2xmn

j . UjXk8V

与标量方程的同名格式相比，它们的表达形式基本相同，仅仅是数 a 变成了

矩阵 A 而已，相应的 G2 模稳定性条件都是 UjXkyV。

jX9 高维对流方程

设 a 和 b 是给定的两个正常数，考虑二维线性常系数对流方程

ut + aux + buy = 0. UjXkeV

设 T∆x,∆y,∆t 是等距的时空网格，其中 ∆x 和 ∆y 是两个空间方向的空间步

长，∆t 是时间步长。对应两个空间方向，相应的网比分别记作 νx = ∆t/∆x

和 νy = ∆t/∆y。

基于一阶空间导数的迎风离散策略，利用逐维离散化技术，即可轻松地

建立 UjXkeV 的二维迎风格式

un+1
jk = un

jk − νxa
[
un
j,k − un

j−1,k

]
− νyb

[
un
j,k − un

j,k−1

]
. UjXkdV

显然，它无条件具有 (1, 1, 1) 阶局部截断误差。

! 论题 jXNX 为简单起见，设 a = b = 1 且 ∆x = ∆y = h，记 r = ∆t/h，

则二维迎风格式 UjXkdV 可以简写为

un+1
jk = (1− 2r)un

jk + r
[
un
j,k−1 + un

j−1,k

]
. UjXk3V

建立相应的 *6G 条件、G2 模稳定性结论和最大模稳定性结论。
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图 jXR, 数值依赖区域和真实依赖区域

O
✲

A

X
XXXXXXXXXXXX
XXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXX
XXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXX
XXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXX
XX

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
C

✻

B❅
❅
❅

❅
❅
❅

❅❅

$
$

$$

答：任取一个时空网格点，考虑其在 ∆t 回溯之后的依赖区域。真实依赖

区域是以其为顶点的四分之一圆锥，锥底是以 |OC| = ∆t 为半径的扇形区域；

数值依赖区域是以其为顶点的三角锥，锥底是以 |OA| = |OB| = h 为直边的

三角形；参见图 jXR。因此，迎风格式 UjXk3V 的 *6G 条件是扇形区域不超出

直角三角形，即

r ≤ 1/
√
2. UjXkNV

设 ℓ1 和 ℓ2 是任意实数，对应两个方向的波数。将二维模态解

un
jk = [λ(ℓ1, ℓ2)]

neB(ℓ1jh+ℓ2kh)

代入到差分方程 UjXk3V，简单计算，有

|λ(ℓ1, ℓ2)|2 = (1− 2r)2 + 2r2 + 2r(1− 2r)[+Qb(ℓ1h) + +Qb(ℓ2h)]

+ 2r2 +Qb[(ℓ1 − ℓ2)h]

≤ K�t(1, (1− 4r)2), ∀ℓ1, ∀ℓ2.

这是一个简单的二元函数极值问题，具体推导过程略。由于右端上界可以取

到，故而结论是无法改进的。此时，迎风格式 UjXk3V 具有 G2 模稳定性的充要

条件是严格的 pQM L2mK�MM 条件，即

K�t(1, (1− 4r)2) ≤ 1,

e3 第三章 线性双曲型方程

相应的等价条件是 r ≤ 1/2。

当 r ≤ 1/2 时，迎风格式 UjXk3V 的右端系数都是非负的。由离散最大模

原理可知，它具有最大模稳定性。 !

! 论题 jXRyX 构造二维对流方程 UjXkeV 的 Gq 格式。

答：利用时间 h�vHQ` 方法，有

[u]n+1
jk = [u]njk +∆t[ut]

n
jk +

1

2
∆t2[utt]

n
jk +O((∆t)3),

其中对流方程 UjXkeV 蕴含

[ut]
n
jk = − a[ux]

n
jk − b[uy]

n
jk,

[utt]
n
jk = a2[uxx]

n
jk + 2ab[uxy]

n
jk + b2[uyy]

n
jk.

利用中心差商离散空间导数，可得二维 Gq 格式

un+1
jk = un

jk − 1

2
(νxa∆0xu

n
jk + νyb∆0yu

n
jk)

+
1

2
(ν2xa

2δ2xu
n
jk + ν2yb

2δ2yu
n
jk) +

1

4
νxνyab∆0x∆0yu

n
jk.

UjXjyV

它的离散模版共含有九个空间网格点。利用 6Qm`B2` 方法可知，

|νxa| ≤
1

2
√
2
, |νyb| ≤

1

2
√
2

UjXjRV

是二维 Gq 格式 UjXjyV 的 G2 模稳定性条件。同一维 Gq 格式 UjX9V 相比，它

的时空约束条件更加苛刻。 !

二维 Gq 格式 UjXjyV 不是一维 Gq 格式 UjX9V 的直接推广。若采用逐维

离散的思路，可得离散模版更为简洁的差分方程

un+1
jk = un

jk−
1

2
(νxa∆0xu

n
jk + νyb∆0yu

n
jk)

+
1

2
(ν2xa

2δ2xu
n
jk + ν2yb

2δ2yu
n
jk).

UjXjkV

但是，它丧失了时间方向的二阶相容，而且是线性无条件 G2 模不稳定的，没

有应用价值。
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" 注释 jXjX 算子分裂方法可以有效改善高维双曲型方程差分格式的计

算效率，例如 GP. 格式

un+ 1
2 = un − 1

2
νxa∆0xu

n +
1

2
ν2xa

2δ2xu
n, UjXjj�V

un+1 = un+ 1
2 − 1

2
νyb∆0yu

n+ 1
2 +

1

2
ν2yb

2δ2yu
n+ 1

2 UjXjj#V

具有更为宽松的时空约束条件。当然，采用 ai`�M; 镜像策略，数值效果更为

理想。

第 9 章
非线性双曲守恒律

非线性双曲守恒律方程具有广泛的应用背景，例如 1mH2` 方程组和浅水波方

程组等。为简单起见，考虑一维标量非线性双曲守恒律

ut + f(u)x = 0, (x, t) ∈ ℜ × ℜ+, U9XRV

其中 u : ℜ×ℜ+ → ℜ 是未知函数，f : ℜ → ℜ 是连续可微的已知通量函数。即

使初值充分光滑，它也可能演化出激波、稀疏波和接触间断等各种复杂多变

的结构。由于局部光滑程度可能发生突变，用于线性问题的数值格式可能给

出完全错误的计算结果。

9XR 弱解和熵解

即使初值充分光滑，非线性双曲守恒律依旧有可能出现特征线相交的情

形。因此，古典解概念需要进行相应的拓展。

! 定义 9XRX 定义在上半时空平面 ℜ × ℜ+ 且具有紧支集R的无穷光滑函

数全体，构成检验函数空间 H。称可测的有界函数

u(x, t) : ℜ× ℜ+ → ℜ

是双曲守恒律 U9XRV 的弱解，若它对于任意的检验函数 φ(x, t) ∈ H 均成立
∫∫

t≥0
[uφt + f(u)φx]/x/t+

∫

t=0
u0(x)φ(x, 0)/x = 0, U9XkV

其中 u0(x) 是给定的初值。

R取值非零的函数点集闭包是有界的。

dy
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为简单起见，本书的弱解概念仅仅局限于有限片段的古典解。假设某条连

续可微的时空界面曲线

Γ : x = x(t), t ≥ 0 U9XjV

将 ℜ×ℜ+ 划分为左右两块区域，相应的古典解分别记为 u1(x, t) 和 u2(x, t)。

双曲守恒律 U9XRV 的弱解

u(x, t) =

{
u1(x, t), x < x(t),

u2(x, t), x > x(t),
U9X9V

必须满足著名的 _�MFB2 >m;QMBQi（_>）跳跃条件：

s(u+ − u−) = f(u+)− f(u−), U9X8V

其中 s ≡ x′(t) 是界面曲线 Γ 的移动速度，u± = HBKx→x(t)±0 u(x, t) 是两侧函

数的左右（空间）极限。

" 注释 9XRX 事实上，_> 跳跃条件可以由弱解的定义直接导出。它阐述

了双曲守恒律的局部守恒性质，无论时空界面曲线 Γ 两侧的函数是否连续。

弱解是古典解的拓展，但是唯一性常常遭到破坏。通常引进适当的限制

条件，从弱解集合中筛选出唯一的物理解。

! 定义 9XkX 设 u(x, t) 是双曲守恒律 U9XRV 的弱解，在时空界面曲线上

满足 _> 跳跃条件 U9X8V。若还成立 PH2BMBF 熵条件：对于 u− 和 u+ 之间的

任意值 v，均有
f(u−)− f(v)

u− − v
≥ s ≥ f(u+)− f(v)

u+ − v
, U9XeV

则称 u(x, t) 是双曲守恒律 U9XRV 的熵解。

PH2BMBF URN8dV 证明：标量双曲守恒律 U9XRV 的熵解存在且唯一。若 f(·)
是凸可微的，则 PH2BMBF 熵条件可以简化为著名的 Pb?2` 熵条件：

f ′(u−) ≥ s ≥ f ′(u+). U9XdV

换言之，对应熵解的特征线不会远离时空界面曲线。

dk 第四章 非线性双曲守恒律

图 9XR, 激波和稀疏解
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U#V u− < u+

跳出连续可微的古典解范畴，假设熵解在 (x⋆, t⋆) 点出现间断。依据间断

点两侧的状态，后续时刻的熵解可以局部演化出下面的结构：

RX 若后续时刻的时空区域处处有特征线穿过，则间断点 (x⋆, t⋆) 将演化成

间断界面 x = x(t)，相应的熵解具有局部的间断结构。

U�V 若熵条件 U9XeV 或 U9XdV 的不等式严格成立，则两侧的特征线均交汇

到间断界面。相应的局部间断结构称为激波，其移动速度 s = x′(t)

称为激波速度。

U#V 若熵条件 U9XeV 或 U9XdV 局部退化为恒等式，则两侧的特征线同间

断界面是局部平行的。此时，双曲守恒律局部退化为线性双曲型方

程，相应的局部间断结构称为接触间断。事实上，线性常系数对流

方程的间断界面就是接触间断。

kX 若在后续时刻的某个扇形（时空）区域没有特征线穿过，则间断点 (x⋆, t⋆)

将会消失，相应的熵解局部具有稀疏波结构。在扇形区域内部，熵解具

有自相似结构

u(x, t) = u
(x− x⋆

t− t⋆

)
,

将扇形区域外侧的两个状态连续地联接起来。换言之，稀疏波是局部连

续的，但是位于两条射线的空间导数是间断的。
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考虑 "m`;2`b 方程（f(u) = u2/2）的 _B2K�MM 问题，相应的初值是简单的

分段常值函数，即

u(x, 0) =

{
u−, x < 0;

u+, x > 0.
U9X3V

当 u− = u+ 时，熵解就是一个常值函数，属于古典解。当 u− > u+ 时，熵解

是激波，即（图 9XR 的左侧）

u(x, t) =

{
u−, x− st < 0,

u+, x− st > 0,
U9XN�V

其中 s = 1
2 (u− + u+) 是激波速度。当 u− < u+ 时，熵解是稀疏波，即（图

9XR 的右侧）

u(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

u−, x− u−t < 0;

u+, x− u+t > 0;

x/t, 其它.

U9XN#V

事实上，U9XN�V 永远都是弱解。但是，当 u− < u+ 时，它违背熵条件 U9XdV，
不是熵解。

由于不断演化的各种细微结构，非线性双曲守恒律的数值方法面临非常

严峻的挑战。我们需要同时解决以下问题：

RX 激波速度的刻画要准确，间断界面的捕捉要准确；

kX 在真解相对光滑区域，相容阶要高，计算效率要高；

jX 间断界面附近的数值震荡现象要得到控制；

9X 数值解要收敛到唯一的熵解。

能够实现上述目标的格式称为高精度高分辨率格式。常用的构造方法有两种：

Ç 其一是激波装配技术，基本思路是先用特殊的算法确定间断界面的位置，

再用高效高精度格式计算界面之间的光滑解。
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Ç 其二是激波捕捉技术，基本思路是不追踪间断界面的位置，而是直接建

立统一的数值操作过程，可以自动地适用于光滑解和间断解的数值模拟。

本讲义仅讨论激波捕捉技术。

9Xk 守恒型差分格式

记 fn
j = f(un

j )。采用上游信息进行流量导数的单侧逼近，即可得到 U9XRV
的迎风格式

un+1
j =

⎧
⎨

⎩

un
j − ν

[
fn
j − fn

j−1

]
, 若 a(un

j ) > 0;

un
j − ν

[
fn
j+1 − fn

j

]
, 若 a(un

j ) ≤ 0.
U9XRyV

利用算术平均技术改善中心差商全显格式的稳定性，可得 U9XRV 的 G�t 格式

un+1
j =

1

2
(un

j−1 + un
j+1)−

1

2
ν
[
fn
j+1 − fn

j−1

]
. U9XRRV

显然，迎风格式 U9XRyV 是无条件相容，而 G�t 格式 U9XRRV 是有条件相容。当

网比 ν 固定时，它们均具有整体一阶的局部截断误差。

基于时间 h�vHQ` 方法和积分插值方法，可得相应的 Gq 格式

un+1
j = un

j − ν

2

[
fn
j+1 − fn

j−1

]

+
ν2

2

{
An

j+ 1
2
[fn

j+1 − fn
j ]−An

j− 1
2
[fn

j − fn
j−1]

}
,

U9XRk�V

其中

An
j+ 1

2
= a(un

j+ 1
2
) = f ′

(1
2
(un

j + un
j+1)

)
U9XRk#V

是位于网格点中间位置的流场速度。

利用系数冻结分析方法或者 *6G 方法，可知它们稳定的模糊条件都是

K�t |f ′(u)|ν ≤ 1. U9XRjV
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! 论题 9XRX 考虑 "m`;2`b 方程的 _B2K�MM 问题。若初始状态是 u− = 1

和 u+ = 0，则相应的真解是右行速度为 1/2 的激波。定义数值初值

u0
j = 1, j ≤ 0; u0

j = 0, j > 0,

观察迎风格式 U9XRyV 的数值结果。

答：简单计算可知，两个格式的数值解在任意时刻都等于初值，数值间断

界面没有移动起来。因此说，数值解彻底违背 _> 联接条件，其极限不可能

是 _B2K�MM 问题的弱解，更谈不上熵解。 !

两个格式失败的主要原因是局部守恒性质遭到严重破坏。基于此，G�t 和

q2M/`Qz （RNey）提出了守恒型格式的概念。

! 定义 9XjX 称差分格式是守恒型格式，若它可以统一表述为

un+1
j = un

j − ∆t

∆x

[
f̂n
j+ 1

2
− f̂n

j− 1
2

]
, ∀j, U9XR9V

其中 f̂n
j+1/2 称为数值通量，具有统一的表达方式。通常，定义

f̂n
j+ 1

2
= f̂(un

j−l+1, u
n
j−l+2, . . . , u

n
j , u

n
j+1, . . . , u

n
j+r), U9XR8V

其中 l 和 r 是给定的正整数，f̂ 是给定的数值通量函数k。

数值通量函数和守恒型格式是一一对应的，常常被冠以相同的名称。数

值通量函数通常具有以下两条性质：

Ç 关于每个变元都是局部 GBTb+?Bix 连续的；

Ç 相容性条件，即 f̂(p, . . . , p) = f(p)；

前者控制舍入误差的影响，后者保证格式的相容性。最简单的定义方式是仅

仅依赖左右网格点值的两点型数值通量

f̂n
j+1/2 ≡ f̂(un

j , u
n
j+1). U9XReV

下面，我们给出两个具体的实例。

k在隐式格式中，数值通量函数还会同 tn+1 时刻的网格函数有关。
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! 论题 9XkX G�t 格式 U9XRRV 和 Gq 格式 U9XRkV 都是守恒型的。

答：在 G�t 格式，相应的数值通量是

(f̂G�t)nj+1/2 =
1

2
[fn

j + fn
j+1]−

1

2ν
(un

j+1 − un
j ); U9XRdV

在 Gq 格式中，相应的数值通量是

(f̂Gq)nj+1/2 =
1

2
[fn

j + fn
j+1]−

ν

2
An

j+ 1
2
[fn

j+1 − fn
j ]. U9XR3V

因此，G�t 格式和 Gq 格式都是守恒型的。简单验证可知，两个数值通量函

数均满足（局部 GBTb+?Bix）连续性和相容性条件。 !

事实上，两个数值通量具有明显不同的性质。当 *6G 条件

K�t
∀u

|f ′(u)|∆t

∆x
≤ 1

成立时，G�t 数值通量 U9XRdV 关于第一个变元不减，关于第二个变元不增，是

熵数值通量（2Mi`QTv MmK2`B+�H ~mt）或者单调数值通量（KQMQiQM2 MmK2`B+�H
~mt）。恰恰相反，Gq 数值通量 U9XR3V 不是单调数值通量。

针对双曲守恒律的数值模拟，守恒型格式占据非常重要的地位。它获得

成功的主要根源是以下三个优点：

RX 数值误差 enj = un
j − [u]nj 在空间方向的整体求和，同时间层数无关。这

个性质符合整体质量守恒的计算目标。

kX 数值解的局部守恒性质内蕴 _> 跳跃条件的近似满足，间断界面（或激

波）的位置可以获得相对可靠的数值追踪。

jX 数值收敛性结论相对完美。著名的 G�t@q2M/`Qz（Gq）定理指出：设

守恒型差分格式同双曲守恒律相容。当网格尺度趋于零时，若数值解几

乎处处有界收敛到某个函数，则它必定是问题的弱解。尽管 Gq 定理还

不能完全保障数值解收敛到弱解，但是它至少表明守恒型格式的数值解

是相对合理的。
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9Xj 有限体积方法

有限体积方法自动实现数值解的局部守恒性质，可以用于守恒型差分格

式的设计。此时，数值通量函数的含义可以获得准确的直观理解。事实上，有

限体积方法可视为特殊的差分方法。同差分方法相比，有限体积方法可以灵

活地应用于复杂的空间网格。

9XjXR 基本框架

下面以双曲守恒律 U9XRV 为例，阐述有限体积格式的设计思路。有别于差

分方法，空间变量和时间变量采用不同的离散方式。操作过程如下：

RX 将空间区域分割为互不重叠的工作单元组。例如，对于一维空间而言，

相应的单元剖分是

T∆x = {Ij = (xj− 1
2
, xj+ 1

2
)}∀j , U9XRNV

其中 Ij 称为工作单元。记 ∆xj = xj+1/2−xj−1/2 是 Ij 的单元长度，称

∆x = K�t∀j ∆xj 是单元剖分的参数。

kX 将时间区间离散为有限个点，构造时间网格 T∆t = {tn}n≥0，其中 ∆tn =

tn+1 − tn 是局部时间步长，∆t = K�t∀n∆tn 是时间步长。

在有限体积方法中，数值逼近的目标是

[ū]nj ≡ [ū]j(t
n) ≡ 1

△xj

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn)/x, ∀j∀n, U9XkyV

即真解在不同时刻不同单元的均值。

参见图 9Xk，在 Ωn
j = Ij × (tn, tn+1) 内积分偏微分方程。利用 :`22M 公

式，将二维积分转化为一维线积分，可得

0 =

∫∫

Ωn
j

{
ut + f(u)x

}
/x/t =

∮

∂Ωn
j

{
f(u)/t− u/x

}
.
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图 9Xk, 有限体积方法的基本框架

tn

tn+1← Ij →

Ωn
j

x
j− 1

2
x
j+1

2

它蕴含的精确等式

[ū]n+1
j = [ū]nj − ∆tn

∆xj
(Fn

j+ 1
2
− Fn

j− 1
2
), U9XkR�V

是有限体积格式的设计起点，其中

Fn
j+ 1

2
≡ 1

∆tn

∫ tn+1

tn
f(u(xj+ 1

2
, t))/t U9XkR#V

是位于单元界面 xj+1/2 的真实平均通量。假设存在某个数值通量函数 H，使

得

Fn
j+ 1

2
≈ H([ū]nj−l+1, . . . , [ū]

n
j+r), U9XkkV

其中 l 和 r 是给定的正整数。两式联立，将近似关系视为相等，用数值均值

ūn
j 代替真实均值 [ū]nj ，即可得到 U9XRV 的有限体积格式

ūn+1
j = ūn

j − ∆tn

∆xj

[
f̂n
j+ 1

2
− f̂n

j− 1
2

]
, U9XkjV

其中 f̂n
j+ 1

2
= H(ūn

j−l+1, . . . , ū
n
j+r−1, ū

n
j+r) 是数值通量。通常，H 定义为两点

型数值通量，即

f̂n
j+ 1

2
≡ H(ūn

j , ū
n
j+1). U9Xk9V

换言之，数值通量仅仅依赖单元界面两侧的单元均值。

有限体积方法也具有相容性、稳定性和收敛性概念。定义方式同有限差分

方程基本相同，此处不再赘述。
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9XjXk 线性问题的有限体积格式

设通量函数是 f(u) = au，其中 a 为给定的常数。换言之，双曲守恒律

U9XRV 就是线性常系数对流方程 UjXRV。

! 论题 9XjX 为简单起见，设离散网格是一致的，即工作单元的长度都

是 ∆x，局部时间步长都是 ∆t。构造 UjXRV 的迎风有限体积格式和 G�t 有限

体积格式。

答：在单元界面 xj+1/2 处，定义数值通量

(f̂mTr)nj+ 1
2
=

{
aūn

j , 当 a ≥ 0,

aūn
j+1, 当 a < 0,

=
a+ |a|

2
ūn
j +

a− |a|
2

ūn
j+1.

U9Xk8V

由于它只依赖上游单元的数据，故而称做（完全）迎风数值通量。将其代入到

U9XkjV，可得迎风有限体积格式

ūn+1
j − ūn

j

∆t
+

a+ |a|
2∆x

[
ūn
j − ūn

j−1

]
+

a− |a|
2∆x

[
ūn
j+1 − ūn

j

]
= 0. U9XkeV

事实上，迎风数值通量 U9Xk8V 可以视为中心型数值通量

(f̂ +2M)nj+ 1
2
=

aūn
j + aūn

j+1

2
U9XkdV

的某种数值黏性修正，因为它具有等价形式

(f̂mTr)nj+ 1
2
=

aūn
j + aūn

j+1

2
− |a|

2

[
ūn
j+1 − ūn

j

]
.

右端的第二项就是数值黏性修正项，其中 ūn
j+1 − ūn

j 是界面位置的数值跳跃，

|a|/2 称为修正强度。

仿照上述观点，其它形式的数值通量函数可以类似定义。例如，著名的

G�t 数值通量是

(f̂Gt)nj+ 1
2
=

aūn
j + aūn

j+1

2
− ∆x

2∆t

[
ūn
j+1 − ūn

j

]
, U9Xk3V
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由它导出的有限体积格式

ūn+1
j =

1

2
(ūn

j−1 + ūn
j+1)−

a∆t

2∆x
(ūn

j+1 − ūn
j−1), U9XkNV

称为 G�t 有限体积格式。 !

有限体积方法和有限差分方法密切相关。若将单元均值 ūn
j 理解为单元中

心的点值 un
j ，则上述两个有限体积格式都可诠释为同名的有限差分格式，相

应的空间离散网格由工作单元的中心点构成。反之，若将网格点值 un
j 视为控

制单元的均值 ūn
j ，则有限差分格式也可诠释为同名的有限体积格式，相应的

剖分是网格点的控制区间。对于足够光滑的函数，单元均值和中心点值的差

距是 O((∆x)2)。因此，二阶以内的有限差分格式和有限体积格式具有相近的

数值结果和理论概念。

" 注释 9XkX 虽然有限体积方法可以视为特殊的有限差分方法，它的收

敛性证明需要借用有限元方法的分析技术，特别是当单元剖分不是均匀的时

候。

积分插值方法和有限体积方法的设计思想非常接近，它们均基于偏微分

方程在局部区域的积分近似过程。积分插值方法属于差分方法的范畴，数值

积分的信息来源是周边的点值信息，而有限体积方法的信息来源是周边的均

值信息。

! 论题 9X9X 为简单起见，设 T∆x,∆t = {(xj , tn)}∀n∀j 是等距的时空网格，

其中 ∆x 和 ∆t 分别是空间步长和时间步长。利用积分插值方法，构造 UjXRV
的迎风有限差分格式。

答：以 a > 0 为例。选取局部区域 (xj−1, xj)× (tn, tn+1)，积分 UjXRV，有

∫ xj

xj−1

[
u(x, tn+1)− u(x, tn)

]
/x = a

∫ tn+1

tn

[
u(xj , t)− u(xj−1, t)

]
/x.

空间积分用右矩形公式近似，而时间积分用左矩形公式近似，有

([u]n+1
j − [u]nj )∆x ≈ a([u]nj − [u]nj−1)∆t.
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用数值解替换真解，即可得到迎风格式UjXjV。 !

" 注释 9XjX 基于上述观点，本书常常略去有限体积格式的均值符号。换

言之，离散信息可以理解为中心点值或单元均值，数值格式可以视为有限体

积格式或有限差分格式。

9XjXj 非线性问题的有限体积格式

对于非线性双曲守恒律 U9XRV，有限体积格式的构造是类似的。

! 论题 9X8X 设离散网格是一致的，构造 U9XRV 的迎风有限体积格式。

答：为行文简便，不妨直接用数值解进行描述。在 tn 时刻，位于单元界

面 xj+1/2 的流速可以定义为

An
j+1/2 = f ′({{ū}}nj+1/2), U9XjyV

其中 {{ū}}nj+1/2 = 1
2 (ū

n
j + ūn

j+1) 是两侧单元均值的算术平均。

利用 An
j+1/2 的符号，断定当时当地的上游方向，定义（完全依赖于上游

信息的）迎风数值通量

f̂n
j+ 1

2
=

{
fn
j , 当 Aj+ 1

2
≥ 0,

fn
j+1, 当 Aj+ 1

2
< 0

=
1

2

[
fn
j + fn

j+1

]
− 1

2
b;MAn

j+ 1
2

[
fn
j+1 − fn

j

]
,

U9XjRV

其中 fn
j = f(ūn

j )。由基本框架 U9XkjV 可知，相应的守恒型迎风格式为

ūn+1
j = ūn

j − ν

2

{[
1− b;MAn

j+ 1
2

]
∆+xf

n
j

+
[
1 + b;MAn

j− 1
2

]
∆−xf

n
j

}
,

U9XjkV

其中 ∆±x 是向前f向后差分算子，ν = ∆t/∆x 为网比。 !

视 U9XjkV 为有限差分格式，可得守恒型迎风格式。它同简单迎风格式U9XRyV
具有一个细微的区别，即上游方向的判断位置是不同的。守恒型迎风格式基
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于控制区域的界面位置，而简单迎风格式直接基于网格点位置。如果流场方

向保持恒定，它们是完全相同的。但是，当流场方向发生变化时，它们将有所

区别。

类似地，可得 U9XRV 的 G�t 有限体积格式

ūn+1
j =

1

2
(ūn

j−1 + ūn
j+1)−

ν

2

(
f(ūn

j+1)− f(ūn
j−1)

)
. U9XjjV

和 Gq 有限体积格式

ūn+1
j = ūn

j − ν

2

{[
1− νAn

j+ 1
2

]
∆+xf

n
j +

[
1 + νAn

j− 1
2

]
∆−xf

n
j

}
, U9Xj9V

其中 fn
j = f(ūn

j ) 且 An
j+1/2 = f ′({{ū}}nj+1/2)。

9X9 :Q/mMQp 方法
:Q/mMQp 方法是由前苏联的著名数学家 :Q/mMQp 提出的j，用于证明气

动力学方程组存在唯一的熵解。在某种程度上，它被公认为首个成功模拟非

线性双曲守恒律的有限体积格式。:Q/mMQp 方法具有清晰的物理背景，已经

发展为求解非线性双曲守恒律（组）的主流数值方法之一。

下面以双曲守恒律 U9XRV 为模型，简要描述 :Q/mMQp 方法的两种实现过

程。为简单起见，设离散网格是一致的。

9X9XR 1� 过程

参见图 9Xj；假设 tn 时刻的单元均值 {ūn
j }∀j 是已知的，tn+1 时刻的单

元均值 {ūn+1
j }∀j 可以按照下面的过程给出：

RX 局部推进：在单元边界 xj+1/2 处，构造 U9XRV 的局部 _B2K�MM 问题，相

jaX EX :Q/mMQp- � }MBi2 /Bz2`2M+2 K2i?Q/ 7Q` i?2 MmK2`B+�H +QKTmi�iBQM Q7 /Bb+QMiBM@
mQmb bQHmiBQMb Q7 i?2 2[m�iBQMb Q7 ~mB/ /vM�KB+b- J�iX a#X- 9d URN8NV- kdRĜjye
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图 9Xj, :Q/mMQp 方法的主要思想
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应的初值是

u(x, tn) =

⎧
⎨

⎩
u−
j+ 1

2
, 当 x < xj+ 1

2
,

u+
j+ 1

2
, 当 x > xj+ 1

2
,

U9Xj8V

其中 u±
j+1/2 是已知函数在单元边界的左右极限，即

u−
j+ 1

2
= ūn

j , u+
j+ 1

2
= ūn

j+1. U9XjeV

基于初值 U9Xj8V 在单元界面两侧的不同状态，局部 _B2K�MM 问题的真

解（简称为局部 _B2K�MM 解）可能是古典解、激波、接触间断或者稀疏

波等。当 ūn
j+1 ̸= ūn

j 时，用

snj+ 1
2
=

f(ūn
j+1)− f(ūn

j )

ūn
j+1 − ūn

j

,

表示（可能存在的）激波速度。若时间步长足够小，使得

K�t
∀j

(
|snj+ 1

2
|, |f ′(ūn

j )|
)∆t

∆x
≤ 1

2
, U9XjdV

则相邻的局部 _B2K�MM 解不会产生双值冲突，可以拼接出 tn+1 时刻的

函数 ũ(x, tn+1)。

kX 单元平均：计算 ũ(x, tn+1) 的单元均值，即

ūn+1
j ≡ 1

△x

∫ xj+1/2

xj−1/2

ũ(x, tn+1)/x, ∀j. U9Xj3V
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显然，1� 过程的数值误差主要源于单元平均。受限于常值函数的逼近效果，

它的局部截断误差只能达到整体一阶。

! 论题 9XeX 设双曲守恒律 U9XRV 是线性的，即 f(u) = au，其中 a 是给

定的常数。利用 1� 过程，构造相应的 :Q/mMQp 格式。

答：局部 _B2K�MM 问题 U9Xj8V 具有精确解

uj+ 1
2
(x, tn+1) =

{
ūn
j , 当x < xj+ 1

2
+ a∆t,

ūn
j+1, 其他.

U9XjNV

当 U9XjdV 或者等价的 νa ≤ 1/2 成立时9，相邻的局部 _B2K�MM 解 U9XjNV 没

有出现双值冲突。不妨设 a > 0，计算单元均值

ūn+1
j =

1

∆x

⎡

⎣
∫ z

x
j− 1

2

uj− 1
2
(x, tn+1)/x+

∫ x
j+1

2

z
uj+ 1

2
(x, tn+1)/x

⎤

⎦

=
1

∆x

[
ūn
j−1a∆t+ (∆x− a∆t)ūn

j

]
,

其中 z = xj−1/2 + a∆t。事实上，它就是熟知的迎风有限体积格式，相应的数

值通量 f̂n
j+1/2 = aūn

j 恰好就是局部 _B2K�MM 解 U9XjNV 在单元边界 xj+1/2 的

平均通量。 !

事实上，关于数值通量的上述论断是普遍成立的，因为 1� 实现过程等

同于双曲守恒律 U9XRV 在局部区域 Ωn
j = Ij × (tn, tn+1) 内的积分过程。换言

之，1� 过程的数值解满足有限体积格式

ūn+1
j = ūn

j − ∆t

∆x
(f̂n

j+ 1
2
− f̂n

j− 1
2
), U9X9yV

相应的数值通量是 _B2K�MM 问题 U9Xj8V 的平均通量，即

f̂n
j+ 1

2
=

1

∆t

∫ tn+1

tn
f(uj+ 1

2
(xj+ 1

2
, t))/t.

9可以放松到 a∆t ≤ ∆x。
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注意到双曲守恒律的自相似性质，局部 _B2K�MM 解可以表示为

uj+ 1
2
(x, t) = R

(
x− xj+ 1

2

t− tn
; ūn

j , ū
n
j+1

)
, U9X9RV

其中 R 是局部 _B2K�MM 解算子。既然 U9X9RV 在单元界面上保持不变，相应

的数值通量满足

f̂n
j+ 1

2
= f(R(0; ūn

j , ū
n
j+1)). U9X9kV

换言之，在有限体积方法中，数值通量可以按照 U9X9kV 进行构造。它等价于

局部 _B2K�MM 解 U9X9RV 的计算。

对于非线性双曲守恒律 U9XRV，局部 _B2K�MM 解 U9X9RV 通常是无法准确

给出的。此时，可以将 U9XRV 局部近似为线性双曲型方程

ut +An
j+ 1

2
ux = 0, U9X9jV

利用它的局部 _B2K�MM 解作为 U9XRV 的局部 _B2K�MM 近似解。

! 论题 9XdX 利用 :Q/mMQp 方法，构造非线性双曲守恒律 U9XRV 的 _Q2
型迎风格式。

答：在线性双曲型方程 U9X9jV 中，定义

An
j+1/2 = f ′({{ū}}nj+1/2), U9X99V

计算相应的局部 _B2K�MM 解，利用 1� 过程即可给出迎风格式 U9XjkV。推导

过程类似，略。

更加有效的局部线性化方式是将 U9X9jV 中的 Aj+1/2 定义为单元界面的

_Q2 平均值，即

An
j+1/2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

f(ūn
j+1)− f(ūn

j )

ūn
j+1 − ūn

j

, ūn
j+1 ̸= ūn

j ,

f ′(ūn
j ), 否则.

U9X98V

换言之，_Q2 平均值满足离散版本的 _> 跳跃条件

An
j+ 1

2

[
ūn
j+1 − ūn

j

]
= f(ūn

j+1)− f(ūn
j ), U9X9eV
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可以较为准确地刻画激波速度。U9X9eV 也称为 _Q2 平均条件8。此时，利用 1�
过程即可导出著名的 _Q2 型迎风格式，即迎风格式 U9XjkV 中的 An

j+1/2 被替

换为 _Q2 平均值 U9X98V。相应的格式称为 _Q2 型迎风格式。 !

当真解充分光滑时，_Q2 平均值同算术平均值的差距非常小。它们具有

形式上的二阶误差，即

An
j+ 1

2
− f ′({{ū}}nj+ 1

2
) = O(|ūn

j+1 − ūn
j |2).

但是，当遇到间断解时，两者将产生明显的区别。

9X9Xk _1� 过程

在进行局部推进和单元平均操作之前，增加一个高阶重构的操作，则 1�
过程升级到 _1� 过程。换言之，利用有限个工作单元的均值信息，将目标单

元的常值函数提升到多项式函数，改善局部 _B2K�MM 问题的逼近效果，从而

提升 :Q/mMQp 方法的相容阶。

下面以分片线性多项式为例。重构函数的单元均值应保持不变，每个工

作单元的线性多项式可以定义为

u(x, tn) = ūn
j + σn

j
x− xj

∆x
, x ∈ Ij , U9X9dV

其中 σn
j 是需要重构的广义斜率，可以利用各种方式构造，例如

σn
j = ūn

j+1 − ūn
j ; U9X93�V

σn
j = ūn

j − ūn
j−1; U9X93#V

σn
j = (ūn

j+1 − ūn
j−1)/2. U9X93+V

若 σn
j ≡ 0，则 _1� 过程退化为 1� 过程。

8SX GX _Q2- �TT`QtBK�i2 _B2K�MM bQHp2`b- T�`�K2i2` p2+iQ`b- �M/ /Bz2`2M+2 b+?2K2b-
CX *QKTmiX S?vbX- 9j URN3RV- j8d@jdk
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! 论题 9X3X 设双曲守恒律 U9XRV 是线性的，即 f(u) = au，其中 a 是给

定的常数。按照 U9X93�V 定义线性多项式的广义斜率，构造相应的 _1� 过程。

答：在重构分片线性多项式之后，局部 _B2K�MM 问题的初值条件 U9Xj8V
重新定义为

u−
j+ 1

2
= ūn

j +
1

2
σn
j =

1

2
ūn
j +

1

2
ūn
j+1,

u+
j+ 1

2
= ūn

j+1 −
1

2
σn
j+1 =

3

2
ūn
j+1 −

1

2
ūn
j+2.

U9X9NV

相应的局部 _B2K�MM 解是

uj+ 1
2
(x, tn+1) =

{
ūn
j + 1

2 (ū
n
j+1 − ūn

j ), 当x < xj+ 1
2
+ a∆t,

ūn
j+1 − 1

2 (ū
n
j+2 − ūn

j+1), 其他.

若 |a|∆t ≤ ∆x，则相邻的两个局部 _B2K�MM 解没有发生双值冲突。计算单元

均值，可得

ūn+1
j = ūn

j − 1

2
ν
[
ūn
j+1 − ūn

j−1

]
+

1

2
ν2

[
ūn
j+1 − 2ūn

j + ūn
j−1

]
.

若将均值视为点值，它就是 Gq 格式UjX9V。 !

类似地，基于同样的分片线性多项式重构技术，_1� 方法可以导出非线

性双曲守恒律 U9XRV 的 Gq 格式 U9Xj9V，其中近似 _B2K�MM 解由 U9X9jV 给出，

An
j+1/2 由 U9X99V 给出。若 An

j+1/2 由 U9X98V 给出，相应的 Gq 格式称为 _Q2
型 Gq 格式。

9X8 稳定性和收敛性

对于非线性双曲守恒律，守恒型格式在某种程度上可以确保数值解收敛

到弱解，给出相对理想的数值结果，但是高阶相容和数值震荡的矛盾依旧没

有得到解决。

以 "m`;2`b 方程为代表，考察迎风格式 U9XjkV 和 Gq 格式 U9XRkV 的数值

表现。由图 9X9 可知：
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RX Gq 格式 U9XRkV 具有二阶局部截断误差e，在间断界面附近出现严重的

数值震荡。即使网格不断加密，数值解的（上下）溢出现象也不会减弱。

kX 迎风格式 U9XjkV 具有一阶局部截断误差，在间断界面附近没有出现数值

震荡。但是，数值过渡区间包含较多的计算单元，相应的数值间断界面

略显平坦。

因此，要提高守恒型格式的计算效果，高阶格式需改善间断间断界面的光滑

度和陡峭度。

图 9X9, "m`;2`b 方程的迎风格式和 Gq 格式
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9X8XR 单调保持格式

双曲守恒律具有单调保持性质：若初值是单增或单减函数，则熵解在任

意时刻均保持相同的单调性。理想的数值格式应数值保持这个性质。

! 定义 9X9X 只要数值初值是单调的，则任意时刻的数值解均具有相同

的单调性。具有上述性质的格式称为单调保持格式。

由定义可知，当数值初值和真实初值具有相同的单增（或单减）属性时，

单调保持格式的数值解和双曲守恒律的真解将保持相同的单调性，非单调保

e指问题真解充分光滑的时候。
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持格式必将出现错误的单调性刻画，形成虚假的数值震荡。因此说，避免数值

震荡现象的前提是单调保持格式。

数值格式是否属于单调保持格式，通常是难以验证的。

9X8Xk 单调格式

相对于单调保持性质，双曲守恒律 U9XRV 还具有更强的比较性质：

v(x, 0) ≥≤ u(x, 0), ∀x ⇒ v(x, t) ≥≤ u(x, t), ∀x, ∀t > 0,

其中 u(x, t) 和 v(x, t) 都是熵解。因此，数值格式也应继承这个性质，即数值

解 u 和 v 满足

vnj
≥
≤ un

j , ∀j ⇒ vn+1
j

≥
≤ un+1

j , ∀j. U9X8yV

对于线性格式，前面介绍过的单调格式概念已经实现了这个目标。下面将其

推广到非线性格式。

! 定义 9X8X 设 l 和 r 是给定的左右臂长。称数值格式

un+1
j = H(un

j−l, u
n
j−l+1, . . . , u

n
j , . . . , u

n
j+r−1, u

n
j+r) U9X8RV

是单调格式，如果函数 H 关于每个变元都是非减的。

若函数 H 是可微的，则定义 U9X8V 可以获得简化。换言之，若 H 的一阶

偏导数都是非负的，则数值格式 U9X8RV 是单调格式。

! 论题 9XNX 在相应的 *6G 条件下，G�t 格式 U9XRRV 是单调格式。

答：将 G�t 格式写成 U9X8RV 的形式，相应的函数是

H(a, b, c) =
1

2

[
a+ νf(a)

]
+

1

2

[
c− νf(c)

]
.

当 *6G 条件 νK�t∀u |f ′(u)| ≤ 1 成立时，H 的一阶偏导数

H ′(a) =
1

2
[1 + νf ′(a)], H ′(b) = 0, H ′(c) =

1

2
[1− νf ′(c)]
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都是非负的。换言之，G�t 格式是单调格式。 !

单调保持格式可以不是单调格式，但是单调格式必然是单调保持格式。局

限于线性格式的范畴，单调保持格式和单调格式是完全等价的两个概念。

! 论题 9XRyX Gq 格式 U9XRkV 不是单调格式。

答：对于线性问题，结论是显然的。对于非线性问题，论证过程是类似的。

构造具体实例，或者参见图 9X9，可以说明 Gq 格式不具备单调保持性质。因

此，它不是单调格式。 !

>�`i2M、>vK�M 和 G�t 已经证明d：单调格式的数值解一致有界，必然

收敛到双曲守恒律的熵解。但是，:Q/mMQp 定理依旧成立：单调格式至多具

有一阶局部截断误差。换言之，在相容阶方面，非线性单调格式同线性单调格

式没有差别。类似地，非线性单调格式通常也会抹平数值间断界面，产生较宽

的数值过渡区间。

! 论题 9XRRX 在相应的 *6G 条件下，_Q2 型迎风格式

un+1
j = un

j − ν

2

{[
1− b;MAn

j+ 1
2

]
∆+xf

n
j +

[
1 + b;MAn

j− 1
2

]
∆−xf

n
j

}

不是单调格式，其中 Aj+1/2 是 _Q2 平均值 U9X98V。

答：以 "m`;2`b 方程的 _B2K�MM 问题为例。若初值是 u− = −1 和 u+ = 1，

则相应的真解是稀疏波。定义空间网格 {xj = j∆x}∀j 和相应的数值初值

u0
j = 1, j ≥ 0; uj = −1, j < 0.

简单计算可知，_Q2 型迎风格式的数值解保持不变。换言之，数值解仅仅收敛

到某个弱解而已，没有收敛到问题的熵解。因此，前面的理论结果说明，守恒

型 _Q2 迎风格式不是单调格式。 !

d�X >�`i2M- CX JX >vK�M �M/ SX .X G�t- PM }MBi2@/Bz2`2M+2 �TT`QtBK�iBQMb �M/ 2Mi`QTv
+QM/BiBQMb 7Q` b?Q+Fb- *QKKX Sm`2 �TTHX J�i?X- kN URNdeV- kNd@jkk
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9X8Xj ho. 格式
设 v : ℜ → ℜ 是 G2#2b;m2 可测函数，其震荡强度可以用连续（型）函数

的全变差3

ho(v) = HBK bmT
ε→0

1

ε

∫ ∞

−∞
|v(x)− v(x− ε)|/x =

∫ ∞

−∞
|v′(x)|/x

来描述。可以理论证明，双曲守恒律 U9XRV 的熵解满足全变差不增，即

ho(u(x, t2)) ≤ ho(u(x, t1)), t2 > t1.

基于这个性质的数值保持，下面的重要概念被提出。

! 定义 9XeX 称数值格式是全变差不增（ho.）的，若它的数值解恒满足

ho(un+1) ≤ ho(un), ∀n,

其中 ho(un) =
∑

j |un
j+1 − un

j |。

引理 9XRX （>�`i2M 引理）设数值格式具有增量形式N

un+1
j = un

j − Cj− 1
2

[
un
j − un

j−1

]
+Dj+ 1

2

[
un
j+1 − un

j

]
, U9X8kV

且处处成立

Cj+1/2 ≥ 0, Dj+1/2 ≥ 0, Cj+1/2 +Dj+1/2 ≤ 1, U9X8jV

则它是 ho. 格式。

证明：证明是简单的。利用三角不等式和 U9X8jV 可知

ho(un+1) ≤
∑

j

[
1− Cj+ 1

2
−Dj+ 1

2

]
|un

j+1 − un
j |

+
∑

j

Cj− 1
2
|un

j − un
j−1|+

∑

j

Dj+ 3
2
|un

j+2 − un
j+1|.

3这里的导数应当理解为分布导数，例如间断函数的导数是 δ 函数。
N增量系数 C 和 D 也可以依赖数值解。
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平移最后两项的求和指标，即证 ho(un+1) ≤ ho(un)。 !

! 论题 9XRkX 在相应的 *6G 条件下，_Q2 型迎风格式（参见论题 9XRR）
是 ho. 格式。

答：将 _Q2 型迎风格式改写为等价的增量形式 U9X8kV，其中

Cj+ 1
2
=
ν

2

[
1 + b;MAn

j+ 1
2

]∆+xfn
j

∆+xun
j

,

Dj+ 1
2
= − ν

2

[
1− b;MAn

j+ 1
2

]∆+xfn
j

∆+xun
j

.

注意到 _Q2 平均值的定义 U9X9eV，可知 Cj+1/2 和 Dj+1/2 都是非负的。当

*6G 条件 νK�t∀u |f ′(u)| ≤ 1 成立时，有

Cj+ 1
2
+Dj+ 1

2
= νb;MAn

j+ 1
2

∆+xfn
j

∆+xun
j

= ν|An
j+ 1

2
| ≤ 1.

利用 >�`i2M 引理可知，_Q2 型迎风格式是 ho. 的。 !

单调格式是 ho. 格式，且 ho. 格式是单调保持格式。但是，逆命题

是不成立的。例如，_Q2 型迎风格式只是 ho. 格式，不是单调格式。局限于

线性差分格式的范畴，单调格式、ho. 格式和单调保持格式是彼此等价的。
利用 :Q/mMQp 定理可知，线性的 ho. 格式至多具有一阶局部截断误差。换

言之，高阶的 ho. 格式必须是非线性的，即使离散对象是线性的双曲守恒

律。

! 论题 9XRjX _Q2 型 Gq 格式既不是 ho. 格式，也不是单调格式。

答：既然它不是单调保持格式，结论是显然的。 !

由论题 9XRR 和 9XRk 可知，_Q2 型迎风格式是守恒型 ho. 格式，不是单

调格式。虽然它避免了剧烈的数值震荡，数值解却可能收敛到非熵解的某个

弱解。究其原因是，计算过程中遇到的所有间断结构被均武断地归结为激波，

完全忽略了稀疏波的存在性。要想走出上述困境，数值计算需要区别激波和稀
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疏波两种结构。换言之，在局部 _B2K�MM 解的近似过程，或者数值通量的定

义中，引进适当的“熵修正”技术是非常必要的。典型工作是带有熵修正的 _Q2
型数值通量或 1M;[mBbi@Pb?2` 数值通量Ry

f̂n
j+ 1

2
=

1

2

[
1 + b;Mf ′(un

j )
]
f(un

j ) +
1

2

[
1− b;Mf ′(un

j+1)
]
f(un

j+1)

+
1

2

[
b;Mf ′(un

j+1)− b;Mf ′(un
j )
]
f(us), U9X89V

其中 us 满足 f ′(us) = 0，称为声波点。若 f(u) 是可微的凸函数，可证：在相

应的 *6G 条件下，带有熵修正的 _Q2 型迎风格式是 ho. 格式。事实上，它

是单调格式，可以保证数值解收敛到熵解。

9Xe ho. 修正技术

所谓的 ho. 修正技术，就是利用恰当的非线性限制器技术，将高阶（但

震荡）格式和低阶（但单调）格式动态地结合起来，进而建立双曲守恒律的高

精度高分辨率格式。

9XeXR 数值通量修正技术

原始思想可以追溯到人工黏性法或者人工跳转方法：若数值解被判断为

“局部间断”的，则局部增加数值黏性，压制附近的数值震荡。通常，低阶（但

单调）格式具有较强的数值黏性，高阶（非单调）格式具有较弱的数值黏性。

对于守恒型格式，数值黏性的差异通过数值通量来体现。因此，上述操作等价

于高阶格式和低阶格式的自动跳转，或者高阶数值通量和低阶数值通量的自

动跳转。

Ry"X 1M;[m2bi �M/ PX Pb?2`- PM2@bB/2/ /Bz2`2M+2 �TT`QtBK�iBQMb 7Q` MQMHBM2�` +QMb2`@
p�iBQM H�rb- J�i?X *QKTX- jeURN3RV- jkR@j8k
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已知双曲守恒律 U9XRV 的高阶格式和低阶格式，分别记为

un+1
j = un

j − ν
[(
f̂H

)n
j+ 1

2
−
(
f̂H

)n
j− 1

2

]
, U9X88�V

un+1
j = un

j − ν
[(
f̂L

)n
j+ 1

2
−

(
f̂L

)n
j− 1

2

]
, U9X88#V

其中 f̂H 称为高阶数值通量，f̂L 称为低阶数值通量。它们可以是守恒型差分

格式，也可以是守恒型体积格式。基于数值通量修正技术，定义新的守恒型格

式

un+1
j = un

j − ∆t

∆x

[(
f̂M

)n
j+ 1

2
−
(
f̂M

)n
j− 1

2

]
, U9X8e�V

相应的数值通量是

(
f̂M

)n
j+ 1

2
= θnj+ 1

2

(
f̂H

)n
j+ 1

2
+ (1− θnj+ 1

2
)
(
f̂L

)n
j+ 1

2
. U9X8e#V

这里，θnj+1/2 是适当构造的开关函数或者通量限制器，可以实现高阶数值通

量和低阶数值通量之间的自动跳转。具体来说，数值格式要实现下述功能：

Ç 若数值解被判断为局部“光滑”的，则开关函数趋向一，相应格式趋于高

阶格式；

Ç 若数值解被判断为局部“间断”的，则开关函数趋向零，相应格式趋于低

阶格式。

由 :Q/mMQp 定理可知，若要 U9X8eV 是高阶的 ho. 格式，相应的通量限制器

一定是非线性的。典型的例子是RR

θnj+ 1
2
≡ K�t(0,KBM(1, snj+ 1

2
)), U9X8d�V

其中 An
j+1/2 是界面位置的 _Q2 平均值，

snj+ 1
2
=

⎧
⎨

⎩
(un

j − un
j−1)/(u

n
j+1 − un

j ), 当 An
j+ 1

2
≥ 0;

(un
j+2 − un

j+1)/(u
n
j+1 − un

j ), 当 An
j+ 1

2
< 0.

U9X8d#V

RR�X >�`i2M �M/ :X wr�b- a2H7@�/DmbiBM; ?v#`B/ b+?2K2b 7Q` b?Q+F +QKTmi�iBQMb- CX *QK@
TmiX S?vbX- N URNdkV- 8e3@83j
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若高阶格式是 _Q2 型 Gq 格式，低阶格式是 _Q2 型迎风格式，则守恒型差分

格式 U9X8eV 是（形式上）二阶的 ho. 格式。证明过程是 >�`i2M 引理的直接

应用；因篇幅有限，详略。

9XeXk 数值斜率修正技术

数值斜率修正技术主要用于有限体积格式，相应的开创性研究工作是

Jla*G 格式Rk。它基于 Gq 格式的 _1� 过程，其主要贡献是分片线性函数

un
j = ūn

j + σn
j
x− xj

∆x
, x ∈ Ij U9X83V

的广义斜率重构过程。

为简单起见，以线性双曲守恒律 U9XRV 为例，即 f(u) = au，其中 a 是给

定的正常数。在 Gq 格式中，广义斜率定义为 σn
j = ūn

j+1 − ūn
j 。它主要产生

两个作用：其一是提高光滑解区域的相容阶，其二是导致间断界面附近出现数

值震荡。若数值解已经被判定为“局部间断”，则削减目标单元的广义斜率，降

低局部区域的数值震荡强度。比如，借用 KBMKQ/ 限制器

KBMKQ/(a1, a2, a3)

=

{
sKBM{|a1|, |a2|, |a3|}, s = b;M(a1) = b;M(a2) = b;M(a3),
0, 其它,

将 U9X83V 的广义斜率定义为

σn
j = KBMKQ/

(
ūn
j+1 − ūn

j , ū
n
j − ūn

j−1,
1

2
(ūn

j+1 − ūn
j−1)

)
. U9X8NV

利用 >�`i2M 引理，可以证明：在相应的 *6G 条件下，Jla*G 格式是 ho.
的；详略。

下面阐述斜率限制器U9X8NV 的工作机制。若它的返回值等于第一个参数，

则 Jla*G 格式退化为 Gq 格式，具有二阶局部截断误差。否则，将有以下

两种情况发生：

Rkp�M G22`- hQr�`/b i?2 mHiBK�i2 +QMb2`p�iBp2 /Bz2`2M+2 b+?2K2 oX � b2+QM/ Q`/2` b2[m2H
iQ :Q/mMQpǶb K2i?Q/- CX *QKTmiX S?vbX- jk URNdeV- RyRĜRje
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RX 当三个参数的符号不同时，相邻三个单元的均值有增有减。此时，KBMKQ/
函数认为真解含有间断界面，导致局部区域出现数值震荡现象。为削弱

数值震荡的强度，KBMKQ/ 函数将目标单元的广义斜率直接清零，相应

的 Jla*G 格式局部退化为单调的迎风格式。

kX 当三个参数符号相同时，相邻三个单元的均值是局部单调的。此时，KBM@
KQ/ 函数判定局部区域的真解是光滑和单调的。但是，若目标单元的数

值解在重构之后，相应的高次多项式（实斜线）超出两侧单元的均值，则

KBMKQ/ 函数会认为局部区域产生了较弱的数值震荡；参见图 9X8。此

时，它自动调整目标单元的广义斜率，使得校正解（虚斜线）整体落在

两侧单元均值之间，从而改善了局部区域的数值震荡现象。

换言之，斜率限制器 U9X8NV 自动压制目标单元的广义斜率，使得 Jla*G 格

式呈现出理想的数值效果。

图 9X8, 斜率限制器：实线是修正前，虚线是修正后。

Ij Ij+1Ij−1

数值经验表明：对于一维非线性双曲守恒律而言，基于 ho. 修正技术的

上述高分辨率格式是成功和有效的。但是，不足之处依旧然存在，例如：

RX 非线性限制器技术还需深入和完善。例如，基于 KBMKQ/ 函数的斜率限

制器，常常将具有极值点的光滑解误判为间断解。由于三个参数异号，
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KBMKQ/ 函数的返回值是零，Jla*G 格式退化为单调格式，局部截断

误差变为一阶，ho. 格式的高阶相容性遭到了破坏。目前，许多新型的

非线性限制器被相继提出，正在努力减少或者避免“误判和漏判”现象的

出现。

kX 可以理论证明，一维 ho. 格式至多具有二阶局部截断误差；但是，二

维 ho. 格式至多具有一阶局部截断误差，无法实现高精度和高分辨率。

为解决上述困难，全变差有界（ho"）格式、本质不震荡（1LP）格式

和加权本质不震荡（q1LP）格式等新型算法被相继提出，并取得了良

好的数值效果。

简而言之，非线性双曲守恒律的数值方法极具挑战性，现在还有很多的关键

问题没有解决和完善。

第 8 章
边界条件的数值离散方法

8XR 一维扩散方程的含导数边界条件

考虑热传导方程 UkXRV 的混合边值问题 U>sV，相应的边界条件是

−aux(0, t) + σu(0, t) = φ0(t), t ∈ (0, T ], U8XR�V

u(1, t) = φ1(t), t ∈ (0, T ], U8XR#V

其中 φ0(t) 和 φ1(t) 是已知函数，σ ≥ 0 是给定常数，T > 0 是终止时刻。为

简单起见，设时空网格是等距的，热传导方程 UkXRV 采用简单的全显格式或全

隐格式进行离散。对于本质边界条件 U8XR#V，数值离散是简单的，只需将其设

置为空间网格点，进行简单赋值即可。但是，对于自然边界条件 U8XR�V，我们

需要解决两个关键问题。其一是边界导数的差商离散方式，其二是差分格式

的相容性、稳定性R和收敛性概念是否受到影响。

8XRXR 单侧离散方式

对于自然边界条件，单侧离散方式是最直接的选择。此时，自然边界点也

要设置为空间网格点。因此，适用于混合边界条件 U8XRV 的等距空间网格是

T (1)
∆x = {xj = j∆x}Jj=0, U8XkV

其中 J 是给定的正整数，∆x = 1/J 是空间步长。

R即使差分格式面对纯初值问题或周期边值问题是稳定的，但是它可能受到数值边界条件的影

响而变得不再稳定。在抛物型方程的差分方法中，边界条件的数值离散通常具有较弱的破坏程度。

若无特别需要，我们略过相关内容的讨论。

N3
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在 tn = n∆t 时刻，本质边界条件 U8XR#V 的差分方程是

un
J = φ1(t

n). U8XjV

既然在端点 x = 0 的左侧没有其它网格点，我们自然选用单侧差商离散边界

导数，得到自然边界条件 U8XR�V 的差分方程

−a
un
1 − un

0

∆x
+ σun

0 = φ0(t
n). U8X9V

若以全显格式离散热传导方程 UkXRV，则位于内部（空间）网格点的差分方程

是

un+1
j = un

j + µaδ2xu
n
j , j = 1 : J − 1. U8X8V

将其同数值边界条件 U8XjV 和 U8X9V 联立，即可得到一个封闭的离散系统。通

常，称其为模型问题 U>sV 的全显格式。

模型问题 U>sV 的全隐格式可类似定义。换言之，以全隐格式离散热传导

方程 UkXRV，则位于内部（空间）网格点的差分方程是

un+1
j = un

j + µaδ2xu
n+1
j , j = 1 : J − 1. U8XeV

将其同数值边界条件 U8XjV 和 U8X9V 联立，所得的封闭离散系统称为模型问题

U>sV 的全隐格式。

在上述两个格式中，不同网格点的差分方程具有不同的属性。当网格点

远离边界时，差分方程同边界条件无关，其局部截断误差的推导和结论都是

明确的，逐点相容性的概念和结论没有变化；前面章节已经讨论过，此处无需

赘述。我们只需关注那些位于边界附近的有限个差分方程，指出它们受到数

值边界条件影响而产生的相容性变化。

! 论题 8XRX 若采用单侧离散方式处理自然边界条件，古典格式在 x1 点

的局部截断误差是 O(1) 的。

答：以全显格式为例。差分方程在 x1 点的局部描述是

un+1
1 − un

1

∆t
= a

un
2 − 2un

1

(∆x)2
+

σ̃

∆x

[aun
1

∆x
+ φ0(t

n)
]
, U8XdV
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相应的局部截断误差是

τn1 ≡ [u]n+1
1 − [u]n1
∆t

− a
[u]n2 − 2[u]n1

(∆x)2
− σ̃

∆x

[a[u]n1
∆x

+ φ0(t
n)
]
, U8X3V

其中 [u] 满足模型问题 U>sV。利用 h�vHQ` 展开技术，即可得到相应的局部截

断误差阶。等价的简化推导过程如下。回顾差分方程 U8XdV 的生成过程可知，

它源于数值边界条件 U8X9V 和当 j = 1 时差分方程 U8X8V 的线性组合。前者的

离散对象是自然边界条件，后者的离散对象是偏微分方程，相应的局部截断

误差分别是

τT/2 =
[u]n+1

1 − [u]n1
∆t

− a
δ2x[u]

n
1

(∆x)2
= O((∆x)2 +∆t), U8XN�V

τ#`v = − a
[u]n1 − [u]n0

∆x
+ σ[u]n0 − φ0(t

n) = O(∆x). U8XN#V

沿用同样的组合方式，在 U8XN#V 的两侧乘以 σ̃/∆x，同 U8XN�V 相加，即可消

去边界点信息 [u]n0，得到局部截断误差 U8X3V 和相应的估计

τn1 = τT/2 +
σ̃

∆x
τ#`v = O(1).

因此说，全显格式在 x1 点的差分方程是不相容的，同其它位置的整体二阶相

容是不匹配的。 !

上述分析过程表明：要改善差分方程在边界附近网格点的相容性，数值边

界条件（特别是边界导数）的相容阶必须得到相应的提高。常用的边界导数离

散策略有两种：其一是扩大离散模版的宽度，建立高阶相容的单侧离散，例如

[ux]
n
0 =

1

2∆x

[
3[u]n2 − 4[u]n1 + [u0]

n
]
+O(∆x)2;

其二是利用对称模版的数值优势，基于特殊结构的空间网格，建立边界导数

的双侧离散。

8XRXk 双侧离散方式

虚拟点（;?Qbi TQBMi）方法和半网格（Qzb2i K2b?）方法的主要区别是空

间网格的设置方式。下面以全显格式为例，说明两种方法的实现过程。
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虚拟点方法

在虚拟点方法中，自然边界点要设置为空间网格点。整个空间网格是 U8XkV
的拓展，即在计算区域的外部增加少量的辅助网格点。具体来说，适用于混合

边界条件 U8XRV 的等距空间网格是

T (2)
∆x = {xj = j∆x}Jj=−1, U8XRyV

其中 J 是给定的正整数，∆x = 1/J 是空间步长。辅助网格点 x−1 位于计

算区域之外，故被称为虚拟网格点。实际上，它就是网格点 x1 关于空间边界

x = x0 的镜像对称点。

关于本质边界条件 U8XR#V，相应的差分方程依旧定义为 U8XjV。至于自然

边界条件 U8XR�V，以边界 x = x0 为离散焦点，利用一步中心差商离散边界导

数，可得

−a
un
1 − un

−1
2∆x

+ σun
0 = φ0(t

n). U8XRRV

显然，它具有二阶（空间）相容性。假设热传导方程 UkXRV 可以拓展到区域外

侧，将 x0 视为空间内点，得到显式离散的差分方程

un+1
j = un

j + µaδ2xu
n
j , j = 0 : J − 1. U8XRkV

综上所述，模型问题 U>sV 的全显格式定义完毕。

! 论题 8XkX 若采用虚拟点方法处理自然边界条件，全显格式在网格点

x0 处的局部截断误差是 O(∆x+∆t)。

半网格方法

在半网格方法中，自然边界点要设置在空间网格点的正中间。因此，要兼

顾本质边界点 x = 1 也是一个网格点，适用于混合边界条件 U8XRV 的等距空间

网格定义为

T (3)
∆x =

{
xj− 1

2
=

(
j − 1

2

)
∆x

}J

j=0

, U8XRjV

Ryk 第五章 边界条件的数值离散方法

其中 J 是给定的正常数，∆x = 2/(2J +1) 是空间步长。由于空间网格点采用

半点方式进行编号，基于此网格的边界离散方法常常称为半网格方法。当然，

空间网格点采用整点进行编号，也是可以的。

关于本质边界条件 U8XR#V，相应的差分方程是

un
J− 1

2
= φ1(t

n). U8XR9V

至于自然边界条件 U8XR�V，以真实边界 x = x0 为离散焦点，利用半步中心差

商离散边界导数，利用算术平均技术离散边界点值，可得二阶（空间）相容的

差分方程

− a

∆x

(
un

1
2
− un
− 1

2

)
+
σ

2

(
un
− 1

2
+ un

1
2

)
= φ0(t

n), U8XR8V

其中 un
−1/2 也是虚拟点值。同 U8XRRV 相比，它的离散模版更为紧凑。假设热

传导方程 UkXRV 可以拓展到区域外侧，将 x1/2 视为空间内点，得到显式离散

的差分方程

un+1
j+ 1

2
= un

j+ 1
2
+ µaδ2xu

n
j+ 1

2
, j = 0 : J − 1. U8XReV

综上所述，模型问题 U>sV 的全显格式定义完毕。

! 论题 8XjX 若采用半网格方法处理自然边界条件，全显格式在网格点

x1/2 的局部截断误差是 O(∆x+∆t)。

8Xk 二维扩撒方程的边界条件离散

设 Ω 是二维有界区域，考虑热传导方程

ut = △u = uxx + uyy, (x, y) ∈ Ω U8XRdV

初边值问题。本节以全隐格式为例，介绍 .B`B+?H2i 边界条件和 _B2K�MM 边界

条件的数值离散方法。
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当空间区域形状复杂时，相对完美的空间网格k通常是难以构造的。事实

上，网格设计是一项精细的前期准备工作，需要花费巨大的精力。因篇幅限

制，本节跳过这个主题的讨论，直接利用二维平面的正方形网格

Mh = {(xj , yk) : xj = x0 + jh, yk = y0 + kh}k=−∞:+∞
j=−∞:+∞

在空间区域 Ω 的适当剪裁，给出相应的离散网格

Ω̄h ≡ Ωh ∪ Γh. U8XR3V

具体含义如下：

RX 若 Mh 的网格点落在 Ω 内，则它称为网格内点。其全体构成网格内点

集 Ωh ≡ Mh ∩ Ω。

网格内点分为两类。若相应位置的差分方程同边界信息无关，则称其为

规则内点；否则，称其为非规则内点。

kX Mh 的网格线同区域边界 Γ = ∂Ω 的交点，称为网格边界点。其全体构

成网格边界点集 Γh。请注意，网格边界点不一定是网格点。

图 8XR 给出了二维空间网格的局部结构示意图，其中 ˚!APQB 是位于东北角的

边界曲线。显然，A,B, P 和 Q 是网格边界点，G,T,W,C 和 S 是网格内点。

当采用全隐格式离散偏微分方程时，G 和 T 是规则内点，W,C 和 S 是非规

则内点。

要构造初边值问题的差分格式，只需在所有网格内点写出相应的差分方

程。在规则内点，差分方程仅同偏微分方程有关；相应的离散方法已经介绍

过，无需赘述。在非规则内点，差分方程要受到边界条件的影响，其构造过程

同边界条件的具体离散相关。

下面以图 8XR 的两个非规则内点 W 和 C 为例，介绍两类边界条件的数

值离散过程。为行文简便，我们直接用空间网格点的符号替代标号。

k离散网格的结构和质量，例如网格点分布情况同真解的匹配程度，或者网格形状同计算区域

的匹配程度，都会影响数值格式的计算效果。事实上，离散网格的最佳设计是较为独立的一个研

究方向，同计算机辅助设计 U*�.V 和计算机辅助工程 U*�1V 具有紧密的联系。

Ry9 第五章 边界条件的数值离散方法

图 8XR, 二维空间网格的局部示意性描述
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8XkXR 本质边界条件

考虑 .B`B+?H2i 边界条件或者本质边界条件

u|
ĂPQB

= g(x, y), U8XRNV

其中 g 是已知的边界函数。假定 g 同时间无关，仅仅是为了陈述方便。若其

同时间有关，相应的处理方式是类似的。

在非规则内点 W 处，相邻的网格边界点 A 恰好也是网格点，边界条件

离散是非常简单的。只需在原有的全隐格式中，直接代入已知的边界条件，即

可得到 W 点的差分方程

−µ
[
un+1
G + un+1

C + un+1
T

]
+ (1 + 4µ)un+1

W = un
W + µg(A).

但是，在非规则内点 C 处，相邻的两个网格边界点 P 和 Q 不是网格点，边

界条件离散将略显复杂。常见的实现策略有两种。

! 论题 8X9X 第一种实现策略是利用插值逼近技术，将最靠近的边界点

信息直接迁移到非规则内点上。
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答：在图 8XR 中，最靠近非规则内点 C 的网格边界点是 Q。利用常值延

拓技术，定义

un+1
C = g(Q), U8XkyV

或者利用 Q 和 W 两点的线性插值技术，定义

un+1
C =

s1
s1 + s3

un+1
W +

s3
s1 + s3

g(Q). U8XkRV

前者的局部截断误差j是 O(h)。后者的局部截断误差是 O(h2)。具体的操作过

程均同偏微分方程无关。 !

! 论题 8X8X 第二种实现策略是将网格边界点收录到非规则内点的离散

模版中，构造热传导方程 U8XRdV 的非等臂长差分方程。

答：以非规则内点 C 为离散焦点。参见图 8XR，四个方向的空间臂长分别

记为

|CQ| = s1h, |CP | = s2h, |CW | = s3h, |CS| = s4h,

其中 s1 < 1 和 s2 < 1 对应网格边界点，而 s3 = s4 = 1 对应网格内点。此时，

两个二阶空间导数满足

[uxx]C ≈ 1
1
2 (s1 + s3)h

[
[u]Q − [u]C

s1h
− [u]C − [u]W

s3h

]
,

[uyy]C ≈ 1
1
2 (s2 + s4)h

[
[u]P − [u]C

s2h
− [u]C − [u]S

s4h

]
.

采用向后 1mH2` 差商离散时间导数，有

[ut]C ≈ 1

∆t

[
[u]n+1

C − [u]nC

]
.

因此，二维热传导方程 U8XRdV 的非等臂长全隐格式可以定义为

un+1
C − un

C = µ
∑

♯∈{Q,P,W,S}

β♯
[
un+1
♯ − un+1

C

]
, U8Xkk�V

j局部截断误差是指插值逼近带来的误差，即真解代入差分方程后等式两端的差距。
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其中

βQ =
2

s1(s1 + s3)
, βP =

2

s2(s2 + s4)
,

βW =
2

s3(s1 + s3)
, βS =

2

s4(s2 + s4)
.

U8Xkk#V

利用 h�vHQ` 展开技术可知，它相容于二维热传导方程 U8XRdV；但是，由于

s1 ̸= 1 和 s2 ̸= 1，其局部截断误差仅仅达到 (1, 1, 1) 阶。 !

若在非规则内点采用非等臂长全隐格式 U8XkkV，在规则内点采用等臂长

全隐格式，则汇总而成的线性方程组很难保持对称性。为此，可以强行修正差

分系数，重新定义非等臂长全隐格式

un+1
C − un

C = µ
∑

♯∈{Q,P,W,S}

β̄♯
[
un+1
♯ − un+1

C

]
, U8Xkj�V

其中

β̄Q =
1

s1s3
, β̄P =

1

s2s4
, β̄W =

1

s23
, β̄S =

1

s24
. U8Xkj#V

由于 s1 ̸= 1 和 s2 ̸= 1，差分方程 U8XkjV 不相容于二维热传导方程 U8XRdV，在

空间方向的局部截断误差是 O(1) 的。

8XkXk 自然边界条件的处理

设 L2mK�MM 边界条件或者自然边界条件是

∇u · γ
∣∣∣̆
APQB

= g(x, y), U8Xk9V

其中 γ = (γ1, γ2)⊤ 是单位外法向量，已知边界函数 g 同时间无关。若 g 同时

间有关，相应的处理方式是类似的。

在非规则内点 W 处，相邻的网格边界点 A 也是网格点，边界条件离散

相对简单。利用标准的全隐格式，二维热传导方程 U8XRdV 可以在 W 点离散为

−µ
[
un+1
G + un+1

C + un+1
T + un+1

A

]
+ (1 + 4µ)un+1

W = un
W .
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利用单侧差商离散技术，可以建立 L2mK�MM 边界条件的差分离散

γ1
[
un+1
A − un+1

D

]
+ γ2

[
un+1
A − un+1

W

]
= hg(A). U8Xk8V

两式联立，消去网格边界点信息 un+1
A ，可得 W 点的差分方程

−µ
[
un+1
G + un+1

C + un+1
T + γ1u

n+1
D

]

+
[
(1 + 4µ)− µγ2

γ1 + γ2

]
un+1
W = un

W +
µhg(A)

γ1 + γ2
.

U8XkeV

但是，在非规则内点 C 处，相邻的两个边界网格点 P 和 Q 不是网格点，边

界条件离散变得极其繁琐。离散策略9主要有两种。

图 8Xk, 含导数边界处理的网格描述：最近迁移方法
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! 论题 8XeX 第一种策略也是边界条件的迁移技术，具体实现过程同偏

微分方程没有关系。

答：图 8Xk 是 C 点附近的局部放大图。数值离散过程如下：

9在网格边界点 P 和 Q 处，利用单侧离散技术处理法向导数。联立 C 点的非等臂长差分格

式，也可以建立相应的差分方程。详略。

Ry3 第五章 边界条件的数值离散方法

RX 确定 C 点到边界 Γ（或者近似线段 PQ）的垂线，找到相应的垂足 U c

kX 确定垂线 CU 同内部网格线的交点，记为 V；

jX 利用周围的网格点信息，给出 [u]V 的插值逼近，例如

[u]V ≈ |V T |
h

[u]W +
|WV |
h

[u]T ,

其中 |V T | 和 |WV | 是两个直线段的长度；

9X 利用 C 和 V 的函数信息，建立法向导数的单侧逼近，即

g(U) =
[∂u
∂γ

]

U
≈ [u]C − [u]V

|V C| .

它等同于将 U 点的自然边界条件迁移到 C 点。

综上所述，略去无穷小量，用数值解替换真解，即得非规则内点 C 处的差分

方程。具体表达，略。 !

图 8Xj, 含导数边界处理的网格描述：积分插值方法
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! 论题 8XdX 第二种策略是利用积分插值方法，将自然边界条件融合到

偏微分方程的离散过程中。

答：积分插值方法适用于微分方程的离散，也适用于边界条件的离散。图

8Xj 是 C 点附近的局部放大图。数值离散过程如下：

RX 确定 C 点的控制区域 ΩC。它是一个封闭区域，通常由边界曲线、单元

中心点连线、单元中心点到边界曲线的垂直线段联接而成。在图 8Xj 中，

控制区域被简化为曲边三角形 HKG，其中 K 是正方形 WCST 的中

心。

kX 考虑热传导方程 U8XRdV 在控制区域 ΩC 的积分。利用散度定理，将二维

的面积分转化为一维的曲线积分，可得恒等式

G>a =

∫

△HKG
[ut]

n+1/x/y =

∮

∂HKG

[∂u
∂γ

]n+1
/s = _>a,

其中 γ 是 △HKG 的单位外法向量。

jX 差商离散一阶导数，积分近似恒等式的两端，有

G>a ≈ |△HKG|[ut]
n+1
C ≈ |△HKG| [u]

n+1
C − [u]nC
∆t

,

_>a ≈ [u]n+1
C − [u]n+1

W

∆x
|HK|

+
[u]n+1

C − [u]n+1
S

∆y
|KG|+

∫

ḢPQG
g(x, y)ds,

其中 |△HKG| 是曲边三角形的面积，|HK| 和 |KG| 是直线段的长度，

最后的曲线积分可以利用数值积分公式计算。

综上所述，略去无穷小量，用数值解替换真解，即得非规则内点 C 处的差分

方程。详略。 !

将 .B`B+?H2i 和 L2mK�MM 两类边界条件的数值离散方法结合起来，即可

建立 _Q#BM 边界条件的数值离散方法。详略。

RRy 第五章 边界条件的数值离散方法

8Xj 对流方程的人工边界条件

位于有界区间的对流方程

ut = ux, x ∈ (0, 1), t > 0 U8Xkd�V

只能在 x = 1 处提供入流边界条件

u(1, t) = 0, t > 0, U8Xkd#V

不能在 x = 0 处提供出流边界条件。利用简单的能量方法，可知模型问题

U8XkdV 是适定的，即其 G2 模不增，满足

∫ 1

0
u2(x, t)/x ≤

∫ 1

0
u2
0(x, t)/x, ∀t, U8Xk3V

其中 u0(x) 是给定的初值函数。

下面考虑模型问题 U8XkdV 的有限差分方法。为简单起见，设 T∆x,∆t 是等

距的时空网格，相应的空间网格是

T∆x = {xj = j∆x}Jj=0,

其中 ∆x = 1/J 是空间步长，J 是给定的正整数。设时间步长是 ∆t，相应的

网比记作 ν = ∆t/∆x。

在内部网格点 {xj}J−1j=1 处，本章给出的差分格式都是适用的。在入流边

界点 xJ = 1 处，数值边界条件是相对简单的，可以直接赋值

un
J = 0, ∀n.

但是，在出流边界点 x0 = 0 处，数值计算可能遇到困难。对于单边离散模版

的迎风格式，出流边界点值可以直接利用格式给出；对于双边离散模版的 G�t
格式、Gq 格式或者蛙跳格式，出流边界点值无法直接利用格式给出，需要人

工定义。
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图 8X9, 蛙跳格式（左）和 Gq 格式（右）的离散 G2 模演变过程
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人工边界条件的定义要非常小心。若其设置不当，数值结果可能变得极其

糟糕，造成稳定性和精度阶的丢失、局部守恒性的破坏，以及出现虚假的波反

弹现象等等。因篇幅限制，本节仅仅给出两种常见的设置方式：

RX 利用内部数值解构造多项式，进行相应的外插逼近。例如，

Ç 常值外插：un
0 = un

1，它具有一阶局部截断误差。

Ç 线性外插：un
0 = 2un

1 − un
2，它具有二阶局部截断误差。

换言之，具体操作过程不依赖微分方程和数值格式。

kX 由于出流边界点的特征线是指向区域外部的，于是出流边界条件可以利

用特征线回溯理论进行设置，即

un+1
0 = un

0 + ν(un
1 − un

0 ). U8XkNV

它就是局部的迎风格式。

为直观理解上述三种人工边界条件的数值差异，下面观察 Gq 格式和蛙跳格

式的 G2 模稳定性变化。设模型问题 U8Xkd�V 的初值为

u(x, 0) = bBM(2πx), x ∈ [0, 1]. U8XjyV

RRk 第五章 边界条件的数值离散方法

由入流边界条件 U8Xkd#V 可知，问题的真解最终演化为零。图 8X9 绘制了两个

格式的数值解 G2 模演变过程。左侧子图对应蛙跳格式，从上到下的三条曲线

分别对应线性插值、常值插值和 U8XkNV 给出的人工边界条件。实验结果表明，

前两种人工边界条件对于蛙跳格式而言是不稳定的。右侧子图对应 Gq 格式，

基于不同人工边界条件的三条曲线几乎重叠在一起。换言之，上述三种人工

边界条件对于 Gq 格式而言都是可行的。

" 注释 8XRX 关于数值边界条件的稳定性影响，严格的理论分析通常是

较难实现的。目前，较为成功的方法有分离变量法、能量方法和 :Ea 理论。

" 注释 8XkX 当然，虚拟网格方法也可用于出流边界条件的设置；略。
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为简单起见，考虑二维 SQBbbQM 方程

−△u ≡ −(uxx + uyy) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, UeXRV

其中 f 是已知函数，Ω 是边界逐段光滑的二维有界区域。显然，它是一个稳

态问题，同二维扩散方程 ut = △u+ f(x, y) 密切相关。换言之，二维 SQBbbQM
方程的解就是二维扩散方程的稳态解，前面的数值离散技术都可以借鉴过来。

eXR 五点差分格式

稳态问题的离散网格就是发展型问题的空间网格。为简单起见，不妨设

离散网格 Ω̄h 具有正方形结构，由二维平面的正方形网格

Th = {(xj , yk) : xj = x⋆ + jh, yk = y⋆ + kh}∀j∀k

同 Ω 相交而成，其中 (x⋆, y⋆) 是参考点，h 是网格参数或空间步长。如前，离

散网格 Ω̄h 包含两个部分，即

Ω̄h = Ωh ∪ Γh, UeXkV

其中 Ωh 是网格内点集合，Γh 是边界点集。

对于二维 SQBbbQM 方程 UeXRV，五点差分格式是最简单的。它需要在所有

网格内点给出相应的差分方程。在规则内点和非规则内点，差分方程的形式

略有不同。

RRj
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eXRXR 规则内点的五点差分方程

为行文简便，我们不采用双下标标注方法，而是采用罗盘标注方法。换言

之，离散焦点记为中心点 c，相应位置的真解和数值解分别记为 [u]+ 和 u+；其

它网格点利用相对方位来表示，例如东面的网格点记为 e，相应位置的真解和

数值解分别记为 [u]2 和 u2。

若离散焦点 c 是规则内点，则格式构造同边界条件无关。利用标准的二

阶中心差商，逐维离散两个空间偏导数，有

[uxx]+ =
1

h2

(
[u]2 − 2[u]+ + [u]r

)
+O(h2), UeXjV

[uyy]+ =
1

h2

(
[u]M − 2[u]+ + [u]b

)
+O(h2). UeX9V

代入到二维 SQBbbQM 方程 UeXRV，略去无穷小量，用数值解替换真解，即得标

准的五点差分方程：

Lhu+ ≡ 1

h2

[
4u+ − u2 − uM − ub − ur

]
= f+. UeX8V

以它为主体的差分格式，本书均简称为五点差分格式。

同发展型差分格式一样，稳态的差分格式也具有相容性、稳定性和收敛性

等数值概念。它们的基本含义和描述目标是相同的，仅仅是相关陈述略有不

同。例如，相容性概念依旧同局部截断误差密切相关。将 SQBbbQM 方程 UeXRV
的真解代入到五点差分方程 UeX8V，两端的差距就是局部截断误差R

τ+ =
1

h2
{4[u]+ − [u]2 − [u]b − [u]r} = O(h2),

因此说，五点差分格式 UeX8V 是二阶相容于二维 SQBbbQM 方程的。稳定性概

念依旧描述数值解关于定解条件的连续依赖关系，而收敛性概念直接描述数

值解同真解的逼近程度。具体陈述，略。类似地，上述三个数值概念也满足

G�tĜ_B+?iKv2` 等价定理。

R当然，差分格式的量纲要同椭圆型方程保持一致。
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eXRXk 非规则内点的五点差分方程

对于椭圆型方程的定解问题，.B`B+?H2i、L2mK�MM 和 _Q#BM 边界条件都

是常见的边界条件。相应的边界条件离散方法同二维扩散问题类似，具体内

容可参见 Ȝ 8Xk。为行文需要，下面再次明确指出 .B`B+?H2i 边界条件的离散方

法。

! 论题 eXRX 参见图 8XR，设离散焦点 c 是紧邻 .B`B+?H2i 边界的非规则

内点。构造二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 的非等臂长五点差分方程。

答：仿照论题 8X8 的空间导数离散过程，非等臂长的五点差分方程可以定

义为
1

h2

[
β+u+ − β2u2 − βMuM − βbub − βrur

]
= f+, UeXeV

其中 β+ = β2 + βb + βr + βM。余下四个系数有两种定义方式，其一是

β2 =
2

s1(s1 + s3)
, βb =

2

s2(s2 + s4)
,

βr =
2

s3(s1 + s3)
, βM =

2

s4(s2 + s4)
,

UeXdV

其二是

β2 =
1

s1s3
, βb =

1

s2s4
, βr =

1

s23
, βM =

1

s24
. UeX3V

当四个方向的臂长相等时，UeXeV 的局部截断误差是 O(h2)。当臂长不相等的

时候，基于 UeXdV 的五点格式具有 O(h) 的局部截断误差，基于 UeX3V 的五点

格式具有 O(1) 的局部截断误差。 !

基于 UeX3V 的非等臂长五点差分方程，可以保证五点差分格式的离散系统

也具有相应的对称性。

eXRXj 离散方程组

将网格内点的差分方程汇总起来，稳态差分格式可以转化为一个规模庞

大的线性方程组。下面给出一个简单实例。
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! 论题 eXkX 设 Ω = (0, 1) × (0, 1)，考虑二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 的

.B`B+?H2i 零边值问题。给定正整数 J，定义正方形网格

Ω̄h = {(xj , yk) = (jh, kh)}k=0:J
j=0:J ,

其中 h = 1/J。写出五点差分格式对应的线性方程组。

答：按照先行后列（从左到右，从下到上）的编号次序，将二维（空间）

网格函数 uh = {ujk}k=1:J−1
j=1:J−1 改写为列向量

mh = [m⊤1 ,m⊤2 , . . . ,m⊤J−2,m⊤J−1]⊤, UeXNV

其中 mk = [u1,k, u2,k, . . . , uJ−2,k, uJ−1,k]⊤ 是其在水平线 y = yk 上的限制。若

采用相同的编号次序排列差分方程，则线性方程组

Ahmh = 7h UeXRyV

的刚度矩阵是

Ah =
1

h2

[
Ch ⊗ h + h ⊗ Ch

]

=
1

h2
i`B/B�;{− h,Ch + 2 h,− h}

=
1

h2

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ch + 2 h − h

− h Ch + 2 h − h

X X X X X X X X X
X X X X X X − h

− h Ch + 2 h

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

UeXRR�V

其中 h 是 J − 1 阶单位矩阵，Ch = i`B/B�;{−1, 2,−1} 是同阶的三对角矩阵。

在 UeXRyV 中，右端向量称为荷载向量，具体定义是

7h ≡ [7⊤1 , 7⊤2 , . . . , 7⊤J−2, 7⊤J−1]⊤, UeXRR#V
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其中 7k = [f1,k, f2,k, . . . , fJ−2,k, fJ−1,k]⊤ 是已知源项在水平线 y = yk 上的网

格限制。 !

由于刚度矩阵 Ah 具有对角占优（或者对称正定）性质，故而线性方程组

UeXRyV 唯一可解。利用附录内容可知，Ah 具有 (J − 1)2 个特征值

λ(p,q) = λ(p) + λ(q), p = 1 : J − 1, q = 1 : J − 1, UeXRkV

其中

λ(s) =
4

h2
bBM2

( sπ

2J

)
=

4

h2
bBM2

(shπ
2

)
, s = 1 : J − 1

是三对角矩阵 Ch 的特征值。因此，刚度矩阵的谱条件数是

+QM/(Ah) ≡
K�tp,q λ(p,q)

KBMp,q λ(p,q)
= +Qi2

(πh
2

)
= O(h−2). UeXRjV

换言之，当离散网格变密时，线性方程组 UeXRyV 不仅计算规模膨胀，而且病

态程度加剧。此时，线性方程组的数值求解效率，将成为五点差分格式能否成

功的关键。

eXRX9 线性方程组的数值解法 ‡

对于线性方程组 UeXRyV，常用的直接法和迭代法都是高效的数值求解器，

例如 :�mbb 消元方法、:�mbb@a2B/2H 方法、超松弛方法、共轭斜量方法和预

处理方法等。具体内容可查阅数值代数的相关资料，略。上述数值方法都是纯

代数的，没用充分考虑问题的产生背景。事实上，直接利用微分方程的数值

离散技术，也可以构造线性方程组 UeXRyV 的高效数值求解器，例如交替方向

（�Hi2`M�iBM; /B`2+iBQM）方法、多重网格（KmHiB@;`B/）方法和区域分解（/QK�BM
/2+QKTQbBiBQM）方法。因篇幅有限，下面简要描述它们的数值实现过程。

交替方向方法

由于线性方程组 UeXRyV 来自二维 SQBbbQM 方程的差分格式

−Lhu+ = f+,
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故而二维扩散方程（基于相同空间离散处理）半离散格式

/u+
/t = Lhu+ + f+

的稳态数值解计算过程，可以看作 UeXRyV 的迭代方法。为提高数值解趋于稳

态的计算效率，不妨采用二维扩散方程的 �.A 方法或者 GP. 方法。

下面给出一个具体实例。基于 ut = uxx + uyy + f 的 S_ 格式，线性方程

组 UeXRyV 的交替方向方法可以定义为

mk+ 1
2

h = mn
h − τk

[
L1mk+ 1

2
h + L2mk

h − 7h
]
, UeXR9�V

mk+1
h = mn

h − τk
[
L1mk+ 1

2
h + L2mk+1

h − 7h
]
, UeXR9#V

其中 τk 称为虚拟时间步长，

L1 =
1

h2
Ch ⊗ h, L2 =

1

h2 h ⊗ Ch, UeXR8V

分别是 x 方向和 y 方向的二阶中心差商（整体）算子。由 UeXR9V 可知，交替

方向方法的迭代矩阵是

Tk = τ2k ( + τkL2)
−1L1( + τkL1)

−1L2.

考虑相应的一阶定常迭代，即 τk ≡ τ 和 Tk ≡ T。若

τ = τQTi =
1

2

[
bBMπh

]−1
, UeXReV

则相应的迭代矩阵（记为 TQTi）具有最小的谱半径，即

ρ(TQTi) =

[
1− i�M πh

2

1 + i�M πh
2

]2

. UeXRdV

此时，交替方向方法的收敛速度可以媲美带有最佳因子的超松弛方法。具体

内容可参见 (j)，详略。
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多重网格法 ‡

对于线性方程组 UeXRyV 及其迭代算法，6Qm`B2` 理论也是一种极为有效的

分析工具。对于 C�+Q#B 方法或者 :m�bb@a2B/2H 方法，不同波数的简谐波具有

不同的迭代收敛速度。具体来讲，高波数（或高频）的简谐波误差收敛很快，

而低波数（或低频）的简谐波误差收敛较慢。换言之，上述简单迭代方法可以

快速滤去那些高频（简谐波）误差，它们的迭代收敛速度完全受限于低频（简

谐波）误差趋于零的速度。

图 eXR, 嵌套网格：左侧的粗线对应右侧的网格

事实上，某个波数的简谐波到底归属于高频还是低频，要视它所在的空

间网格尺寸。通常，细网格上的低频简谐波可能是粗网格上的高频波。因此，

如果细网格上的低频误差能够转化为粗网格上的高频误差，则粗网格上的简

单迭代方法可以令上述误差快速地衰减到零。不断重复这个过程，迭代算法

的效率有望获得明显的提升。这就是多重网格方法的设计初衷，其核心技术

是低频误差与高频误差在粗细网格之间的相互转化。

最简单的实现过程是基于嵌套网格的二重网格方法。为简单起见，设细

网格是 Ω̄h，由粗网格 Ω̄2h 加密而成，即粗网格的网格点集包含于细网格的网

格点集。参见图 eXR。设线性方程组 UeXRyV 是二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 在细网

格 Ω̄h 上离散得到的，相应的迭代解可以按照以下步骤进行计算：

RX 基于细网格的光滑过程：以猜测值或者迭代解 mk
h 为初值，执行 m 次简
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单迭代（例如 C�+Q#B 或者 :�mbb@a2B/2H 方法），得到相对光滑的数值解

m̄k
h。通常，m 同空间步长 h 无关。

kX 基于粗网格的校正过程：这是二重网格方法的核心部分。

�V 细网格的残量计算 : `kh = 7h − Ahm̄k
h, UeXR3�V

#V 粗网格的残量限制 : `k2h = I2hh `kh, UeXR3#V

+V 粗网格的方程组求解 : A2h2k
2h = −`k2h, UeXR3+V

/V 粗网格到细网格的延拓 : 2̄k
h = Ih2h2k

2h, UeXR3/V

2V 细网格的数值解校正 : mk+1
h = m̄k

h − 2̄k
h. UeXR32V

其中 I2hh 称为细网格到粗网格的限制算子，Ih2h 称为粗网格到细网格的

延拓算子。通常，两者互为逆算子。

综上所述，二重网格方法的迭代过程可以描述为

mk+1
h = m̄k

h − Ih2hA−12h I
2h
h (Ahm̄k

h − 7h). UeXRNV

理论分析表明：要使迭代误差达到用户要求，二重网格方法的迭代步数同计

算规模或网格步长 h 无关。整个算法的计算复杂度是 O(n HQ;n)，堪称最优的

线性方程组计算效率，其中 n = O(h−2) 是未知量的个数。

" 注释 eXRX 事实上，粗网格的代数方程组 UeXR3+V 可以继续采用二重网

格方法求解。如此嵌套下去，即可形成各种形式的多重网格方法。因此说，二

重网格方法是多重网格方法的基础。

下面给出限制算子 I2hh 和延拓算子 Ih2h 的具体定义。为行文简便，不妨采

用二维笛卡尔网格的星型图表示法。

RX 限制算子 I2hh 是细网格函数到粗网格函数的加权平均算子，对应的星型

图是

I2hh ≡ 1

16

⎡

⎢⎢⎣

1 2 1

2 4 2

1 2 1

⎤

⎥⎥⎦

2h

h

, UeXkyV
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其含义是：将矩阵中心置于关注的粗网格点上，矩阵的每个元素表示周

围九个细网格点的对应权重。在粗网格点上的限制值，就是九个细网格

点值按照给定权重进行平均。

kX 延拓算子 Ih2h 是粗网格函数到细网格函数的双线性插值算子，对应的星

型图是

Ih2h ≡ 1

4

⎡

⎢⎢⎣

1 2 1

2 4 2

1 2 1

⎤

⎥⎥⎦

h

2h

, UeXkRV

其含义是：将矩阵中心置于关注的粗网格点上，矩阵的每个元素就是周

围九个细网格点的对应权重。此时，粗网格点值将按照权重，逐一分配

到周围的九个细网格点。在所有粗网格点上执行上述操作，最终的叠加

结果就是网格函数从粗网格到细网格的插值延拓。

当然，限制算子和延拓算子是不唯一的，可以差分格式进行相应的设置。

区域分解方法 ‡

基本思想就是将一个整体区域分割为有限个子域，把一个大规模的计算

问题转化为多个小规模的计算问题。如果离散系统的基本算法具有高次多项

式的计算复杂度，则上述操作通常都可以明显地改善基本算法的计算效率。此

外，每个子域的数值计算可以相对独立地进行，区域分解方法具有本质并行

机制。

图 eXk, 区域分解方法的重叠区域

γ2

✲ Ω2

γ1

✛Ω1
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区域分解方法具有多种实现途径。因篇幅限制，本节仅仅介绍重叠型

a+?r�`x 方法。参见图 eXk，设整体区域 Ω 是两个重叠区域的并集，即 Ω =

Ω1 ∪ Ω2，且 Ω1 ∩ Ω2 的测度严格大于零。为简单起见，假设 Ωκ 的内部边界

γκ = ∂Ωκ ∩ Ω, κ = 1, 2

是由整体网格 Ω̄h 的部分网格线联接而成。设线性方程组 UeXRyV 是二维 SQBb@
bQM 方程 UeXRV 在细网格 Ω̄h 上利用五点差分格式 UeX8V 离散得到的，相应的

迭代解可以按照以下步骤进行计算：

RX 基于 Ω̄h 在 Ω̄1 限制而成的子网格，利用五点差分格式，计算 Ω1 内的

二维 SQBbbQM 方程，相应的边界条件k是

u|γ1 = mk
h, u|∂Ω∩∂Ω1 = 0,

其中 mk
h 是猜测初值或者迭代解。相应的数值解记为 m̃k+1

h 。

kX 基于 Ω̄h 在 Ω̄2 限制而成的子网格，利用五点差分格式，计算 Ω2 内的

二维 SQBbbQM 方程，相应的边界条件是

u|γ2 = m̃k+1
h , u|∂Ω∩∂Ω2 = 0.

相应的数值解记为 mk+1
h 。

若重叠区域 Ω1 ∩Ω2 的相邻数值解 mk+1
h 和 m̃k+1

h 充分接近，则迭代可以停止。

理论分析表明：重叠型 a+?r�`x 方法是收敛的，其收敛速度同重叠区域的面

积成正比。换言之，若重叠区域的面积越大，则迭代收敛的速度越快。

在上述算法中，计算流程称为异步并行方式，边界信息交换方式称为

.B`B+?H2i@.B`B+?H2i 方式。事实上，计算流程和边界信息交换方式还有其他策

略，例如同步并行方式和 .B`B+?H2i@L2mK�MM 方式。

k位于内部边界的函数可以理解为相应网格点信息形成的线性插值函数。
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eXk 最大模估计

本节以二维 SQBbbQM 方程 .B`B+?H2i 边值问题的五点差分格式为例，建立

椭圆型差分格式的最大模稳定性和误差估计j。理论分析的核心内容是强最大

值原理。

eXkXR 强最大值原理

为行文简便，本节采用单下标标注方法。换言之，离散点直接利用整数 ℓ

来表示，相应位置的数值解用 uℓ 来表示。

回忆 UeXkV，设离散网格为 Ω̄h = Ωh ∪Γh，其中 Ωh 是网格内点集，Γh 是

网格边界点集。设 {uj}∀j∈Ω̄h
是未知网格函数，满足差分格式

Dhuj ≡ djjuj −
∑

k∈O(j)

djkuk = fj , j ∈ Ωh, UeXkk�V

uj = gj , j ∈ Γh, UeXkk#V

其中 fj 和 gj 是已知的网格函数，O(j) 表示网格内点 j 的空心邻域，包含同

j 关联的有限个网格点。若 {djj}∀j 和 {djk}∀j∀k 均是给定的正数，且满足

djj ≥
∑

k∈O(j)

djk, ∀j, UeXkjV

则称 Dh 是椭圆型差分算子，UeXkkV 是椭圆型差分格式。

默认离散网格 Ω̄h 关于差分格式 UeXkkV 是连通的。换言之，对于任意网

格内点 ℓ⋆ 和 ℓ⋆，均存在网格内点形成的路径

ℓ⋆ = ℓ0, ℓ1, ℓ2, . . . , ℓm−1, ℓm = ℓ⋆, UeXk9�V

其中

ℓr ∈ O(ℓr−1), r = 1 : m. UeXk9#V
j至于 G2 模度稳定性和误差估计，可以利用能量方法或矩阵直接方法给出；详略。
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由于网格边界点至少落在某个网格内点的空心邻域内，两个网格内点可以推

广到一个网格内点和一个网格边界点。

引理 eXRX （强最大值原理）若网格函数 u = {uj}j∈Ω̄h
不恒等于常值，且

处处满足

Dhuj ≤ 0, j ∈ Ωh, UeXk8V

则 u 不可能在网格内点集 Ωh 上取到正的最大值。

证明：反证。假设 u 在网格内点 j0 处取到正的最大值。注意到

Dhuj =
[
djj −

∑

k∈O(j)

djk
]
uj +

∑

k∈O(j)

djk
[
uj − uk

]
, UeXkeV

利用椭圆型差分算子的性质，可知 Dhuj0 ≥ 0。因此，假设条件 UeXk8V 蕴含

Dhuj0 = 0，进而得到

dj0j0 =
∑

k∈O(j0)

dj0k, 且 uk = uj0 , ∀k ∈ O(j0).

换言之，同 j0 关联的网格点也取到正的最大值。由于离散网格 Ω̄h 是连通的，

利用离散模版的漂移，可知所有网格点都取到正的最大值，同引理条件（非定

常假设）矛盾！因此，命题得证。 !

事实上，引理 eXR 是椭圆型方程强最大值原理的数值刻画。作为一个直接

应用，我们可以建立椭圆型差分格式的优函数理论。

引理 eXkX 若椭圆型差分格式
{

DhUj = Fj , j ∈ Ωh,

Uj = Gj , j ∈ Γh.
UeXkdV

和椭圆型差分格式 UeXkkV 具有相同的算子结构，且

|fj | ≤ Fj , ∀j ∈ Ωh; |gj | ≤ Gj , ∀j ∈ Γh,

则称网格函数 Uj 是椭圆型差分格式 UeXkkV 的优函数，即

|uj | ≤ Uj , ∀j ∈ Ω̄h. UeXk3V
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证明：记 zj = uj − Uj。利用差分格式的线性结构，有

{
Dhzj = −Fj + gj ≤ 0, j ∈ Ωh,

zj = −Gj + gj ≤ 0, j ∈ Γh.
UeXkNV

利用引理 eXR，可知 zj ≤ 0 处处成立。类似地，可证 uj + Uj ≥ 0 处处成立。

证毕。 !

eXkXk 简单估计

下面建立椭圆型差分格式 UeXkkV 的最大模稳定性结论和最大模误差估计。

为简单起见，设差分方程都具有 UeXeV 的形式，即规则内点的五点差分方程是

等臂长的，非规则内点的五点差分方程可能是非等臂长的。

定理 eXRX 椭圆型差分格式 UeXkkV 满足最大模稳定性，即

∥uh∥Ω̄h,∞ ≤ C1

[
∥f∥Ωh,∞ + ∥g∥Γh,∞

]
, UeXjyV

其中界定常数 C1 > 0 同空间步长 h 无关。

证明：设 (x⋆, y⋆) 是计算区域 Ω 的中心，ρ 是区域半径，定义

U(x, y) = K
[
ρ2 − (x− x⋆)

2 − (y − y⋆)
2
]
, UeXjRV

其中 K 是需要适当选取的正常数。简单计算，可知 DhUj = θK；对于五点

差分方程 UeXeV 而言，在规则内点有 θ = 4，在非规则内点也有 θ > 2。因此，

若取

K =
1

2
K�t
Ωh

|fj |,

则 UeXjRV 定义的网格函数 {Uj = U(xj , yj)}∀j∈Ω̄h
是椭圆型差分格式

{
Dhu

(1)
j = fj , j ∈ Ωh,

uj = 0, j ∈ Γh,
UeXjkV

的优函数。由引理 eXk，可知 ∥u(1)∥Ω̄h,∞ ≤ 1
2ρ

2∥f∥Ωh,∞。
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显然，常值网格函数 {Vj = K�tΓh |gj |}∀j∈Ω̄h
是椭圆型差分格式

{
Dhu

(2)
j = 0, j ∈ Ωh,

uj = gj , j ∈ Γh,
UeXjjV

的优函数。因此，∥u(2)∥Ω̄h,∞ ≤ ∥g∥Γh,∞。

注意到 uh = u(1) + u(2) 和三角不等式，可知

∥uh∥Ω̄h,∞ = ∥u(1) + u(2)∥Ω̄h,∞ ≤ ∥u(1)∥Ω̄h,∞ + ∥u(2)∥Ω̄h,∞.

综上所述，定理即证。 !

下面建立五点差分格式的最大模误差估计。设 Ω = (0, 1)× (0, 1) 是正方

形区域，相应的离散网格

Ω̄h = {(xj , yk) = (jh, kh)}k=0:J
j=0:J , h = 1/J

是完美匹配的。换言之，非规则内点的五点差分方程 UeXeV 也是等臂长的。利

用线性结构，可得误差方程
{

Dhej = τj , j ∈ Ωh,

ej = 0, j ∈ Γh,
UeXj9V

其中 ej = [u]j − uj 是数值误差，τj = O((∆x)2) 是局部截断误差。因此，由

定理 eXR 可知，

∥e∥Ω̄h,∞ ≤ C1∥τ∥Ωh,∞ ≤ C2(∆x)2.

换言之，五点差分格式具有二阶的最大模误差。

eXkXj 精细估计

回顾 §eXRXk 可知：对于任意的二维有界区域，非规则内点的五点差分方

程可能是非等臂长的，相应的局部截断误差至多一阶。此时，直接利用定理

eXR，相应的最大模误差估计也至多一阶。但是，数值经验表明最大模误差依

旧可以达到二阶。换言之，理论结果同真实表现存在差距。
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为弥补上述差距，我们需要完善定理 eXR 的结论，建立更加精细的最大模

稳定性结论。基于线性叠加原理，将椭圆型差分格式 UeXjkV 的数值解再次分

裂为两个部分，即

u(1) = u⋆ + u⋆⋆, UeXj8V

其中 u⋆ 和 u⋆⋆ 分别满足椭圆型差分格式
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Dhu⋆
j = fj , Dhu⋆⋆

j = 0, j ∈ Ω⋆
h,

Dhu⋆
j = 0, Dhu⋆⋆

j = fj , j ∈ Ω⋆⋆
h ,

u⋆
j = 0, u⋆⋆

j = 0, j ∈ Γh,

UeXjeV

在 UeXjeV 中，Ω⋆
h 是规则内点集，Ω⋆⋆

h 是非规则内点集。类似于定理 eXR 的证

明，借助同样的优函数可知

∥u⋆∥Ω̄h,∞ ≤ C3∥f∥Ω⋆
h,∞, UeXjdV

其中定解常数 C3 > 0 同空间步长无关。要估计 u⋆⋆，我们需要完成下面两步：

Ç 首先，仿照引理 eXR 的证明过程，建立增强版的强最大值原理：若 u⋆⋆ 不

是常值函数，则正的最大值和负的最小值均不会出现在规则内点集 Ω⋆
h

上。换言之，u⋆⋆ 的最大绝对值必然出现在非规则内点集 Ω⋆⋆
h 上。

Ç 然后，深入观察 Ω⋆⋆
h 内的五点差分方程，有

d̃jjuj +
∑

k∈O(j),k ̸∈Γh

djk
[
uj − uk

]
= fj , UeXj3�V

且

d̃jj ≡ djj −
∑

k∈O(j),k ̸∈Γh

djk ≥ C4

h2
, ∀j ∈ Ω⋆⋆

h , UeXj3#V

其中界定常数 C4 > 0 同空间步长无关。设正的最大值（或负的最小

值）在某个非规则内点取到，考虑相应位置的差分方程 UeXj3�V。利用

UeXj3#V，可知

∥u⋆⋆∥Ω⋆⋆
h ,∞ ≤ C5h

2∥f∥Ω⋆⋆
h ,∞, UeXjNV

其中界定常数 C5 > 0 同空间步长无关。
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综上所述，椭圆型差分格式 UeXkkV 具有稳定性结论

∥uh∥Ω̄h,∞ ≤ C6

[
∥f∥Ω⋆

h,∞ + h2∥f∥Ω⋆⋆
h ,∞ + ∥g∥Γh,∞

]
, UeX9yV

其中界定常数 C6 > 0 同空间步长无关。

! 论题 eXjX 证明：无论 .B`B+?H2i 边界条件的数值处理是否完美，五点

差分格式 UeXeV 都具有二阶的最大模误差估计。

答：此时，误差方程 UeXj9V 依旧成立。由 UeX9yV，可知

∥e∥Ω̄h,∞ ≤ C6

[
∥τ∥Ω⋆

h,∞ + h2∥τ∥Ω⋆⋆
h ,∞

]
.

于是，论题得证。 !

" 注释 eXkX 类似地，在适当的时空约束条件下，二维扩散方程 .B`B+?H2i
问题的偏隐格式也具有最优的最大模误差估计，无论边界条件的数值离散是

否完美。例如，对于任意的网比，全隐格式也具有强最大值原理，相应的最大

模误差都是 O(h2 +∆t)，其中 h 是空间步长，∆t 是时间步长。

eXj 提高数值精度的方法

五点差分格式只有二阶精度，相应的计算效率较低。比如，数值误差要降

至原有的 k8W，空间步长需缩小 8yW，计算规模需膨胀 9 倍。若线性方程组

的计算复杂度是非线性的，则相应的 *Sl 时间将急剧地增长。本节给出三种

解决途径。

eXjXR _B+?�`/bQM 外推技术

_B+?�`/bQM 外推技术是简单易行的事后处理方法，可以基于较粗的网格

和较少的运算量，获得更为准确的数值解。相应的理论基础是误差渐近展开

公式。
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! 论题 eX9X 考虑论题 eXk 中的五点差分格式，建立相应的误差渐近展

开公式。

答：考虑辅助的椭圆型方程

−∆w = [uxxxx] + [uyyyy], (x, y) ∈ Ω = (01, )× (0, 1), UeX9R�V

w = 0, (x, y) ∈ Γ, UeX9R#V

其中 w(x, y) 是未知函数，u(x, y) 是二维 SQBbbQM 方程定解问题的真解。采用

双下标标注方法，令

ηjk = ujk − [u]jk − 1

12
h2[w]jk,

其中 ujk 是五点差分格式的数值解。注意到五点差分格式的局部截断误差，简

单计算可知

Lhηjk = O(h4), (xj , yk) ∈ Ωh, UeX9k�V

ηjk = 0, (xj , yk) ∈ Γh, UeX9k#V

其中 Lh 的具体定义见 UeX8V，Ωh 是网格内点集，Γh 是网格边界点集。利用

椭圆型差分格式的优函数理论，可知 ∥η∥Ω̄h,∞ = O(h4)，即五点差分格式具有

误差渐近展开公式

ujk = [u]jk +
1

12
h2[w]jk +O(h4). UeX9jV

证毕。 !

设 Ω̄h 是由 Ω̄2h 加密而成的嵌套网格，相应的五点差分格式给出两个数

值解 uh 和 u2h。它们都是真解 [u] 的二阶逼近。基于误差渐近展开公式 UeX9jV，
定义粗网格 Ω̄2h 上的 _B+?�`/bQM 外推组合

ũ2h =
4

3
uh − 1

3
u2h. UeX99V

显然，它是真解 [u] 的四阶逼近，即 ∥ũ2h − [u]2h∥Ω2h,∞ = O(h4)。
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" 注释 eXjX 当区域形状变得复杂或者边界条件类型发生变化时，边界

条件离散方法可能影响误差渐近展开公式的完美结构。一般而言，对于本质

边界条件，_B+?�`/bQM 外推公式 UeX99V 依旧有效；但是，对于自然边界条件，

相应的数值外推表现不够理想。

eXjXk 九点格式

直接提高数值格式的相容阶，也是有效的解决途径。通过离散模版的扩

张，即可实现上述目标。例如，基于正方形网格，二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 的

四阶九点格式可以定义为

Nhu+ :=

[
2

3
Lh +

1

3
Sh

]
u+ = f+ −

1

12
Lhf+, UeX98V

其中 Lh 是正五点格式 UeX8V 的差分算子，Sh 是斜五点格式9

Shu+ ≡ 1

2h2

[
4u+ − uM2 − uMr − ub2 − ubr

]
= f+ UeX9eV

的差分算子。基于正方形网格，在 UeX98V 的右侧增加适当的高阶修正，可得

二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 的六阶九点格式
[
2

3
Lh +

1

3
Sh

]
u+ = f+ −

1

12
Lhf+ −

h4

240
(δ4x + δ4y)fc +

h4

90
δ2xδ

2
yfc.

" 注释 eX9X 基于非正方形的空间（矩形）网格，二维 SQBbbQM 方程 UeXRV
的四阶九点格式将略显复杂。事实上，它可以定义为

−
[

δ2x
(∆x)2

+
δ2y

(∆y)2
+

(∆x)2 + (∆y)2

12(∆x)2(∆y)2
δ2xδ

2
y

]
u+ =

[
1 +

δ2x + δ2y
12

]
f+,

其中 ∆x 和 ∆y 是两个方向的空间步长。要确保它是椭圆型差分格式，∆x 和

∆y 需要满足限制条件 1√
5
≤ ∆x

∆y ≤
√
5。

随着离散模版的扩张，数值格式的相容阶得以提高。但是，系数矩阵变得

越来越稠密，线性方程组的数值求解变得越来越困难。

9在旋转变换下，G�TH�+2 算子的形式保持不变。将直角坐标系旋转 π/4，正五点格式 UeX8V 可

以导出斜五点格式 UeX9eV。相应的局部截断误差也是 O(h2)。
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eXjXj E`2Bbb 差分格式
回忆 URXR8V，二阶导数具有紧凑的四阶逼近方式

D2 =
1

h2

δ2

I + δ2/12
+O(h4), UeX9dV

其中 h 为空间步长。基于此，我们可以构造二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 的 E`2Bbb
格式。它是四阶相容的紧凑型差分格式，将真解和导数同时作为逼近目标。

空间网格设置如前。E`2Bbb 格式的设计过程如下：同时引进三个网格函数

u, p 和 q，分别逼近问题真解和二阶导数，即

u ≈ [u], p ≈ [uxx], q ≈ [uyy].

为行文简便，下面采用双下标标注方法。以网格点 (xj , yk) 为离散焦点。对应

二维 SQBbbQM 方程 UeXRV，定义差分方程

−
(
pjk + qjk

)
= fjk. UeX93�V

利用 UeX9dV 离散两个空间导数，可以建立差分方程

1

12
pj+1,k +

5

6
pjk +

1

12
pj−1,k =

1

h2
δ2xujk, UeX93#V

1

12
qj,k+1 +

5

6
qjk +

1

12
qj,k−1 =

1

h2
δ2yujk. UeX93+V

联立上述三种差分方程，即可得到网格函数 u, p, q 的线性方程组，其未知量

的总数是网格点数的三倍。

这个大规模的线性方程组可以利用迭代方法求解。以 .B`B+?H2i 零边值问

题为例。若猜测初值或迭代解 un 是已知的，则迭代解 un+1 可以按照以下步

骤进行计算：

Ç 利用 UeX93#V 和 UeX93+V，计算相应的 pn 和 qn。此时，位于边界位置的

二阶导数可以利用 un 的二阶单侧差商来表示。在每条直线段上，相应

的线性方程组具有对角占优的三对角系数矩阵，可以利用 h?QK�b 算法

快速地求解。因此，相应的乘除法运算次数同直线上的未知量个数成正

比例。
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Ç 利用 UeX93�V 的简单迭代格式

un+1
jk − un

jk

τn
−

[
pnjk + qnjk

]
= fjk, UeX9NV

可以给出下一步的迭代解 un+1，其中 τn 是迭代参数，称为虚拟时间步

长。

若相邻误差 ∥un+1 − un∥2 达到用户需求，则迭代可以停止。

eX9 有限元方法 ‡

当区域形状复杂或者边界条件含有导数的时候，基于正交网格的有限差

分方法常常变得捉襟见肘，相应的数值实现过程变得繁琐。此时，有限元方

法将展现其灵活性和数值优势，其成功主要源于下面三个原因：

Ç 基于变分表述，自然边界条件的处理变得简单。有限元方法继承了古典

变分方法的基本框架，相应的数值计算具有扎实的理论基础。

Ç 基于分片多项式理论，有限元方法成功地克服了古典变分方法的缺点，

可以用于任意形状的区域。

Ç 在有限元方法中，刚度矩阵和荷载向量的组装具有标准的操作流程，相

应的程序编程和实际应用具有统一框架。

时至今日，有限元方法已经广泛应用于各种类型的偏微分方程，成为一种主

流数值方法。

在 _XqX*HQm;? URNeyV 关于平面弹性力学问题的学术论文中，有限元方

法的名称首次出现。同时，以冯康院士为首的中国数值计算专家也独立提出

了相同的方法，当时的名称是基于变分原理的差分方法。事实上，著名的应用

数学家 _X *Qm`�Mi 在 RN9j 年就提出过类似的思想。
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eX9XR 变分方法的基本理论

对于弹性力学问题，相应的数学描述通常有两种方式，其一是基于牛顿定

律导出的微分方程定解问题，其二是基于能量原理导出变分问题。两者相比，

后者更能准确反映数学物理问题的本质，因为它具有下面的优点：

RX 关于解函数的可导性要求，微分方程定解问题要强于变分问题。在很多

实际问题中，解函数可能无法逐点满足微分方程定解问题，却可以（在

积分意义下）整体满足变分问题。

kX 微分方程需要明确给出边界条件，而变分问题可以将边界条件融入到试

探函数空间的定义中。因此，变分问题可以较为轻松处理各种边界条件，

特别是含有导数的自然边界条件。

为简单起见，本节以二维 SQBbbQM 方程的 .B`B+?H2i 零边值问题为例，介绍椭

圆型方程的变分方法，其中 Ω 是二维凸多边形区域。至于自然边界条件，我

们将会给予简要说明。

.B`B+?H2i 边界条件也称为本质边界条件，必须出现在相应的函数空间内。

引进赋范线性空间8

H = {v : v, vx, vy ∈ L2(Ω) 且 v|Γ = 0}, UeX8yV

它是函数空间 C1
0 (Ω) 关于范数

∥v∥H =
(
∥v∥2 + ∥vx∥2 + ∥vy∥2

) 1
2 UeX8RV

的完备化。由于 C1
0 (Ω) 在 H 中稠密，不妨将 H 粗略地理解为 C1

0 (Ω)。

对于模型问题- 常用的变分描述主要有两个。因篇幅有限，我们跳过详细

的推导过程，直接给出它们的具体形式。

RX _B2ix 变分问题：求 u ∈ H，使

E(u) = KBM
v∈H

E(v), UeX8kV

8导数应当理解为“广义导数”，边界取值应当理解为“迹”。
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其中

E(v) =

∫

Ω

[
1

2
(v2x + v2y)− fv

]
/x. UeX8jV

它对应物理学的最小势能原理。

kX :�H2`FBM 变分问题：求 u ∈ H，使得

A(u, v) = F (v), ∀v ∈ H, UeX89�V

其中

A(u, v) ≡
∫

Ω
∇u ·∇v/x, F (v) ≡

∫

Ω
fv/x. UeX89#V

它对应物理学的虚功原理。

在 UeX89V 中，u 称为试探函数，v 称为检验函数，其所属空间分别称为

试探函数空间和检验函数空间。由于两个函数空间相同，故而 UeX89V 称

为 :�H2`FBM 变分问题。

同 _B2ix 变分问题相比，:�H2`FBM 变分问题具有更加广泛的适用范围。本节将

以其为讨论重点。

定理 eXkX UG�t@JBH;`�K 定理V 设 H 是以范数 ∥ · ∥ 为度量的 "�M�+?
空间，双线性泛函数 A(w, v) : H×H → ℜ 满足

RX 对称：A(w, v) = A(v, w)c

kX 正定：存在固定常数 M1 > 0，使得 A(v, v) ≥ M1∥v∥2c

jX 有界：存在固定常数 M2 > 0，使得 |A(w, v)| ≤ M2∥w∥∥v∥X

若 F (v) : H → ℜ 是有界线性泛函，则 :�H2`FBM 变分问题 UeX89V 的解 u ∈ H
存在且唯一，满足先验估计

∥u∥H ≤ 1

M1
∥F∥H⋆ =

1

M1
bmT
v ̸=0

∥F (v)∥
∥v∥ .
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因篇幅限制，我们跳过 G�t@JBH;`�K 定理的证明，直接将其用于 :�H2`FBM
变分问题 UeX89V。显然，A(·, ·) 是对称的双线性泛函。利用 *�m+?v@a+?r�`ix
不等式，可知

A(u, v) ≤ ∥u∥H∥v∥H, ∀u, v ∈ H,

即 A(·, ·) 满足有界性。注意到 u|Γ = 0，利用著名的 SQBM+�`2 不等式，简单

计算可知

A(u, u) = ∥ux∥2 + ∥uy∥2 ≥ M1∥u∥2H.

显然，F (·) 是有界线性泛函。因此，G�t@JBH;`�K 定理的条件均满足，:�H2`FBM
变分问题 UeX89V 的解 u ∈ H 存在且唯一。

定理 eXjX 模型问题的古典解必定满足满足 :�H2`FBM 变分问题 UeX89V。反

之，若 :�H2`FBM 变分问题 UeX89V 的解满足 u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω̄)- 则它也是模型

问题的古典解。

因此，:�H2`FBM 变分问题 UeX89V 的解常常定义为模型问题的弱解。在后

续的讨论中，两个概念是完全等同的。

" 注释 eX8X L2mK�MM 和 _Q#BM 边界条件称为自然边界条件，因为它们

可以直接体现在变分方程中，不用出现在试探函数空间或者检验函数空间中。

若二维 SQBbbQM 方程 UeXRV 具有边界条件

∂u

∂γ
+ σu = g(x, y),

其中 σ ≥ 0 是给定的常数，γ = (γ1, γ2) 是单位外法向量，相应的 :�H2`FBM 变

分问题是：求 u ∈ H̃ ≡ {v : v, vx, vy ∈ L2(Ω)}，使得

∫

Ω
∇u∇v/x/y +

∫

Γ
σuv/s =

∫

Ω
fv/x+

∫

Γ
gv/s, ∀v ∈ H̃.

因篇幅限制，具体的推导过程略。

Rje 第六章 椭圆型方程

eX9Xk 古典变分法

由于 H 是无穷维空间，变分问题 UeX89V 通常是无法准确求解的。古典变

分法是较为有效的近似求解方法，其实现过程如下。设

Hn = bT�M{ψ1(x),ψ2(x), . . . ,ψn(x)} UeX88V

是 H 的一个有限维子空间，其中 ψ1(x),ψ2(x), . . . ,ψn(x) 是线性无关的基函

数。将变分问题 UeX89V 局限在 Hn 内，可以得到有限维变分问题：求 un(x) ∈
Hn，使得

A(un, vn) = F (vn), ∀v ∈ Hn. UeX8eV

既然 un(x) ∈ Hn，试探函数可以表示为

un =
n∑

j=1

αjψj(x), UeX8dV

其中 {αj}nj=1 是待定系数。令检验函数为 vn(x) = ψj(x), j = 1, 2, . . . , n，则

有限维变分问题 UeX8eV 等价转化为 α = [α1,α2, . . . ,αn]⊤ 的线性方程组

Aα = #, UeX83V

其中

A =
(
A(ψj ,ψi)

)j=1:n

i=1:n
, # = [F (ψ1), F (ψ2), . . . , F (ψn)]

⊤, UeX8NV

分别称作刚度矩阵和荷载向量。

由于双线性泛函 A(u, v) 是对称正定的，于是刚度矩阵 A 是对称正定的。

因此，线性方程组 UeX83V 存在唯一解 α，相应的 un ∈ Hn 也是变分问题 UeX8eV
的唯一解。

引理 eXjX U*2� 引理V 设 H 为 "�M�+? 空间，双线性泛函 A(·, ·) 满足定

理 eXk 的有界性和正定性。若 Hn 是 H 的有限维子空间，则存在仅仅依赖 M1

和 M2 的正常数 β，使得

∥u− un∥H ≤ β BM7
v∈Hn

∥u− v∥H, UeXeyV
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其中 u 满足变分问题 UeX89V，un 满足变分问题 UeX8eV。

证明：注意到 Hn ⊂ H，将 UeX89V 和 UeX8eV 相减，可知误差 u− un 满足

正交性质

A(u− un, v) = 0, ∀v ∈ Hn. UeXeRV

利用 A(·, ·) 的正定性和有界性，有

M1∥u− un∥2H ≤ A(u− un, u− un) = A(u− un, u− v)

≤ M2∥u− un∥H∥u− v∥H,
UeXekV

其中 v ∈ H 是任意的函数。取正常数 β = M2/M1，即证。 !

定理 eX9X U投影定理V 假设引理 eXj 的条件成立，且双线性泛函 A(·, ·) 还

具有对称性，则

|||u− un||| = BM7
v∈Hn

|||u− v|||, UeXejV

其中 |||v||| =
√

a(v, v) 称做能量模。换言之，un 是真解 u 在 Hn 的最佳能量

模逼近。

证明：定义二元运算

[w, v] ≡ A(w, v), w, v ∈ H.

不难验证，它是空间 H 的内积，相应的诱导范数 |||v||| = [v, v]1/2 就是能量模。

由误差正交性质 UeXeRV 可知

|||u− un|||2 = A(u− un, u− un)

= A(u− un, u− v), ∀v ∈ Hn,

≤ |||u− un||| · |||u− v|||, ∀v ∈ Hn.

UeXe9V

注意到 un ∈ Hn，定理结论得证。 !

在投影定理 eX9 的条件下，利用 A(·, ·) 的正定性和有界性，由 UeXe9V 可

以导出比 *û� 引理更加精确的估计

∥u− un∥H ≤
√

M2

M1
BM7

v∈Hn

∥u− v∥H. UeXe8V
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利用误差的正交性质，有 |||u|||2 = |||u − un|||2 + |||un|||2。因此，数值解具有“能

量单侧逼近”性质，即

|||un||| ≤ |||u|||. UeXeeV

这个性质非常适宜弹性静力学的数值计算。

利用 *2� 引理或者投影定理可知，古典变分法的误差估计可以转化为相

应的函数逼近问题。只要有限维子空间 Hn 具有良好的函数逼近性质，则古

典变分法给出的近似解 un 就是可靠的。

定理 eX8X 假设引理 eXj 的条件成立。若 H 是 >BH#2`i 空间，具有完全

的正交系 {ψi }∞i=1，则有限维子空间 Hn = bT�M {ψ1,ψ2, . . . ,ψn } 可以保证

HBKn→∞ ∥u− un∥H = 0。

证明：设 ε 是任意的正数。由于 {ψi }∞i=1 是 H 的完全正交系，存在

Nε ∈ Z+ 和 {αi }Nε
i=1，使得

∥∥∥∥∥u−
Nε∑

i=1

αiψi

∥∥∥∥∥
H

≤ ε/β.

当 n ≥ Nε，有 HNε ⊂ Hn，由引理 eXj 可得

∥u− un∥H ≤ β BM7
v∈Hn

∥u− v∥H ≤ β

∥∥∥∥∥u−
Nε∑

i=1

αiψi

∥∥∥∥∥
H

≤ ε,

即证。 !

由定理 eX8 可知，若 Hn 是正交的三角多项式空间，即

Hn = bT�M{bBM(πx), bBM(2πx), . . . , bBM(nπx)},

则相应的古典变分法称为谱方法，保证数值解收敛到真解。

eX9Xj 标准有限元方法

对于高维椭圆型方程，古典变分法仍会遇到一些困难，特别是有限维子

空间的构造以及数值格式的计算效率。具体而言，是
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RX 作为函数空间的强制约束，有限维子空间的基函数需要满足 .B`B+?H2i 边

界条件。当计算区域形状复杂的时候，这个目标是难以实现的。

kX 刚度矩阵和荷载向量涉及大量的积分运算。在古典变分法中，基函数通

常是（几乎）处处非零的。从数值计算的角度出发，它导致两个非常严

重的数值困扰：

Ç 由于数值积分要遍历整个计算区域，线性方程组的组装过程需要消

耗大量的 *Sl 时间。

Ç 刚度矩阵通常是稠密的，含有大量的非零元素。这将导致数据存储

的困难，以及线性方程组的求解代价过高。

基于上述原因，数值工作者提出不同的基函数构造技术，在古典变分法的基础

上，发展出很多极富特色的数值方法，例如有限元方法、配置法和谱 U元V 方

法等等。

在有限元方法中，有限维子空间的基函数是具有紧支集的分片多项式。构

造过程如下：

RX 构造区域 Ω 的网格剖分Th = {Kℓ}Jℓ=1，其中 Kℓ 是工作单元，使得

(i) Ω̄ =
J⋃

ℓ=1

K̄ℓ, (ii) Kℓ1 ∩Kℓ2 = ∅, ℓ1 ̸= ℓ2. UeXedV

通常，工作单元具有简单的几何结构，例如一维的区间、二维的三角形、

矩形或者四边形等等。这里，网格参数 h 是单元半径的最大值。

kX 在每个工作单元 Kℓ 上，构造有限次数的多项式空间 P(Kℓ)；按照某种

原则，它们可以整体拼接出有限维空间

Hn =
J∏

ℓ=1

P(Kℓ). UeXe3V

它就是基于网格剖分 Th 的有限元空间，通常记为 Vh，

R9y 第六章 椭圆型方程

若 Vh ⊂ H，则相应的古典变分法称为（标准）有限元方法。

对于模型问题而言，无穷维空间 H 的函数都是连续的e。标准有限元方法

要求 Vh ⊂ H，相应的网格剖分 Th 需要具有适当的协调性，单元顶点不能出

现在其它工作单元的边内。换言之，网格剖分不能出现悬挂点。否则，在跨越

单元边界时，有限元空间的函数无法保证连续性。

图 eXj, 网格剖分及其基本结构
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! 论题 eX8X 设 Ω = (0, 1)× (0, 1) 是单位正方形，相应的网格剖分由边

长为 h 的正方形沿某方向一分为二而成；参见图 eXj 的左侧。定义线性有限

元空间

Vh = {v ∈ C0(Ω) : v|K是线性多项式, ∀K ∈ Th}, UeXeNV

建立模型问题的标准有限元方法。

答：任取正方形内部的某个三角形顶点 c(xj , yk)，其中 xj = jh 和 yk =

kh。相应的基函数 ψc(x, y) ∈ Vh 是分片线性多项式，仅仅在 c 点取值为 1，

在其它节点均取值为零。参见图 eXj 的右侧，粗线围成的六边形区域是基函数

ψc(x, y) 的支集。

e请参阅 aQ#QH2p 空间的嵌入定理。
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对应支集内的 e 个三角形单元，有限元解 uh 和基函数 ψc 的具体定义如

下，即

单元 K 编号 有限元解 uh 基函数 ψc

R (1− ξ)u+ + (ξ − η)u2 1− ξ

k (1− η)u+ + (η − ξ)uM + ξuM2 1− η

j (1 + ξ − η)u+ + ηuM − ξur 1 + ξ − η

9 (1 + ξ)u+ + (η − ξ)ur − ηubr 1 + ξ

8 (1 + ξ)u+ + (ξ − η)ub + ξubr 1 + η

e (1− ξ + η)u+ + ξu2 − ηub 1− ξ + η

其中 u+ 和 u2 等是 uh 在相应节点的函数值，

ξ =
x− xj

h
, η =

y − yk
h

UeXdyV

是局部区域的直角坐标系。

模型问题的标准有限元方法是：求 uh ∈ Vh，使得

A(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Vh, UeXdRV

其中 A(·, ·) 和 F (·) 的定义已经在 UeX89V 给出。令 vh = ψc(x, y)，精确计算

UeXdRV 的左端 A(uh,ψc)，用数值积分公式
∫

△ABC
g(x, y)/x/y ≈ |△ABC|

3

[
g(A) + g(B) + g(C)

]

近似 UeXdRV 的右端 F (ψc)。对应支集内的 e 个三角形单元，相应的计算结果

列表如下，即

单元 K 编号
∫
K(uh,xψc

x + uh,yψc
y)/x/y

∫
K fψc/x/y 的近似

R 1
2 (u+ − u2)

1
6f+h2

k 1
2 (u+ − uM)

1
6f+h2

j 1
2 (2u+ − uM − ur)

1
6f+h2

9 1
2 (u+ − ur)

1
6f+h2

8 1
2 (u+ − ub)

1
6f+h2

e 1
2 (2u+ − u2 − ub)

1
6f+h2

R9k 第六章 椭圆型方程

将 e 个单元的计算结果相加，即可得到 c 点的差分方程

4u+ −
[
u2 + uM + ur + ub

]
= f+h

2.

它恰好就是五点差分格式 UeX8V。因此说，有限元方法和有限差分方法具有紧

密的联系。 !

对于非一致的网格结构或者自然边界条件，有限元方法的数值操作依旧

简单，数值效果依旧理想。

" 注释 eXeX 利用有限元方法的误差估计技巧，可证：若二维 SQbbBQM 方

程定解问题的真解充分光滑，在适当的网格要求下，有限元格式均可以达到

二阶（G2 模或最大模）误差。详见 (j)。
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一个系统可以同时存在对流现象和扩散现象，典型的数学模型是对流扩散方

程。以一维问题为例，它通常具有如下形式

ut + cux = auxx, UdXRV

其中 c 是流动速度，a ≥ 0 是扩散速度。当 a 和 c 同时非零的时候，简单的数

值离散技术可能遇到困难。为简单起见，设 c 和 a 是给定的常数。

dXR 数值困难

设 T∆x,∆t 是等距时空网格R。最自然的设计思路是借鉴前面的数值经验，

将已知的导数离散技术结合起来。比如，用中心差商离散两个空间导数，用向

前差商离散时间导数，可得 UdXRV 的中心差商显格式

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
=

aδ2xu
n
j

(∆x)2
. UdXkV

显然，对于任意的 c 和 a，它都无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

! 论题 dXRX 讨论中心差商显格式 UdXkV 的 G2 模稳定性。

答：设 k 是任意的波数。将模态解 un
j = λneBkj∆x 代入到 UdXkV，其中

λ = λ(k) 是增长因子。简单计算，可得

λ(k) = 1− Bνc bBM(k∆x)− 4µa bBM2
(1
2
k∆x

)
, UdXjV

R事实上，采用同方程系数相匹配的非均匀网格，数值结果将会更加完美。

R9j
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其中 ν = ∆t/∆x 称为对流网比，µ = ∆t/(∆x)2 称为扩散网比。分离实部和

虚部，有

|λ(k)|2 = (1− 4µas)2 + 4ν2c2s(1− s), UdX9V

其中 s = bBM2(k∆x/2) ∈ [0, 1]。取 s = 1，由 |λ(k)| ≤ 1 可知

µa ≤ 1/2. UdX8V

注意到 4s(1 − s) ≤ 1 和 ν2 = µ∆t，由 UdX9V 和 UdX8V 可知 pQM L2mK�MM 条

件成立，即

|λ(k)| ≤
[
1 +

1

2

c2

a
∆t

]1/2
≤ 1 +

1

4

c2

a
∆t, ∀k. UdXeV

因此，中心差商显格式 UdXkV 具有 G2 模稳定性，即

∥un∥2 ≤
[
1 +

1

4

c2

a
∆t

]n
∥u0∥2 ≤ e

1
4

c2T
a ∥u0∥2, ∀n : n∆t ≤ T, UdXdV

其中 T 是给定的终止时刻。 !

注意到 6Qm`B2` 方法的理论基础，由于估计 UdXeV 是可以等号成立的，于

是稳定性表现 UdXdV 是不可改进的。当对流占优 Ua ≪ |c|V 的时候，右端的界

定常数变得非常巨大。换言之，微小的扰动可能放大到无法忍受的程度，最终

的计算结果完全失去参考价值。因此说，UdXdV 给出的理论结果缺乏实际意义，

因为差分格式的稳定性表现已经严重偏离微分方程的适定性表现。我们需要

重新审视稳定性概念，给出更加合理的符合实际需求的描述。

! 定义 dXRX 若数值解的稳定性表现同真解的适定性表现保持一致，则

称相应的数值格式具有强稳定性。

事实上，对于线性常系数纯扩散（或纯对流）问题的差分格式，前面章节

采用的稳定性概念就是强稳定性概念。

! 论题 dXkX 确定中心差商显格式 UdXkV 的 G2 模强稳定性条件。
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答：由于对流扩散方程 UdXRV 具有 G2 模不增的性质，格式具有 G2 模强

稳定的充要条件是 |λ(k)| ≤ 1 恒成立，即

0 ≤ (1− 4µas)2 + 4ν2c2s(1− s) ≤ 1, ∀s ∈ [0, 1].

简单推导可知，它等价于

(νc)2 ≤ 2µa ≤ 1. UdX3V

同 UdX8V 相比，它有一个额外的时空约束条件 ∆t ≤ 2a/c2。换言之，当 a ≪ |c|
时，时间推进的速度将慢得无法接受。 !

利用离散最大模原理可知，中心差商显格式 UdXkV 具有最大模强稳定性的

充要条件是

ν|c| ≤ 2µa ≤ 1. UdXNV

它也蕴含一个苛刻的时空约束条件 ∆x ≤ 2a/|c|。当 a ≪ |c| 时，空间网格必

须足够密集。否则，数值解可能产生剧烈的数值震荡，出现明显的（上下）溢

出现象；参见图 dXR。

0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04
0

0.2

0.4

0.6

0.8
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1.4

1.6

1.8

图 dXR, 中心差商显格式的（粗网格上）数值效果

" 注释 dXRX 对流占优扩散问题的数值困难不仅源于强稳定性概念带来

的苛刻时空约束条件，还源于真解通常具有的恶劣光滑性表现。例如，它常常

具有“固定边界层”或者“移动内层”等突变结构，局部截断误差的表现通常都是

R9e 第七章 对流扩散方程的数值方法

相当糟糕的。相关问题的数值研究主要包括两个方向，其一是设计更理想的

格式，其二是构造更合适的网格。

dXk 常用的解决方法

为行文简便，假设 c > 0。当 a ≪ c 时，对流扩散方程 UdXRV 的数值模拟

变得极富挑战性。理想的数值格式应当具有宽松的强稳定性条件，可以基于

粗糙的时空网格给出相对准确的数值结果。

dXkXR 数值黏性修正方法

最直接的处理方法是借用双曲型方程的一阶导数离散技术，在数值离散

过程中引入适当的数值黏性。此时，强稳定性和高精度之间的平衡，将成为数

值研究的关键。

RX 直接采用一阶导数的迎风离散机制，定义

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j − un

j−1)

∆x
= a

δ2xu
n
j

(∆x)2
. UdXRyV

显然，它无条件具有 (1, 1) 阶局部截断误差。

! 论题 dXjX UdXRyV 具有 G2 模强稳定性的充要条件是

2µa+ νc ≤ 1. UdXRRV

答：数值格式 UdXRyV 的等价形式是

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
=

[
a+

c∆x

2

] δ2xun
j

(∆x)2
.

利用中心差商显格式 UdXkV 的 G2 模强稳定性条件 UdX3V，可知

(νc)2 ≤ 2µ
[
a+

c

2
∆x

]
≤ 1.
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左侧是自动成立的，右侧的不等式就是 UdXRRV。 !

同中心差商显格式 UdXkV 相比，UdXRyV 的时空约束条件变得相当宽松，不

用担心 a/c 是否过小。

kX 双曲型方程 Gq 格式的离散方式，也是可以直接借用的。换言之，首先

忽略微分方程的扩散部分，建立双曲部分的 Gq 格式；然后填补刚刚忽

略的扩散部分，建立相应的二阶中心差商离散，即可建立 UdXRV 的 修正

中心差商显格式

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
=

[
a+

c2∆t

2

] δ2xun
j

(∆x)2
. UdXRkV

显而易见，它具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

! 论题 dX9X UdXRkV 具有 G2 模强稳定性的充要条件是

2µa+ (νc)2 ≤ 1. UdXRjV

答：借用中心差商显格式 UdXkV 的强稳定性结论 UdX3V，可以直接得到修

正中心差商显格式 UdXRkV 的 G2 模强稳定性条件

(νc)2 ≤ 2µ
(
a+

c2∆t

2

)
≤ 1.

注意到 µ∆t = ν2，本论题的结论是显然的。 !

jX 利用精细的设计策略，可以构造出 UdXRV 的指数型格式

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
= aσ

δ2xu
n
j

(∆x)2
, UdXR9�V

其中拟合因子

σ =
c∆x

2a
+Qi?

(c∆x

2a

)
= R +Qi?R, UdXR9#V

可以提供额外的数值黏性，

R =
c∆x

2a
UdXR9+V
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称为网格 Sû+H2+i 数。可以证明，指数型格式具有 (2, 1) 阶局部截断误

差，相应的 G2 模强稳定条件是宽松的

σµa ≤ 1

2
. UdXR8V

指数型差分格式还具有很多优点，例如它的收敛性结论关于 a 是一致

的，即误差估计的界定常数同 a−1 无关。

" 注释 dXkX 指数型格式的设计思想具有极高的理论价值。事实上，它

源于稳态方程

d+ cux = auxx

的指数型格式，其中 d 是任意给定的常数。我们希望差分方程

αuj−1 + βuj + γuj+1 = d, ∀j,

可以在所有网格点上的数值误差都等于零，其中 α,β 和 γ 是同 d 无关

的待定系数。精确写出微分方程和差分方程通解结构，即可计算出待定

的三个差分系数。略去具体的推导过程，相应的指数型格式是

d+
c(uj+1 − uj−1)

2∆x
= aσ

δ2xuj

(∆x)2
,

其中 σ 就是 UdXR9#V 定义的拟合因子。最后，将其推广到发展型方程。

令 d = ut，利用向前 1mH2` 差商进行离散，即可得到对流扩散方程 UdXRV
的指数型格式 UdXR9V。

9X 等价变形指数型格式 UdXR9V，将一阶导数的中心差商离散改写为向前（迎

风）差商离散，有

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j − un

j−1)

∆x
= a

2R

e2R − 1

δ2xu
n
j

(∆x)2
.

截取指数函数的 h�vHQ` 展开前三项，即

e2R ≈ 1 + 2R+ 2R2,
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则指数型格式 UdXR9V 可以简化为 a�K�T+FBB 格式

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j − un

j−1)

∆x
=

a

1 +R

δ2xu
n
j

(∆x)2
. UdXReV

可以证明，它保持指数型格式 UdXR9V 的相容阶。同指数型格式相比，

a�K�T+FBB 格式成功回避了指数函数的计算困难。首先，当 a ≪ c 时，

e2R 的计算无需特殊的程序代码处理；其次，对于变系数或者非线性问

题，大量的指数函数运算时间可以得到明显的节省。

" 注释 dXjX 若截取指数的 h�vHQ` 级数前两项，则指数型格式 UdXR9V
可以简化为迎风格式 UdXRyV。

dXkXk 隐式格式

隐式格式也是有效的离散策略，例如中心全隐格式

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un+1
j+1 − un+1

j−1 )

2∆x
=

aδ2xu
n+1
j

(∆x)2
. UdXRdV

利用 6Qm`B2` 方法可证，它无条件具有 G2 模强稳定性。当然，结合前面的数

值黏性修正方法，数值格式可以获得更好的数值效果。

在此强调：具有 G2 模强稳定性的数值格式依旧可能产生数值震荡，除非

它满足离散最大模原理。基于粗糙的时空网格，实现离散最大模原理，也是对

流占优扩散问题数值方法的重要课题。因篇幅有限，详略。

dXkXj 算子分裂方法

算子分裂方法可以解决对流占优带来的数值困难，其实现过程类似于二

维热传导方程的 GP. 方法。

例如，先用 Gq 格式离散时间区间 [tn, tn+1/2] 的纯对流问题

1

2
ut + cux = 0,
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再用全显格式离散时间区间 [tn+1/2, tn+1] 的纯扩散问题

1

2
ut = uxx,

其中 tn+1/2 = (tn + tn+1)/2。因此，对流扩散方程 UdXRV 的算子分裂格式可以

定义为

u
n+ 1

2
j = un

j − 1

2
νc
[
un
j+1 − un

j−1

]
+

1

2
(νc)2δ2xu

n
j , UdXR3�V

un+1
j = u

n+ 1
2

j + µaδ2xu
n+ 1

2
j . UdXR3#V

由于两个计算步都具有完美的稳定性结论，整个格式也自然地具有宽松的 G2

模强稳定性条件

K�t(ν|c|, 2µa) ≤ 1. UdXRNV

当 a ≈ |c|∆x 时，时间步长 ∆t 和空间步长 ∆x 是同阶的。

dXkX9 特征差分方法

当 a = 0 时，对流扩散方程 UdXRV 退化到双曲型方程 ut + cux = 0，相应

的特征线是 x− ct 恒定的直线段。沿着特征线，引进方向导数或时间全导数

D̄tu =
1√

1 + c2
ut +

c√
1 + c2

ux, UdXkyV

直坐标系下的对流扩散方程 UdXRV 可以转化为斜坐标系下的纯扩散问题

√
1 + c2D̄tu = auxx. UdXkRV

这是特征差分方法k的构造起点。

kCX C`X .Qm;H�b �M/ 6X _X h?QK�b- LmK2`B+�H K2i?Q/b 7Q` +QMp2+iBQM@/QKBM�i2/ /B7@
7mbBQM T`Q#H2Kb #�b2/ QM +QK#BMBM; i?2 K2i?Q/ Q7 +?�`�+i2`BbiB+b rBi? }MBi2 2H2K2Mi Q`
}MBi2 /Bz2`2M+2 T`Q+2/m`2b- aA�J CX LmK2`X�M�HX- RN,8 URN3kV- 3dR@338
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下面以网格点 (xj , tn+1) 为离散焦点，离散 UdXkRV 的两个导数。利用向后

差商离散时间全导数，可得

[D̄tu]
n+1
j =

[u]n+1
j − [ũ]nj√
1 + c2∆t

+O(∆t), UdXkk�V

其中 [ũ]nj ≡ u(x̃j , tn) 且 x̃j = xj − c∆t 是离散焦点的回溯点。设 x̃j 落在两个

相邻网格点 xj,L = xj − κ∆x 和 xj,R = xj,L +∆x 之间，其中 κ 是事先给定

的正整数。利用线性插值理论，可知

[ũ]nj =
[
1− x̃j − xj,L

∆x

]
[u]nj,L +

x̃j − xj,L

∆x
[u]nj,R +O((∆x)2). UdXkk#V

采用二阶中心差商离散空间导数，有

[uxx]
n+1
j =

δ2x[u]
n+1
j

(∆x)2
+O((∆x)2). UdXkjV

综上所述，略去无穷小量，用数值解替换真解，可得对流扩散方程 UdXRV 的特

征差分格式

un+1
j = ũn

j + µaδ2xu
n+1
j , UdXk9�V

其中

ũn
j =

[
1− xj − c∆t− xj,L

∆x

]
un
j,L +

xj − c∆t− xj,L

∆x
un
j,R

= un
j−κ + (κ− νc)∆+,xu

n
j−κ.

UdXk9#V

可以证明：特征差分格式 UdXk9V 无条件具有 G2 模稳定性，数值误差达到整体

一阶，界定常数同真解沿特征线的变化率相关。详略。

当微分方程 UdXRV 是对流占优的，真解沿特征线的变化极其缓慢。因此，

特征差分格式 UdXk9V 可以使用较大的时间步长，即可获得同样大小的数值误

差。

dXkX8 有限元方法

常用的数值方法有特征有限元方法、流线扩散方法、最小二乘方法、子网

格方法、气泡函数方法等等。

第 3 章
间断有限元方法

见综述论文 (8)。

R8k
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附 录

�X 修正方程方法 ‡

修正方程方法可以借用已有的偏微分方程理论结果，启发式地判断数值

格式的稳定性结论。其原始思想源于 u�M2MFQ 和 a?QFBM URNeNV 的微分逼近

方法，现在的名称是由 q�`KBM; 和 >v2iiR给出的。由于简单易行，它的适用

范围较为广泛。

操作过程主要包括两步。第一步至关重要，由差分方程出发，导出含有网

格参数的修正方程。以原有的离散对象为参照对象，差分方程更加相容于修

正方程。粗略地将，修正方程包含了局部截断误差的主项，相应的推导过程可

以理解为局部截断误差推导的相反过程。具体陈述如下：

RX 假设网格函数 {un
j }∀n∀j 由光滑函数 w(x, t) 限制而成的。逐点进行 h�vHQ`

级数展开，由差分方程导出一个处处成立的微分恒等式。通常，它是一

个无穷级数，同时含有 w 及其导数。

kX 假设微分恒等式可以逐项求导。依次将不同阶数的时间导数转化为空间

导数的无穷级数，进行适当的截断和化简，最终得到的偏微分方程

wt = Lw ≡
m∑

ℓ=0

αℓD
ℓ
xw U�XRV

就是修正方程，其中 m 是适当选取的正整数，系数 {αℓ}mℓ=0 可能同网

格参数相关。

第二步是启发性的，利用修正方程的性质解释差分方程的数值表现。具体而

言，是

R_X 6X q�`KBM; �M/ "X CX >v2ii- h?2 KQ/B}2/ 2[m�iBQM �TT`Q�+? iQ i?2 bi�#BHBiv �M/
�++m`�+v �M�HvbBb Q7 }MBi2 /Bz2`2M+2 K2i?Q/b- CX *QKTmiX S?vbX- R9 URNd9V- R8N@RdNX

R89



修正方程方法 ‡ R88

RX 若修正方程是不适定的，则数值格式必然是不稳定的。若修正方程是适

定的，则数值格式可以断言是稳定的。

kX 若修正方程具有耗散或色散效应，则数值格式具有相近的数值耗散和数

值色散效应。

请注意，类似的思想在 Ȝ jXkXR 中曾经出现过。

" 注释 3XRX 对于线性常系数偏微分方程 U�XRV，6Qm`B2` 理论是非常高

效的分析工具。当 L 仅仅包含一个空间导数时，有：

RX 奇数阶空间导数描述波动现象，其中一阶导数刻画对流现象，而其它奇

数阶导数刻画色散现象。

kX 偶数阶空间导数描述扩散或反扩散现象。正系数的二阶导数和负系数的

四阶导数均刻画扩散现象，相应的真解不断衰减，微分系统是适定的。

负系数的二阶导数和正系数的四阶导数刻画反扩散现象，相应的真解不

断膨胀，微分系统是不适定的。

当 L 包含不同阶数的空间导数时，上述结论可以叠加起来，最终的结论将略

显复杂。详略。

! 论题 3XRX 考虑对流方程 ut + ux = 0 的中心差商显格式

un+1
j − un

j

∆t
+

un
j+1 − un

j−1
2∆x

= 0.

利用修正方程方法，说明它是数值不稳定的。

答：利用 h�vHQ` 展开技术，有

wt + wx +
∆t

2
wtt +O(∆x2 +∆t2) = 0. U�XkV

关于时间和空间求导，有

wtt + wxt +
∆t

2
wttt +O(∆x2 +∆t2) = 0,

wtx + wxx +
∆t

2
wxtt +O(∆x2 +∆t2) = 0.

R8e 参 考 资 料

代入到 U�XkV，有

wt + wx = −∆t

2
wxx +O(∆x2 +∆t2).

略去高阶小量，即得中心差商显格式的修正方程

wt + wx = −∆t

2
wxx. U�XjV

由于扩散系数为负，相应的修正方程是不适定的。因此，中心差商显格式是不

稳定的。 !

! 论题 3XkX 考虑对流方程 ut + ux = 0 的迎风格式

un+1
j − un

j

∆t
+

un
j − un

j−1
∆x

= 0.

利用修正方程方法，给出它的稳定性结果。

答：利用 h�vHQ` 展开技术，由迎风格式可知

wt + wx +
∆t

2
wtt −

∆x

2
wxx +O(∆x2 +∆t2) = 0. U�X9V

关于时间和空间变量，依次进行求导。代入上式，可得

wt + wx +
∆t−∆x

2
wxx +O(∆x2 +∆x∆t+∆t2) = 0.

略去高阶小量，即得迎风格式的修正方程

wt + wx =
∆x−∆t

2
wxx. U�X8V

当 ∆t > ∆x 时，扩散系数是负的，修正方程是不适定的，故而迎风格式是不

稳定的。而当 ∆t < ∆x 时，修正方程是适定的，故而迎风格式是稳定的。!

在修正方程方法中，h�vHQ` 级数展开的合理性是至关重要的。否则，相

应的分析结果可能是无意义的。

RX 在双曲型方程的差分格式中，低频简谐波的数值简谐波更为重要。由于

低频简谐波具有较好的光滑度表现，相应的 h�vHQ` 级数展开是合理的。



能量方法 ‡ R8d

kX 在抛物型方程的差分格式中，数值不稳定现象主要源于高频简谐波。由

于高频简谐波可视为光滑度极差的函数，相应的 h�vHQ` 级数展开缺乏

合理性。

因此说，修正方程的推导需要适当的技巧性和针对性。

! 论题 3XjX 考虑热传导方程 ut = uxx 的全显格式

un+1
j − un

j

∆t
=

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

(∆x)2
.

利用修正方程方法，说明：当 µ > 1/2 时，全显格式是不稳定的。

答, 数值解可以分裂为低频成份和高频成份之和，即

un
j = vnj + (−1)j+nφnj ,

其中 v 是低频成份，(−1)j+nφnj 是高频成份，并且均满足全显格式。在高频

成份中，高频震荡效应主要体现在因子 (−1)j+n 中，而 {φnj }∀n∀j 对应某个光滑

函数。显然，成立差分方程

−φn+1
j = φnj − µ

[
φnj−1 + 2φnj + φnj+1

]
.

逐点实施 h�vHQ` 级数展开技术，可得修正方程

φt =
2(2µ− 1)

∆t
φ.

为行文简便，这里继续沿用旧的符号。简单计算可知，当 µ > 1/2 时，修正方

程的解 φ 将以指数方式增长到无穷。因此说，相应的全显格式是不稳定的。!

"X 能量方法 ‡

能量方法曾经在 Ȝ kX8Xj 介绍过。它是一种普适的分析方法，可以建立 G2

模稳定的充分条件。本节系统介绍能量方法的分析技巧，给出更多的具体实

例。

R83 参 考 资 料

不同于偏微分方程的能量方法，此时的研究对象不是函数的微积分运算，

而是离散数据的差分与求和运算。为简单起见，设

T∆x = {xj = j∆x}Jj=0

是区间 [0, 1] 的等距空间网格，其中 ∆x = 1/J 是空间步长。对于任意的网格

函数

u = {uj}Jj=0, v = {vj}Jj=0,

定义各种类型的离散内积和诱导范数，例如k

〈
u, v

〉
=

J−1∑

j=1

ujvj∆x, ∥u∥2 =
〈
u, u

〉 1
2
,

〈
u, v

]
=

J∑

j=1

ujvj∆x, ∥u]|2 =
〈
u, u

] 1
2
,

[
u, v

〉
=

J−1∑

j=0

ujvj∆x, |[u∥2 =
[
u, u

〉 1
2
,

[
u, v

]
=

J∑

j=0

ujvj∆x, |[u]|2 =
[
u, u

] 1
2
.

U"XeV

它们均可看作 G2(0, 1) 内积及其 G2 范数的离散表示。平行于分部积分公式，

可以建立各种版本的分部求和公式，例如
〈
∆+u, v

〉
= −

〈
u,∆−v

]
+ uJvJ − u1v0, U"XdV

其中 ∆± 是向前（后）差分算子，即

∆+uj = uj+1 − uj , ∆−uj = uj − uj−1.

在此基础上，依次建立 :`22M 公式的离散版本
〈
∆+(a∆−u), v

〉

= −
〈
a∆−u,∆−v

]
+ aJ∆−uJvJ − a1∆−u1v0,

U"X3�V

k有时候，网格函数的边界点值默认为零。



能量方法 ‡ R8N

和
〈
∆+(a∆−u), v

〉
−

〈
∆+(a∆−v), u

〉

= aJ(v∆−uJ − u∆−vJ)− a1(v∆+u0 − u∆+v0),
U"X3#V

其中 a 是已知的网格函数。事实上，上述三个公式的本质都是求和运算的次

序重排。证明是简单的，略。

能量方法的技术路线是基本相同的，用到的分析工具较多。例如，下面的

不等式是经常使用的。

RX ε@ab 不等式：

|ab| ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ε > 0. U"XNV

kX *�m+?v@a+?r�`ix 不等式：

∣∣∣
〈
u, v

〉∣∣∣≤ ∥u∥
1
2
2 ∥v∥

1
2
2 ,

∣∣∣
〈
u, v

]∣∣∣≤ ∥u]|
1
2
2 ∥v]|

1
2
2 , . . . U"XRyV

jX 各种离散范数的相互控制关系：

比如，当网格函数满足 u0 = uJ = 0 时，有

1

2
|[∆+u∥2 ≤ ∥u∥2 ≤ L√

8∆x
|[∆+u∥2. U"XRRV

左端是显然的，右端是 SQBM+�`2 不等式的离散描述。证明是简单的，留

作练习。

更多内容不再赘述，可参见 (j) 和相关文献。

! 论题 3X9X 设 a(x, t) 恒大于零且 ax(x, t) 有界。讨论纯初值问题的迎

风格式

un+1
j = νanj u

n
j−1 + (1− νanj )u

n
j U"XRkV

的 G2 模稳定性，其中 ν = ∆t/∆x 为网比。

Rey 参 考 资 料

答：记 A = K�t a(x, t) 和 B = K�t |ax(x, t)|。当 *6G 条件

Aν ≤ 1

满足时，差分方程的右端系数 νanj 和 1− νanj 都是非负的。平方 U"XRkV 的两

端。因为平方函数是凸的，利用 C2bb2M 不等式可得

(un+1
j )2 ≤ νanj (u

n
j−1)

2 + (1− νanj )(u
n
j )

2.

注意到 |anj − anj−1| ≤ B∆t 恒成立，有

(un+1
j )2 ≤ νaj−1(u

n
j−1)

2 + (1− νaj)(u
n
j )

2 +Bν(un
j−1)

2∆t.

在所有空间网格点上求和。适当平移空间指标，有

∥un+1∥22 ≤ (1 +Bν∆t)∥un∥22, ∀n.

因此，迎风格式具有 G2 模稳定性结论

∥un∥22 ≤ (1 +Bν∆t)n∥u0∥22 ≤ eBνT ∥u0∥22, U"XRjV

其中 T > 0 是终止时刻。 !

能量方法也可用于数值边界条件的设置，确保数值格式具有 G2 模稳定

性。下面给出一个简单实例。

考虑对流方程 ut + ux = 0 的初边值问题，其中空间区间是 (0, 1)，入流

边界条件是 u(0, t) = 0。显然，真解的 G2 模不增，即

∫ 1

0
u2(x, t)/x ≤

∫ 1

0
u2(x, 0)/x.

设时空网格 T∆x,∆t = T∆x × T∆t 是等距的，其中 ∆x = 1/J 是空间步长，∆t

是时间步长，相应的离散网格是

T∆x = {xj = j∆x}Jj=0, T∆t = {tn = n∆t}∀n≥0.



能量方法 ‡ ReR

在内部空间网格点，蛙跳格式定义为

un+1
j = un−1

j − ν(un
j+1 − un

j−1) = 0, j = 1 : J − 1. U"XR9V

其中 un
0 = 0 是入流边界条件。

! 论题 3X8X 给出蛙跳格式 U"XR9V 的人工出流边界条件，使其在 ν ≤
ν0 < 1 的条件下依旧具有 G2 模稳定性。

答：在 U"XR9V 的两端同乘 un+1
j + un−1

j ，将位于内部空间网格点的恒等

式叠加起来。利用分部求和公式进行整理，可得

∥un+1∥22 − ∥un−1∥22 = −ν
〈
un+1
j + un−1

j ,∆0xu
n
j

〉

= −ν
〈
un+1
j ,∆0xu

n
j

〉′
+ ν

〈
un
j ,∆0xu

n−1
j

〉′
+Π,

其中 ∥un∥ 的定义参见 U"XeV，表达式 ⟨·, ·⟩′ 剔除了 ⟨·, ·⟩ 的出流边界点信息，

而

Π = ν
(
un
J−1u

n−1
J − un+1

J−1u
n
J

)
∆x−∆t

(
un−1
J−1u

n
J + un−1

J un
J−1

)

= −∆t
(
un−1
J−1 + un+1

J−1

)
un
J

U"XR8V

是同出流边界点信息相关的其余部分。若定义人工出流边界条件

un
J =

1

2
(un−1

J−1 + un+1
J−1), U"XReV

显然成立 Π ≤ 0。因此，有

Sn ≡ ∥un+1∥22 + ∥un∥22 + ν
〈
un+1
j ,∆0xu

n
j

〉′
≤ Sn−1 ≤ · · · ≤ S0.

注意到 |⟨un+1
j ,∆0xun

j ⟩′| ≤ ∥un+1∥22 + ∥un∥n2，有

Sn ≥
(
1− ν

)(
∥un+1∥22 + ∥un∥n2

)
.

于是，当 |ν| ≤ ν0 < 1 时，蛙跳格式具有 G2 模稳定性。 !

Rek 参 考 资 料

联立蛙跳格式，可知人工出流边界条件 U"XReV 等价于

un
J =

2

2 + νa
un−1
J−1 +

νa

2 + νa
un
J−2. U"XRdV

这才是实际可行的人工边界条件。

" 注释 3XkX 能量方法也适用于线性变系数问题和非线性问题。除稳定

性分析之外，它也可用于格式的 G2 模误差估计。因篇幅有限，详略。


