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多元函数微分学

曲面方程

• 直线、平面的方程，位置关系。
• 二次曲面的标准方程，柱面，锥面，旋转曲面 (习题 4.3: 6-13)。

求多元隐函数的偏导数

• 用公式法求 ∂z

∂x
= −F ′x

F ′z
,

∂z

∂y
= −F ′y

F ′z
时，应将 x, y, z 视为独立变量对 F 求偏导.

•全微分法是通用的方法（可用于求高阶偏导数）：将 F (x, y, z) = 0两边对 x, y 求导 (x, y

视为独立变量，z 视作 x, y 的函数)，可得 z′x, z′y 的方程组，解之即得.

• 多元复合函数含有一个多个中间变量，求偏导时用链锁法则。
• 对多元函数求两阶以上偏导时，中间变量对自变量的一阶偏导数仍是多元函数．

几何上的应用

• 空间曲线在某点处的切线和法平面方程。
• 空间曲面在某点处的切平面和法线方程。
• 方向导数。

多元函数的极值和最值

• 无条件极值：取极值的必要条件和充分条件。若 4 = B2 −AC = 0, 需通过定义判断驻

点是否极值点 (例 5.7.2)。

• 条件极值：化为无条件极值问题求解；更一般的是利用拉格朗日乘数法求解。要注意的
是：拉格朗日乘数法所得到的点只是可疑极值点，到底是否是极值点及其类型要通过充

分条件判断。

• 最值：设 z = f(x, y) 在平面有界闭区域 D 上连续，又设 f(x, y) 在 D 内可偏导，则

f(x, y) 在 D 存在最大值 M 和最小值 m, 且它们或在 D 的边界上达到 (条件极值)，或在

D 内满足
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0 的点 (即 f(x, y) 的驻点) 处达到 (无条件极值)。如能确定最值

肯定存在，将上面所得函数值进行比较，最大（小）者为最大（小）值。

二重积分

直角坐标下二重积分的计算

• 画出积分区域的图形，确定积分上下限。
• 根据积分区域的形状及被积函数的表达式确定积分次序。对于积分式中含

∫
sinx

x
dx,

∫
sinx2dx,

∫
e−x2

dx,
∫

e
y
x dx,

∫
dx

lnx
等形式的二重积分，一般需改变积分次序后对 x

积分。

(2009年第一(8)题) 计算
∫ 1

0

dy

∫ π−arcsin y

arcsin y

sin3 xdx.
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•当被积函数为分段函数时，应根据分段函数的表达式将积分区域划分为若干子区域，使
得在每个子区域上，被积函数的表达式唯一，如被积函数带有绝对值符号或含有最值符

号 max 及 min 等需在子区域上去掉这些符号变为普通函数再积分。

(2009年第七题) 计算
∫∫

D

f(x, y)dxdy. 其中f(x, y) =





1√
x2 + y2

, 0 ≤ y ≤ x, 1 ≤ x ≤ 2

0, 其它.

而积分区域D = {(x, y)|
√

2x− x2 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ x ≤ 2}.

极坐标系下二重积分的计算

• 区域由圆（或其一部分）或由极坐标方程给出的曲线围成，且被积函数形如 f(x2 + y2),

f(
x

y
).

交换二重积分的积分次序或化积分为累次积分

• 累次积分交换次序时，按以下顺序：由原累次积分的上、下限所确定的不等式组 → 区
域 D→ 建立另一组不等式组。

改变积分 I =
∫ a

0

dy

∫ a−
√

a2−y2

y2
2a

f(x, y)dx

+
∫ a

0

dy

∫ 2a

a+
√

a2−y2
f(x, y)dx

+
∫ 2a

a

dy

∫ 2a

y2
2a

f(x, y)dx的积分次序。

• 注意对称性的运用：考虑对称性时，要兼顾积分区域和被积函数。

三重积分

坐标系的选取主要取决于积分域 Ω 的形状，利用对称性解题时要兼顾被积函数 f(x, y, z) 的

形式。

• 积分域为长方体、四面体等时，一般在直角坐标系下计算。
• 积分域为柱体或由柱面、锥面、旋转抛物面与其他曲面所围成的形体时，一般在柱坐标
系下计算，

I =
∫∫∫

Ω

f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz.

若 Dxy 为 Ω 在 xOy 平面上的投影，在 Dxy 内任取一点作平行于 z 轴的直线，与边界曲

面的交点确定 z 的上下限。

• 积分域为球体或球体的一部分 − 锥体时，一般在球面坐标系下计算,

I =
∫∫∫

Ω

f(r cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cos ϕ)r2 sinϕdrdϕdθ.



xym@nju.edu.cn

• 利用 “先二后一” 计算积分，例如 f(x, y, z) = f(z), 积分区域 Z 截面 Dz 的面积很容易

计算.

(2007年第六题) 求曲环面：

x = (b + a cos ψ) cos φ, y = (b + a cos ψ) sin φ, z = a sinψ (0 < a ≤ b)

所界的物体体积。

• 采用 “先一后二” 时如何画出投影区域，确定上下顶面？

求圆锥面z =
√

x2 + y2与平面2z − y = 3所围成的立体的表面积。

• 利用对称性。

变量替换的微元分析法：

∫∫

Ωxy

f(x, y)dxdy =
∫∫

Ωuv

f(x(u, v), y(u, v))
∣∣∣∣J

(
x, y

u, v

)∣∣∣∣ dudv,其中J

(
x, y

u, v

)
=

∣∣∣∣∣
xu yu

xv yv

∣∣∣∣∣ .

• 平面极坐标：

J = r, dσ = dxdy = rdrdθ.

• 柱坐标：

dS = Rdφdz, dV = RdRdφdz.

• 球坐标：

dS = r2 sin θdθdφ, dV = r2 sin θdrdθdφ.
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曲线积分

1. 对弧长的曲线积分

• 首先画出积分路径的图形；然后将坐标参数化 x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β, 计算积分

∫

ÂB

f(x, y)ds =
∫ β

α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

ϕ′2 + ψ′2dt.

2. 对坐标的曲线积分

• 化为参数的定积分求解，设 x = ϕ(t), y = ψ(t), 则

∫

L

Pdx + Qdy =
∫ β

α

[P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) + Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)]dt,

其中 α 对应于 L 的起点，β 对应于 L 的终点。

• 若路径闭合，可利用格林公式或斯托克斯公式求解，但要注意公式的使用条件。若路径
不闭合，则加边使路径闭合，然后使用格林公式。

• 应用格林定理时易出的差错 (例 7.3.3)：

(1) 忽视 P (x, y), Q(x, y) 在闭区域 D 上一阶偏导数的连续性；

(2) 忘记曲线 L 是封闭的，并且是取正向。

• 第一型与第二型曲线积分的关系：
(1) 不同之处：曲线 L 有否方向，以及积分微元的定义；

(2) 可以互化：使切线方向与第二型曲线积分的积分曲线方向相同，若在点 (x, y, z) 处切

线的方向余弦为 cos α, cos β, cos γ, 则有

dx = dl cos α, dy = dl cos β, dz = dl cos γ.

3. 曲面面积的计算法
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附：常见曲面方程

旋转曲面

柱面
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二次曲面


