
第二讲

石亚龙

1 回顾

假设V 是一个 n-维的实线性空间。一个 k-线性映射 ω : V k →R称为交错的，（记为 ω ∈ Altk(V )）如
果对任何 (v1, . . . ,vk) ∈V k，只要有某个 i 6= j使得 vi = v j，就有 ω(v1, . . . ,vk) = 0。或者等价地，对任何
σ ∈ Sk，有 ω(vσ(1), . . . ,vσ(k)) = sgn(σ)ω(v1, . . . ,vk).我们定义了外积 ∧ : Alt p(V )×Altq(V )→ Alt p+q(V )

(ω1 ∧ω2)(v1, . . . ,vp+q) := ∑
σ∈S(p,q)

sgn(σ)ω1(vσ(1), . . . ,vσ(p))ω2(vσ(p+1), . . . ,vσ(p+q)).

上次我们也证明了反交换律：ω2∧ω1 = (−1)pqω1∧ω2。一个特别的情形是 p = 1，此时若 σ ∈ S(1,q)满
足 σ(1) = k，则有 σ(2) = 1, . . . ,σ(k) = k−1,σ(k+1) = k+1, . . . ,σ(1+q) = 1+q。易见 sgn(σ) = (−1)k−1，
从而

(ω1 ∧ω2)(v1, . . . ,v1+q) :=
q+1

∑
k=1

(−1)k−1ω1(vk)ω2(v1, . . . , v̂k,v1+q).

2 外代数（续）

今天从结合律开始：

引理 1 (结合律) 设 ω1 ∈ Alt p(V ),ω2 ∈ Altq(V ),ω3 ∈ Altr(V )，则有

(ω1 ∧ω2)∧ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ω3).

证明 与前面的 (p,q)-shuffle类似，我们引入 (p,q,r)-shuffle: σ ∈ S(p,q,r)⊂ Sp+q+r 当且仅当

σ(1) < · · ·< σ(p),

σ(p+1) < · · ·< σ(p+q),

σ(p+q+1) < · · ·< σ(p+q+ r).

考虑 S(p,q,r)的子集：S(p̄,q,r)表示 S(p,q,r)中在 {1, . . . , p}上为恒同的元素构成的集合，S(p,q, r̄)表
示 S(p,q,r)中在 {p+q+1, . . . , p+q+ r}上为恒同的元素构成的集合。易见存在双射：

S(p,q+ r)×S(p̄,q,r) → S(p,q,r), (σ ,τ) 7→ σ ◦ τ;

S(p+q,r)×S(p,q, r̄) → S(p,q,r), (σ ,τ) 7→ σ ◦ τ.

(事实上容易验证这是单射，且确实映入对应的集合。然后通过计算集合基数即可说明是满射。)于是
有(

ω1 ∧ (ω2 ∧ω3)
)
(v1, . . . ,vp+q+r) = ∑

σ∈S(p,q+r)
sgn(σ)ω1(vσ(1), . . . ,vσ(p))(ω2 ∧ω3)(vσ(p+1), . . . ,vσ(p+q+r))

= ∑
σ∈S(p,q+r)

sgn(σ) ∑
τ∈S(p̄,q,r)

sgn(τ)ω1(vσ(1), . . . ,vσ(p))

·ω2(vστ(p+1), . . . ,vστ(p+q))ω3(vστ(p+q+1), . . . ,vστ(p+q+r))

= ∑
u∈S(p,q,r)

sgn(u)ω1(vu(1), . . . ,vu(p))ω2(vu(p+1), . . . ,vu(p+q))

·ω3(vu(p+q+1), . . . ,vu(p+q+r)).
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同样的方法可得(
(ω1 ∧ω2)∧ω3

)
(v1, . . . ,vp+q+r) = ∑

u∈S(p,q,r)
sgn(u)ω1(vu(1), . . . ,vu(p))ω2(vu(p+1), . . . ,vu(p+q))

·ω3(vu(p+q+1), . . . ,vu(p+q+r)).

从而 (ω1 ∧ω2)∧ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ω3). □

由结合律，在定义多个交错线性函数外积的时候可以不必区分顺序。
下面我们来仔细分析Altk(V )的结构。上次在假设结合律成立的情况下我们证明了对于ω1, . . . ,ωk ∈

Alt1(V ) =V ∗，以及任何 (v1, . . . ,vk) ∈V k，都有

(ω1 ∧·· ·∧ωk)(v1, . . . ,vk) = det(ωi(v j)).

作为应用，我们有

引理 2 设 ω1, . . . ,ωk ∈ Alt1(V ) =V ∗，则 ω1 ∧·· ·∧ωk 6= 0当且仅当 ω1, . . . ,ωk 线性无关。

证明 假设 ω1, . . . ,ωk 线性相关且不全为 0，可以不妨设 ωk = ∑k−1
i=1 ciωi，于是

ω1 ∧·· ·∧ωk = ω1 ∧·· ·∧ωk−1 ∧ (
k−1

∑
i=1

ciωi) = 0.

如果 ω1, . . . ,ωk 线性无关，可以扩充为 V ∗的一组基，取 V 中的对偶基 {vi}，则有

ω1 ∧·· ·∧ωk(v1, . . . ,vk) = det(δi j) = 1 6= 0.

□

定理 1 设 e1, . . . ,en 是 V 的一组基，ω1, . . . ,ωn ∈ Alt1(V ) 是其对偶基，则对 1 ≤ p ≤ n，{ωi1 ∧ ·· · ∧
ωip}1≤i1<···<ip≤n是 Alt p(V )的一组基。特别地，

dimAlt p(V ) =
(n

p

)
=

n!
p!(n− p)!

.

证明由引理??，有

(ωi1 ∧·· ·∧ωip)(e j1 , . . . ,e jp) =

{
0 if {i1, . . . , ip} 6= { j1, . . . , jp};

sgn(σ) if ( j1, . . . , jp) = σ(i1, . . . , ip).

由此前的讨论 ω ∈ Alt p(V )由它在 {(e j1 , . . . ,e jp)} jk∈{1,...,n}上的取值唯一决定，于是得到

ω = ∑
1≤i1<···<ip≤n

ω(ei1 , . . . ,eip)ωi1 ∧·· ·∧ωip

(
= ∑

σ∈S(p,n−p)
ω(eσ(1), . . . ,eσ(p))ωσ(1)∧·· ·∧ωσ(p)

)
.

事实上，右边表达式在 (e j1 , . . . ,e jp)处的取值可以计算如下：如果 j1, . . . , jp 中有相同的，则左右两边
在 (e j1 , . . . ,e jp)取值都为 0。如果 j1, . . . , jp 互不相同，假设 { j1, . . . , jp} = {i1, . . . , ip},于是有 σ ∈ Sn 满
足 σ(ik) = jk,k = 1, . . . , p以及 σ(r) = r,∀r /∈ {i1, . . . , ip}. 所以右端在 (e j1 , . . . ,e jp)取值为1

ω(ei1 , . . . ,eip)sgn(σ) = ω(eσ(i1), . . . ,eσ(ip)) = ω(e j1 , . . . ,e jp).

1细心的同学可能会注意到这里的结果跟我们前面证明的略有区别：那里的 σ ∈ Sp 而非 Sn。考虑含有 n个元素的集合 E
的一个 k元子集 F，它们的对称群（置换群）分别同构于 Sn和 Sk。包含映射 F → E 诱导了 Sk 到 Sn的单的群同态（在 E \F
上做恒同扩张），它将对换映为对换，从而保持 sgn不变。
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这证明了 Alt p(V )可由 {ωi1 ∧·· ·∧ωip}1≤i1<···<ip≤n线性生成。下面说明它们线性无关：
假设存在 λi1...ip ∈ R满足

∑
1≤i1<···<ip≤n

λi1...ipωi1 ∧·· ·∧ωip = 0,

则考虑左右两边在 (ei1 , . . . ,eip)处的取值，即得 λi1...ip = 0。由此得到线性无关性。 □

作为特例，我们得到 Altn(Rn)∼= R是 1维线性空间，ω1 ∧·· ·∧ωn是一组基。
另一个常用的例子是 Alt2(V )，我们陈述如下简单的 Cartan引理，它在微分几何中很有用。

引理 3 (Cartan引理) 假设 ω1, . . . ,ωr ∈ Alt1(V )线性无关，η1, . . . ,ηr ∈ Alt1(V )满足

r

∑
i=1

ηi ∧ωi = 0.

则存在 ai j ∈ R, i, j = 1, . . . ,r，ai j = a ji，使得

ηi =
r

∑
j=1

ai jω j.

练习 1 证明 Cartan引理。（提示：将 ωi扩充为一组基，Alt2(V )的基是什么？）

练习 2 假设 ω1, . . . ,ωr ∈ Alt1(V )线性无关，η ∈ Alt p(V )。证明：ω1 ∧ ·· ·∧ωr ∧η = 0的充分必要条件
是：存在 η1, . . . ,ηr ∈ Alt p−1(V )，使得

η = ω1 ∧η1 + · · ·+ωr ∧ηr.

练习 3 假设 V ∼= R4，且 ω1, . . . ,ω4 ∈ Alt1(V )是一组基，A = (ai j)是 4阶反对称方阵，即 AT =−A。令
η = ∑i< j ai jωi ∧ω j。证明：η ∧η = 0当且仅当 detA = 0。

令

Alt∗(V ) :=
n⊕

p=0

Alt p(V ),

其中 Alt0(V ) := R，称为 V 上的 “外代数”或 “交错代数”或 “Grassmann代数”，其乘法就是外积。

注 1 理论上讲，Alt∗(V )是一个形式和 η0 +η1 + · · ·+ηn，其中 η0 ∈ R,ηp ∈ Alt p(V ), p = 1, . . . ,n。但是
在绝大多数情形，我们只把同次的交错线性函数相加减，只在课程最后一部分会用到这样不同次形式
和的情况（只是为了记号的简洁、方便，不是本质的）。

最后，我们想说：任给一个有限维实线性空间 V，我们赋予一个外代数 Alt∗(V )这一 “操作”是一
个 “函子”（functor）：（不熟悉范畴论语言的同学可以忽略这些名词，只关注背后的含义。）任给一个有
限维线性空间之间的线性映射 f : V →W，会诱导一个自然的线性映射 f ∗ : Alt∗(W )→ Alt∗(V )：对每一
个 p = 1, . . . ,n和 (v1, . . . ,vp) ∈V p，ω ∈ Alt p(W )定义

( f ∗ω)(v1, . . . ,vp) := ω
(

f (v1), . . . , f (vp)
)
.

显然 f ∗ω ∈ Alt p(V )。我们称 f ∗为 “拉回”。

引理 4 假设 f : V →W 是线性映射，ω ∈ Alt p(W ),η ∈ Altq(W )，则有

f ∗(ω ∧η) = f ∗ω ∧ f ∗η .
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证明 任取 (v1, . . . ,vp+q) ∈V p+q，由定义：

f ∗(ω ∧η)(v1, . . . ,vp+q) = (ω ∧η)
(

f (v1), . . . , f (vp+q)
)

= ∑
σ∈S(p,q)

sgn(σ)ω
(

f (vσ(1)), . . . , f (vσ(p))
)
η
(

f (vσ(p+1)), . . . , f (vσ(p+q))
)

= ∑
σ∈S(p,q)

sgn(σ) f ∗ω
(
vσ(1), . . . ,vσ(p)

)
f ∗η

(
vσ(p+1), . . . ,vσ(p+q)

)
=

(
f ∗ω ∧ f ∗η

)
(v1, . . . ,vp+q).

于是 f ∗(ω ∧η) = f ∗ω ∧ f ∗η。 □

一个特例是 f ∈ End(V )是 V 到自身的线性变换，则 f ∗ 也是 Alt p(V )到自身的线性变换。假设
e1, . . . ,en是 V 的一组基，ω1, . . . ,ωn ∈ Alt1(V )是相应的对偶基，假设 f (ei) = ∑n

j=1 ai je j，则

f ∗(ωi)(e j) = ωi( f (e j)) = ωi(∑
k

a jkek) = ∑
k

a jkδik = a ji

从而 f ∗(ωi) = ∑n
j=1 a jiω j。

练习 4 证明

f ∗(ω1 ∧·· ·∧ωn) = det(ai j)ω1 ∧·· ·∧ωn.

我们最后陈述一个定理，证明留作思考题。

定理 2 设 f ∈ End(V )是 n维实线性空间 V 到自身的线性变换，则 f 的特征多项式可表示为

det( f − tI) =
n

∑
p=0

(−1)ptr
(

f ∗
∣∣
Altn−p(V )

)
t p.

练习 5 证明上述定理。

3 微分形式与 de Rham上同调

有了外代数的准备，我们可以来定义微分形式了。假设 U ⊂ Rn 是非空开集，{e1, . . . ,en}为标准
基，{εi}为相应的对偶基。对于多重指标 I = (i1, . . . , ip)，记 εI := εi1 ∧·· ·∧ εip ∈ Alt p(Rn)。

定义 1 U 上的一个光滑 p-形式是指一个光滑映射 ω : U → Alt p(Rn)。U 上光滑 p-形式的集合记为
Ωp(U)。

注意：因为 Alt p(Rn)是有限维线性空间，所以 U 到它的光滑映射就是指光滑的向量值函数，从
而是良好定义的。这里的 Ω0(U) =C∞(U,R)。而对 p = 1, . . . ,n，前面已证 {εI | I = (i1, . . . , ip),1 ≤ i1 <
· · ·< ip ≤ n}是 Alt p(Rn)的基，所以每一个 ω ∈ Ωp(U)都形如 ∑I ωI(x)εI，其中 ωI(x) ∈C∞(U,R)。为了
记号不致混淆，我们经常记 ω 在 x ∈U 处的取值为 ωx ∈ Alt p(Rn)。

回忆：对于可微的多元向量值函数 F : U →V ⊂ Rm，我们可以定义其在某一点 x处的微分，记为
DxF。按照定义，它是一个线性映射 DxF : Rn → Rm，在 ζ ∈ Rn 处的取值就是 F 在 x处沿 ζ 方向的方
向导数：

DxF(ζ ) :=
d
dt

∣∣∣
t=0

F(x+ tζ ).

特别地，DxF(ei) =
∂F
∂xi

(x)。现在对 ω = ∑I ωI(x)εI ∈ Ωp(U)，将其视为向量值函数，有

(Dxω)(ξ ) = ∑
I

DxωI(ξ )εI.
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定义 2 (外微分运算) 假设 ω ∈ Ωp(U)，我们定义 dω : U → Alt p+1(Rn)为：

(dω)x(v1, . . . ,vp+1) :=
p+1

∑
l=1

(−1)l−1(Dxω)(vl)(v1, . . . , v̂l, . . . ,vp+1).

验证 (dω)x ∈ Alt p+1(Rn)：首先显然对每个变量都线性，其次若 vi = vi+1，则

p+1

∑
l=1

(−1)l−1(Dxω)(vl)(v1, . . . , v̂l, . . . ,vp+1) =
(
∑
l<i

+∑
l=i

+ ∑
l=i+1

+ ∑
l>i+1

)
. . .

= 0+(−1)i−1(Dxω)(vi)(v1, . . . , v̂i,vi+1 . . . ,vp+1)+(−1)i(Dxω)(vi+1)(v1, . . . ,vi, ˆvi+1 . . . ,vp+1)+0

= 0.

从而 (dω)x ∈ Alt p+1(Rn)。

例 1 令 xi ∈C∞(U,R)为坐标函数，即 xi(∑ j λ je j) = λi。则对 ξ = ∑i ξ iei，有

(dxi)x(ξ ) = (Dxxi)(ξ ) =
d
dt

∣∣∣
t=0

xi(x+ tξ ) = ξ i = εi(ξ ).

所以我们得到 dxi : U → Alt1(Rn) 恒等于 εi。所以从今以后，我们将 εi 统统记为 dxi，并将 εI 记为
dxI = dxi1 ∧·· ·∧dxip。于是一个 ω ∈ Ωp(U)总可以写为 ∑I ωI(x)dxI。

为说明这种记号的合理性，我们来对 f ∈ Ω0(U)计算 d f：按定义

(d f )x(ξ ) = (Dx f )(ξ ) =
d
dt

∣∣∣
t=0

f (x+ tξ ) = ∑
i

∂ f
∂xi

(x)ξ i =
(
∑

i

∂ f
∂xi

(x)εi

)
(ξ ) =

(
∑

i

∂ f
∂xi

(x)dxi

)
(ξ ).

所以我们立即得到了大家在微积分课程中所熟悉的微分的表达式：

d f = ∑
i

∂ f
∂xi

dxi.

为了说明 dω 也是光滑的 p+1形式，最简单的办法是通过具体的表达式：

引理 5 假设 ω = f (x)εI = f (x)dxI ∈ Ωp(U)，则

(dω)x = (d f )x ∧dxI.

证明 首先计算 Dxω(ξ ):

Dxω(ξ ) =
d
dt

∣∣∣
t=0

( f (x+ tξ )εI) = (∑
j

∂ f
∂x j

(x)ξ j)εI = (d f )x(ξ )εI,

进而有

(dω)x(v1, . . . ,vp+1) =
p+1

∑
l=1

(−1)l−1(d f )x(vl)εI(v1, . . . , v̂l, . . . ,vp+1) =
(
(d f )x ∧ εI

)
(v1, . . . ,vp+1).

由此即得 (dω)x = (d f )x ∧dxI。 □

容易验证：

dxk ∧dxI =

{
0 if k ∈ I;

(−1)rdxJ if k /∈ I,

其中 r满足 ir < k < ir+1，J = (i1, . . . , ir,k, ir+1, . . . , ip)。（k < i1 或 k > ip 的情形留作练习）。由此和上一
引理即得
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推论 1 对于 ω ∈ Ωp(U)，总有 dω ∈ Ωp+1(U)。

关于外微分运算，一个很重要的性质是下面的引理，最早也是由 Poincaré发现的：

引理 6 当 p ≥ 0时，d ◦d : Ωp(U)→ Ωp+2(U)总是恒为 0。

证明 由线性性，只需要对 ω = f dxI 的情形证明即可。多次应用上引理，得到：

d(dω) = d(d f ∧dxI) = d
(
∑

i

∂ f
∂xi

dxi ∧dxI

)
=

n

∑
i=1

d
( ∂ f

∂xi

)
∧dxi ∧dxI

=
n

∑
i, j=1

∂ 2 f
∂x j∂xi

dx j ∧dxi ∧dxI

= ∑
1≤i< j≤n

( ∂ 2 f
∂xi∂x j

− ∂ 2 f
∂x j∂xi

)
dxi ∧dx j ∧dxI = 0.

□

由此，我们得到一个线性空间和线性映射的序列：

0 → Ω0(U)→ Ω1(U)→ ··· → Ωp(U)→ Ωp+1(U)→ ··· → Ωn(U)→ 0

满足：前一个映射的像落在后一映射的 kernel里面，这样的序列称为“（上）链复形”。这里的 (Ω∗(U),d)
称为“de Rham复形”。此时我们定义U 的 p-阶 de Rham上同调为商空间：

H p(U) := Ker
(

d : Ωp(U)→ Ωp+1(U)
)/

d
(

Ωp−1(U)
)
.

Ker
(

d : Ωp(U) → Ωp+1(U)
)
中的元素称为 p-次闭形式，d

(
Ωp−1(U)

)
中的元素称为 p-次恰当形式。

H p(U)中的元素记为 [ω]。

例 2 当U ⊂ R2 时，d : Ω0(U)→ Ω1(U)本质就是 grad；d : Ω1(U)→ Ω2(U)本质就是 rot。
当U ⊂ R3时，d : Ω0(U)→ Ω1(U)本质就是 grad；d : Ω1(U)→ Ω2(U)本质就是 rot，d : Ω2(U)→

Ω3(U)本质就是 div。
所以上一讲所定义的 H i就是 de Rham上同调的特例。

用微分形式做成的上同调论比代数拓扑中其他的上同调论有一个显著的优点：它的乘积运算简
单、自然，而且便于计算。

首先外代数的外积运算自动诱导一个微分形式的外积运算：对 ω1 ∈ Ωp(U),ω2 ∈ Ωq(U)，定义

(ω1 ∧ω2)x := (ω1)x ∧ (ω2)x ∈ Alt p+q(Rn),

则 ω1 ∧ω2 ∈ Ωp+q(U)。

引理 7 设 ω1 ∈ Ωp(U),ω2 ∈ Ωq(U)，则

d(ω1 ∧ω2) = dω1 ∧ω2 +(−1)pω1 ∧dω2.
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证明 只需考虑 ω1 = f dxI,ω2 = gdxJ 的特殊情形：

d(ω1 ∧ω2) = d( f gdxI ∧dxJ) = d( f g)∧dxI ∧dxJ

= (gd f + f dg)∧dxI ∧dxJ = (d f ∧dxI)∧ (gdxJ)+dg∧ ( f dxI)∧dxJ

= (d f ∧dxI)∧ (gdxJ)+(−1)1·p ∧ ( f dxI)∧dg∧dxJ

= dω1 ∧ω2 +(−1)pω1 ∧dω2.

□

引理 8 假设 ω1 ∈ Ωp(U),ω2 ∈ Ωq(U),
(i) 如果 ωi都是闭形式，则 ω1 ∧ω2也是闭的；
(ii) 如果 ω1是恰当形式，ω2是闭形式，则 ω1 ∧ω2也是恰当的。
于是外积运算诱导 de Rham上同调的乘积（称为“卡积”cup product或“外积”）运算：

[ω1]∪ [ω2] := [ω1 ∧ω2].

证明 首先，如果 ωi都是闭形式，则

d(ω1 ∧ω2) = dω1 ∧ω2 +(−1)pω1 ∧dω2 = 0.

于是 (i)得证。
另一方面，如果 ω1 = dη ,dω2 = 0，则有

d(η ∧ω2) = dη ∧ω2 +(−1)p−1η ∧dω2 = ω1 ∧ω2.

从而 ω1 ∧ω2是恰当形式。
现在如果 [ω1]∈H p(U)，[ω2]∈Hq(U)，假设 ω̃i是 [ωi]的另一组代表元，则存在 ηi使得 ω̃i =ωi+dηi，

从而由上两个结论
ω̃1 ∧ ω̃2 = ω1 ∧ω2 + a exact form.

从而乘积运算是良好定义的。 □

微分形式的拉回运算：我们要说U 7→ Ωp(U)以及U 7→ H p(U)也具有“函子性”：假设U1 ⊂Rn,U2 ⊂Rm，
ϕ : U1 →U2为光滑映射，我们将要定义“拉回映射”ϕ ∗ : Ωp(U2)→ Ωp(U1)，并且证明它诱导了 de Rham
上同调之间的线性映射 ϕ ∗ : H p(U2)→ H p(U1)。

首先从 ϕ ∗ : Ωp(U2)→ Ωp(U1)的定义开始：回忆 ϕ 在 x处的微分 Dxϕ 是线性映射 Dxϕ : Rn → Rm，
我们已经定义了拉回 (Dxϕ)∗ : Alt p(Rm)→ Alt p(Rn)。

定义 3 对于光滑映射 ϕ : U1 →U2和 ω ∈ Ωp(U2)，我们定义 ϕ ∗(ω) : U1 → Alt p(Rn)如下：(
ϕ ∗(ω)

)
x := (Dxϕ)∗

(
ωϕ(x)

)
,

即，对任意的 v1, . . . ,vp ∈ Rn，有(
ϕ ∗(ω)

)
x(v1, . . . ,vp) := ωϕ(x)

(
(Dxϕ)(v1), . . . ,(Dxϕ)(vp)

)
.

例 3 考虑 Rm 中的坐标函数 yi（定义为 yi(∑m
j=1 c jẽ j) = ci）,则 dyi ∈ Ω1(U2)。我们来计算 ϕ ∗(dyi)：将

ϕ 按照分量写为 ϕ = ∑m
k=1 ϕkẽk，则对 ξ ∈ Rn 有(

ϕ ∗(dyi)
)

x(ξ ) = (dyi)ϕ(x)

(
(Dxϕ)(ξ )

)
= dyi(∑

k
dϕk(ξ )ẽk) = ∑

k
dϕk(ξ )δik = dϕi(ξ ),

从而 ϕ ∗(dyi) = dϕi。
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