
第三讲

石亚龙

1 回顾

上次课我们定义了微分形式 ω ∈ Ωp(U)，是指一个光滑映射 ω : U → Alt p(Rn)，利用 Alt p(Rn)的
基 εi1...ip = dxi1...ip := dxi1 ∧·· ·∧dxip，ω = ∑I ωI(x)dxI，其中 I = (i1, . . . , ip)，ωI ∈C∞(U,R)。

我们还定义了外微分 d : Ωp(U)→ Ωp+1(U):

(dω)x(v1, . . . ,vp+1) :=
p+1

∑
l=1

(−1)l−1(Dxω)(vl)(v1, . . . , v̂l, . . . ,vp+1),

其中 (Dxω)(vl) ∈ Alt p(Rn) 是 ω 在 x ∈ U 处沿 vl 方向的方向导数。对于 f (x)dxI，直接计算得到
d( f dxI) = d f ∧dxI。由此得到 d ◦d = 0，进而可以定义 de Rham上同调H p(U) = Ker(d|Ωp(U))/dΩp−1(U)。

由于 d(ω ∧η) = dω ∧η +(−1)degωω ∧dη，可知外积诱导 de Rham上同调环的乘积运算。
对于光滑映射 ϕ : U1 →U2 和 ω ∈ Ωp(U2)，我们定义了拉回运算 ϕ ∗(ω) : U1 → Alt p(Rn)：(

ϕ ∗(ω)
)

x := (Dxϕ)∗
(

ωϕ(x)

)
,

即， (
ϕ ∗(ω)

)
x(v1, . . . ,vp) := ωϕ(x)

(
(Dxϕ)(v1), . . . ,(Dxϕ)(vp)

)
.

对于 f ∈ Ω0(U2)，规定 ϕ ∗( f ) := f ◦ϕ。如果 ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕm)，则有 ϕ ∗(dy j) = dϕ j = ∑i
∂ϕ j
∂xi

dxi。

2 微分形式与 de Rham上同调 (续)

今天我们首先来看拉回的坐标表达式：假设 ω = f (y)dyJ ∈ Ωp(U2)，J = ( j1, . . . , jp)，其中 1 ≤ j1 <
· · ·< jp ≤ m，以及 ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕm) : U1 →U2。为了不至于出现太多括号，我们经常把 ϕ ∗(ω)记为 ϕ ∗ω。
由定义 ϕ ∗ω : U1 → Alt p(Rn)。Rn 与 Rm 的标准正交基分别为 {ei}n

i=1,{ẽ j}m
j=1。于是

(Dxϕ)(ei) =
d
dt

∣∣∣
t=0

ϕ(x+ tei) =
d
dt

∣∣∣
t=0

(
m

∑
j=1

ϕ j(x+ tei)ẽ j) =
m

∑
j=1

∂ϕ j

∂xi
(x)ẽ j,

从而

(ϕ ∗ω)x(ei1 , . . . ,eip) := ωϕ(x)

(
(Dxϕ)(ei1), . . .(Dxϕ)(eip)

)
= f

(
ϕ(x)

)
· (dy j1 ∧·· ·∧dy jp)

( m

∑
k1=1

∂ϕk1

∂xi1
(x)ẽk1 . . . ,

m

∑
kp=1

∂ϕkp

∂xip

(x)ẽkp

)
= f

(
ϕ(x)

)
∑

σ∈Sm,σ |{ j1 ,..., jp}c=id
sgn(σ)

∂ϕσ( j1)

∂xi1
. . .

∂ϕσ( jp)

∂xip

= f
(
ϕ(x)

)∂ (ϕ j1 , . . . ,ϕ jp)

∂ (xi1 , . . . ,xip)
(x).
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由此可以得到

ϕ ∗( f dyJ) = ∑
1≤i1<···<ip≤n

f
(
ϕ(x)

)∂ (ϕ j1 , . . . ,ϕ jp)

∂ (xi1 , . . . ,xip)
(x)dxi1 ∧·· ·∧dxip .

特别地，ϕ ∗ω : U1 → Alt p(Rn)也是光滑映射，从而 ϕ ∗ω ∈ Ωp(U1)。这说明 ϕ ∗ : Ωp(U2)→ Ωp(U1)，显然
它是线性映射。

引理 1 假设 ϕ : U1 →U2 和 ψ : U2 →U3 都是光滑映射，则 (ψ ◦ϕ)∗ = ϕ ∗ ◦ψ∗。

证明 这是由于由多元微积分求导的链式法则，可以知道 Dx(ψ ◦ ϕ) = (Dϕ(x)ψ) ◦ (Dxϕ)，进而有(
Dx(ψ ◦ϕ)

)∗
= (Dxϕ)∗ ◦ (Dϕ(x)ψ)∗ : Alt p(Rr)→ Alt p(Rn)。由定义可知(

ϕ ∗(ψ∗ω)
)

x
=(Dxϕ)∗

(
(ψ∗ω)ϕ(x)

)
=(Dxϕ)∗

(
(Dϕ(x)ψ)∗(ωψ(ϕ(x)))

)
=
(
Dx(ψ ◦ϕ)

)∗
(ωψ(ϕ(x)))=

(
(ψ ◦ϕ)∗ω

)
x
.

□

我们下面要证明 ϕ ∗ 也保持外积和外微分运算：

定理 1 假设 ϕ : U1 →U2 是光滑映射，U1,U2 分别是 Rn,Rm 中的非空开集，则对任意 ω ∈ Ωp(U2),η ∈
Ωq(U2)有：

(i) ϕ ∗(ω ∧η) = ϕ ∗ω ∧ϕ ∗η;
(ii) d(ϕ ∗ω) = ϕ ∗(dω).

证明 首先看外积：我们此前证明过线性映射保持 Alt∗(Rm)的外积，于是有(
ϕ ∗(ω ∧η)

)
x = (Dxϕ)∗(ωϕ(x)∧ηϕ(x)) =

(
(Dxϕ)∗(ωϕ(x))

)
∧
(
(Dxϕ)∗(ηϕ(x))

)
= (ϕ ∗ω)x ∧ (ϕ ∗η)x.

在 ω 或 η 中有 0阶微分形式时更加简单，我们略去证明。
再看外微分：首先看 0-形式 f ∈ Ω0(U2)，直接计算得到：

d(ϕ ∗ f ) =
n

∑
i=1

∂ f
(
ϕ(x)

)
∂xi

dxi =
n

∑
i=1

( m

∑
j=1

∂ f
∂y j

(ϕ(x))
∂ϕ j

∂xi
(x)

)
dxi

=
m

∑
j=1

∂ f
∂y j

(ϕ(x))
( n

∑
i=1

∂ϕ j

∂xi
(x)dxi

)
=

m

∑
j=1

∂ f
∂y j

(ϕ(x))ϕ ∗(dy j)

= ϕ ∗
( m

∑
j=1

∂ f
∂y j

dy j

)
= ϕ ∗(d f ).

于是对于 ω = f dyJ，J = ( j1, . . . , jp)，有

d(ϕ ∗ω) = d
(
(ϕ ∗ f )(ϕ ∗dy j1)∧·· ·∧ (ϕ ∗dy jp)

)
= d

(
(ϕ ∗ f )dϕ j1 ∧·· ·∧dϕ jp

)
= d(ϕ ∗ f )∧dϕ j1 ∧·· ·∧dϕ jp +(ϕ ∗ f )d(dϕ j1)∧·· ·∧dϕ jp + . . .

= (ϕ ∗d f )∧ (ϕ ∗dy j1)∧·· ·∧ (ϕ ∗dy jp)

= ϕ ∗(d f ∧dyJ) = ϕ ∗(dω).

□

该定理有一个直接的应用：ϕ ∗把恰当形式变为恰当形式。不仅如此，如果ω ∈ Ωp(U2)满足 dω = 0，
则 d(ϕ ∗ω) = ϕ ∗(dω) = ϕ ∗0 = 0，从而 ϕ ∗ω 也是闭形式。
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推论 1 假设 ϕ : U1 → U2 是光滑映射，则 ϕ ∗ : Ω∗(U2) → Ωp(U1) 诱导 de Rham 上同调之间的同态
H∗(U2)→ H∗(U1)，仍记为 ϕ ∗。

证明 假设 [ω] ∈ H p(U2)，定义 ϕ ∗[ω] := [ϕ ∗ω]。它是 well-defined，因为如果 ω̃ = ω +dη 是 [ω]的另一
代表元，则 ϕ ∗ω̃ = ϕ ∗ω +ϕ ∗(dη) = ϕ ∗ω +dϕ ∗η ∼ ϕ ∗ω。

再由上一定理，我们可以知道 ϕ ∗ 也保持 H∗ 里的乘积运算：

ϕ ∗([ω1]∪ [ω2]) = ϕ ∗[ω1 ∧ω2] = [ϕ ∗(ω1 ∧ω2)] = [(ϕ ∗ω1)∧ (ϕ ∗ω2)] = [ϕ ∗ω1]∪ [ϕ ∗ω2] = (ϕ ∗[ω1])∪ (ϕ ∗[ω2]).

□

Poincaré引理
作为拉回运算的应用，我们来证明一般维数的 Poincaré引理：

引理 2 假设U ⊂ Rn 为星形区域，则 H p(U) = 0, ∀p > 0。

证明 不妨假设U 关于原点是星形的。
Claim: 存在一族线性映射 Sp : Ωp(U)→ Ωp−1(U)使得

d ◦Sp +Sp+1 ◦d = id, (p > 0).

假设 Claim成立，则立即得到定理的证明：设 ω ∈ Ωp(U)且满足 dω = 0，p > 0，则由 claim可得

ω = d
(
Sp(ω)

)
+Sp+1(dω) = d

(
Sp(ω)

)
∈ d

(
Ωp−1(U)

)
,

即任何闭形式都恰当，从而 H p(U) = 0。
我们首先定义 Ŝp : Ωp(U ×R)→ Ωp−1(U)如下：任何 ω ∈ Ωp(U ×R)都可以唯一地写成如下形式：

ω = ∑
I

fI(x, t)dxI +∑
J

gJ(x, t)dt ∧dxJ,

其中 I = (i1, . . . , ip),1 ≤ i1 < · · ·< ip ≤ n，J = ( j1, . . . , jp−1),1 ≤ j1 < · · ·< jp−1 ≤ n， fI,gJ ∈C∞(U ×R)。
我们定义

Ŝp(ω) := ∑
J

(∫ 1

0
gJ(x, t)dt

)
dxJ.

则有

dŜp(ω)+ Ŝp+1(dω) = ∑
J

d
(∫ 1

0
gJ(x, t)dt

)
∧dxJ + Ŝp+1

(
∑

I

∂ fI

∂ t
dt ∧dxI +∑

J,i

∂gJ

∂xi
dxi ∧dt ∧dxJ +dx terms

)
= ∑

J,i

∫ 1

0

(∂gJ

∂xi
(x, t)dt

)
dxi ∧dxJ +∑

I

(∫ 1

0

∂ fI

∂ t
dt
)

dxI −∑
J,i

∫ 1

0

(∂gJ

∂xi
(x, t)dt

)
dxi ∧dxJ

= ∑
I

fI(x,1)dxI −∑
I

fI(x,0)dxI.

然后我们定义一个映射 ϕ : U ×R→U

ϕ(x, t) := ψ(t)x,

其中 ψ ∈C∞(R)，0 ≤ ψ(t)≤ 1, ψ ′(t)≥ 0，且满足

ψ(t) =

{
0 if t ≤ 0;

1 if t ≥ 1.

3



对于 ω = ∑I hI(x)dxI ∈ Ωp(U)，则有

ϕ ∗ω = ∑
I

hI
(
ψ(t)x

)
d(ψ(t)xi1)∧·· ·∧d(ψ(t)xip)

= ∑
I

hI
(
ψ(t)x

)(
ψ ′(t)xi1dt +ψ(t)dxi1

)
∧·· ·∧

(
ψ ′(t)xipdt +ψ(t)dxip

)
= ψ p(t)∑

I
hI
(
ψ(t)x

)
dxI +∑

J
gJ(x, t)dt ∧dxJ.

将此表达式带入上面 Ŝp 的结果，得到

dŜp(ϕ ∗ω)+ Ŝp+1(dϕ ∗ω) = ψ p(1)∑
I

hI
(
ψ(1)x

)
dxI −ψ p(0)∑

I
hI
(
ψ(0)x

)
dxI = ∑

I
hI(x)dxI = ω.

现在我们定义 Sp := Ŝp ◦ϕ ∗，注意到 dϕ ∗ = ϕ ∗d，立即得到

dSp(ω)+Sp+1(dω) = dŜp(ϕ ∗ω)+ Ŝp+1(dϕ ∗ω) = ω.

□

注 1 这里的映射 ϕ 满足 ϕ(·,1) = id,ϕ(·,0)≡ 0，所以 ϕ 实际上是 id : U →U 与常值映射 0之间的同伦。
这里的 Sp 算子称为一个“链同伦”。事实上我们后面会用几乎完全一样的方法证明同伦等价的流形具有
同构的 de Rham上同调。

3 一点同调代数

前面简单谈到了“链复形”的概念，今天我们把此前用到的本质是同调代数的概念和方法做一个简
单介绍。

一个“链复形”1 是指一个线性空间和线性映射的序列

. . .
di−1

−−→ Ai di

−→ Ai+1 di+1

−−→ . . .

满足 di+1 ◦ di = 0,∀i。链复形一般记为 (A∗,d∗)。对于上面的链复形，定义 Zp := Ker(dp)，其元素
称为“上闭链”（cocycle）；定义 Bp := dp(Ap−1)，其元素称为“上边缘”（coboundary）。最后定义上同调
H p(A∗,d∗) := Zp/Bp，通常在不引起混淆的情况下我们也简记为 H p(A∗)。

我们通常遇到的链复形一般不会两边都向无穷延伸，总是“有上界”（存在 N 使得 An = 0,∀n ≥
N）、“有下界”（存在 N 使得 An = 0,∀n ≤−N）或“有界”（存在 N 使得 An = 0,∀|n| ≥ N）。

一个链复形 (A∗,d∗)如果满足 H p(A∗) = 0,∀p，则又称 (A∗,d∗)是正合列（exact sequence）。

例 1 序列 0 → A
f−→ B → 0是正合列当且仅当 f 是同构。

例 2 序列 0 → A
f−→ B

g−→C → 0 是正合列当且仅当 f 是单射，g 是满射，并且 Ker(g) = Im( f )。这样的
正合列特别常见，因而很有用，称为“短正合列”（short exact sequence）。

两个链复形 (A∗,d∗
A),(B

∗,d∗
B)之间的“链映射”（chain map）是指一族线性映射 f p : Ap → Bp，满足

dp
B f p = f p+1dp

A，即下列图表可交换：

Ap dp
A //

f p

��

Ap+1

f p+1

��
Bp dp

B // Bp+1

1准确讲应该叫“上链复形”，因为 d算子让指标变大。但是上链复形的上同调理论和链复形的同调理论是完全等价的，我
们这里只考虑上链复形。
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引理 3 链映射 f ∗ : (A∗,d∗
A)→ (B∗,d∗

B)诱导上同调的同态 f ∗ :=: H∗( f ) : H∗(A∗)→ H∗(B∗)。

证明 首先如果 [a]∈H p(A∗)，则取代表元 a∈ Zp(A∗)，此时 dp
B( f p(a))= f p+1(dp

Aa)= 0，从而 f p(a)∈ Zp(B∗)，
我们定义 f ∗([a]) := [ f p(a)]∈H p(B∗)。它是well-defined：假设 b是另一代表元，则 a−b= dp−1

A c，c∈Ap−1，
于是

f p(a)− f p(b) = f p(dp−1
A c) = dp−1

B f p−1(c) ∈ Bp(B∗).

□

假如 (A∗,d∗
A),(B

∗,d∗
B)之间的链映射 f ∗和 g∗满足如下条件：存在一族线性映射 s : Ap → Bp−1，2满

足 f −g = dBs+ sdA，则称 f ∗ 与 g∗ 是“链同伦”（chain-homotopic）的，并将 s称为 f ∗ 与 g∗ 之间的“链同
伦”（chain homotopy）。

. . .
dA // Ap dA //

f g
��

s

wwooo
ooo

ooo
ooo

o Ap+1

s

wwooo
ooo

ooo
ooo

o

Bp−1 dB // Bp dp
B // . . .

这个概念来自于拓扑学的同伦，我们后面再仔细讨论。这里我们指出 Poincaré引理证明的代数本质：

引理 4 假设链复形 (A∗,d∗
A),(B

∗,d∗
B)之间的链映射 f ∗和 g∗是链同伦的，则它们在上同调的诱导同态相

等，即 H p( f ) = H p( f ) : H p(A∗)→ H p(B∗),∀p。

证明任取 a ∈ Zp(A∗)，则

f (a)−g(a) = dBs(a)+ s(dAa) = dBs(a) ∈ Bp(B∗),

从而 f ∗([a]) = [ f (a)] = [g(a)] = g∗([a])。 □

将上述概念应用于 de Rham上同调：对每个开集U ⊂ Rn，我们赋予了一个链复形——de Rham复
形 (Ω∗(U),d)：

0 → Ω0(U)
d−→ Ω1(U)

d−→ . . .
d−→ Ωn(U)→ 0.

其上同调 H∗(Ω∗(U))就是我们前面定义的 de Rham 上同调。如果 ϕ : U1 → U2 是光滑映射，则拉回
ϕ ∗ : Ω∗(U2)→ Ω∗(U1)是链映射，从而诱导同态 f ∗ : H∗(U2)→ H∗(U1)。

链复形的短正合列与上同调长正合列
假设我们有三个链复形 (A∗,d∗

A),(B
∗,d∗

B),(C
∗,d∗

C)以及链映射 f ∗ : A∗ → B∗ 和 g∗ : B∗ →C∗。如果对
每个 p，

0 → Ap f−→ Bp g−→Cp → 0

都是正合列，则称 0 → A∗ f−→ B∗ g−→C∗ → 0是链复形的短正合列。一个基本的结果是：

定理 2 假设 0 → A∗ f−→ B∗ g−→C∗ → 0是链复形的短正合列，则存在一族线性映射 δ : H p(C∗)→ H p+1(A∗)，
使得下列上同调的序列

· · · → H p(A∗)
f ∗−→ H p(B∗)

g∗−→ H p(C∗)
δ−→ H p+1(A∗)

f ∗−→ H p+1(B∗)→ . . .

是正合列。

2为了不使符号太复杂，我们把 dp
A 简记为 dA。
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该定理的证明是所谓的“图上追猎”法（diagram chasing）。

0 // Ap−1 f //

dA
��

Bp−1 g //

dB
��

Cp−1 //

dC
��

0

0 / / Ap f //

dA
��

Bp g //

dB
��

Cp //

dC
��

0

0 // Ap+1 f // Bp+1 g // Cp+1 // 0

证明 证明分为如下几步：δ 的定义，以及 H p(B∗)，H p(C∗)和 H p+1(A∗)处的正合性。
δ 的定义：任取 [c] ∈ H p(C∗)，这里 c ∈Cp 满足 dCc = 0。

由 g满，存在 b ∈ Bp 满足 g(b) = c。b满足 g(dBb) = dCg(b) = dCc = 0。
由于 Im( f ) = Ker(g)，存在 a ∈ Ap+1 使得 f (a) = dBb。a 满足 f (dAa) = dB f (a) = dBdBb = 0，而 f

是单射，从而 dAa = 0。定义 δ ([c]) := [a]。
注意在上述构造中，c,b 的选取都不唯一，而一旦取定 b，a 的选取是唯一的。因此为了说明上述

δ 是良好定义的，需要验证 [a]不依赖于 c,b的选取。
为此假设 c̃∈Cp满足 c̃= c+dCu，u∈Cp−1，并且 b̃∈Bp 满足 g(b̃) = c̃，以及 ã∈Ap+1满足 f (ã) = dBb̃。
由 g满，存在 v ∈ Bp−1 使得 u = g(v)，于是 dCu = dCg(v) = g(dBv)。从而

g(dBv) = c̃− c = g(b̃−b).

即 b̃−b−dBv ∈ Ker(g) = Im( f )。从而存在 t ∈ Ap 使得 b̃−b−dBv = f (t)。用 dB 作用，得到

f (ã−a) = dB(b̃−b) = dB f (t) = f (dAt).

最后利用 f 单，得到 ã = a+dAt，从而 [ã] = [a]。

H p(B∗)处的正合性:此时由于 g◦ f = 0，自动得到 Im( f ∗)⊂ Ker(g∗)，故只需证 Ker(g∗)⊂ Im( f ∗)。
为此任取 [b] ∈ Ker(g∗)，即 b ∈ Bp 满足 dBb = 0且 g(b) = dCc，c ∈Cp−1。
由 g满，存在 b̃ ∈ Bp−1 使得 c = g(b̃)。于是

g(b) = dCc = dCg(b̃) = g(dBb̃),

从而 b−dBb̃ ∈ Ker(g) = Im( f )，即存在 a ∈ Ap 使得 f (a) = b−dBb̃。
a满足 f (dAa) = dB f (a) = dB(b−dBb̃) = 0，由 f 单，dAa = 0。于是

f ∗([a]) = [ f (a)] = [b−dBb̃] = [b],

即 [b] ∈ Im( f ∗)，从而 Ker(g∗)⊂ Im( f ∗)。

剩下的证明类似，留作练习。 □

练习 1 证明上述定理中 H p(C∗)和 H p+1(A∗)处的正合性。

练习 2 证明如下的“5-引理”：假设下图表交换，且两个行都是正合列。假设 f1, f2, f4, f5 都是同构，证
明： f3 也是同构。

A1

f1

��

// A2 //

f2

��

A3 //

f3

��

A4 //

f4

��

A5

f5
��

B1 // B2 // B3 // B4 // B5
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练习 3 假设有如下链复形：
0 → A0

d−→ A1
d−→ A2 . . .

d−→ An → 0

满足 dimR Ap < ∞,∀p。定义
χ(A∗) := ∑

p
(−1)p dimR H p(A∗).

证明：
χ(A∗) := ∑

p
(−1)p dimR Ap.
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