
第八讲

石亚龙
在讨论了流形的例子之后，我们开始系统的研究。首先从流形上的微分学开始。

1 流形上的切向量、切空间与切映射

对于 Rn 中光滑曲线 γ : (−ε,ε)→ Rn，我们都知道 γ 在 p = γ(0)处的切向量是 γ ′(0)。如果 γ 是流
形上的光滑曲线，我们应该怎样定义它在 p = γ(0)处的切向量？一个自然的想法是利用坐标图卡：假
设 (U,ϕ)是 p = γ(0)处的坐标图卡，则 γ 是光滑曲线等价于它的坐标表示

ϕ ◦ γ(t) = (x1(t), . . . ,xn(t))

是 (−ε,ε)上的光滑向量值函数。自然可以想到应该利用

(ϕ ◦ γ)′(0) = (x′1(0), . . . ,x
′
n(0)) ∈ Rn

来表示 γ 在 p = γ(0)处的切向量。
在从欧氏空间开集过渡到流形这一“从局部到整体”的过程中，很重要的一点是讨论对坐标系的

依赖性——只有那些不依赖于坐标系选取的量或概念才是真正“几何”的，而非“人造”的。
我们来看看刚才讨论的曲线的坐标表示的切向量如何依赖与坐标系的选取：假设 (V,ψ)是 p= γ(0)

附近另一坐标图卡，在此图卡下 γ 的坐标表示为

ψ ◦ γ(t) = (y1(t), . . . ,yn(t)).

一般而言 (ψ ◦ γ)′(0) = (y′1(0), . . . ,y
′
n(0)) 6= (ϕ ◦ γ)′(0)。事实上利用复合函数求导的链式法则，我们直接

计算得到

(ψ ◦ γ)′(0) =
d
dt

∣∣∣
t=0

(ψ ◦ γ)(t) =
d
dt

∣∣∣
t=0

(ψ ◦ϕ−1)◦ (ϕ ◦ γ)(t)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

(ψ ◦ϕ−1)
(
x1(t), . . . ,xn(t)

)
=

(
∑

j

∂y1

∂x j
(ϕ(p))x′j(0), . . . ,∑

j

∂yn

∂x j
(ϕ(p))x′j(0)

)
.

如果我们混淆一下记号，认为 ϕ ◦ γ,ψ ◦ γ 等等都是列向量，则上式可以用矩阵表示为

(ψ ◦ γ)′(0) = J(ψ ◦ϕ−1)(ϕ(p)) · (ϕ ◦ γ)′(0).

物理学家解决这个问题的方法是：所谓的一个“切向量”（物理学家称为“反变向量”），就是每给我一
个图卡 (U,ϕ)，我就指定一个向量 (a1, . . . ,an)。两个不同的图卡下向量的变换规律如上式。如果用数
学家的方式描述，就得到了

定义 1 (切向量定义 1——物理学家的方式) 流形 Mn 上 p点处的一个切向量是一个三元组 (U,ϕ ,a)的
等价类，其中 (U,ϕ)是 p附近的一个图卡，a = (a1, . . . ,an) ∈Rn。等价关系定义为：(U,ϕ ,a)∼ (V,ψ,b)
当且仅当

bi = ∑
j

∂yi

∂x j
(ϕ(p))a j,

其中 ( ∂yi
∂x j

) = J(ψ ◦ϕ−1)。
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这个定义的缺点在于太零乱。我们再给一个几何的定义：

定义 2 (切向量定义 2——几何学家的方式) 流形 Mn 上 p点处的一个切向量是一个过 p的光滑曲线 γ
的等价类，其中 γ1 ∼ γ2 当且仅当 γ1(0) = γ2(0) = p且它们在某个 p附近图卡 (U,ϕ)下的坐标表示在
ϕ(p)处切向量相等。p点处切向量 [γ]的全体构成的集合称为 p点的“切空间”（tangent space），记为
TpM或者 Mp。

不难验证：如果 (ϕ ◦γ1)
′(0)= (ϕ ◦γ2)

′(0)，则对 p附近的任何其他光滑图卡 (V,ψ)，也有 (ψ ◦γ1)
′(0)=

(ψ ◦ γ2)
′(0)。所以这个定义也是不依赖于坐标图卡选取的。你能否看出 TpM 是一个 n-维的线性空间？

从物理学家的观点看，这是很显然的，但是从几何学家的观点看，这恐怕是不容易的。为此我们再引
入第三个定义——代数学家的定义：将切向量定义为沿该方向求方向导数这一“算子”。首先考虑在 p
的某个邻域上定义的光滑函数全体

C∞
p := { f | f ∈C∞(U)其中U为 p点的某个开邻域}.

定义 3 (切向量定义 3——代数学家的方式) 1 流形 Mn 上 p 点处的一个切向量是一个 C∞
p 上的“导

子”（derivation），即映射 v : C∞
p → R，满足如下条件：

(1) (线性性：)假设 f ,g ∈C∞(U)，a,b ∈ R，则 v(a f +bg) = av( f )+bv(g);
(2) (Leibniz法则：)假设 f ,g ∈C∞(U)，则 v( f g) = v( f )g(p)+ f (p)v(g)。

对这些“导子”，我们可以定义加法和数乘：(v+w)( f ) := v( f )+w( f ),(λv)( f ) := λ · v( f )。于是它们构
成一个实线性空间。

需要说明三种定义的等价性。
首先我们简要地解释为什么物理学家的切向量和几何学家的等价。任给一个“物理学家的切向量”

[(U,ϕ ,a)]，其中 a = (a1, . . . ,an) ∈ Rn。考虑 γ̃(t) := ϕ(p)+ ta，并令 γ := ϕ−1 ◦ γ̃ : (−ε,ε)→ M。则 γ 是
M 上光滑曲线，且 γ(0) = p。于是得到一个几何学家的切向量 [γ]。作为练习，请同学们验证：这是
well-defined——如果 (V,ψ,b)∼ (U,ϕ ,a)，则对应的曲线与 γ 等价。反之，任给一个“几何学家的切向
量”[γ]，对任何 p = γ(0)附近的光滑图卡 (U,ϕ)，我们也可以得到一个“物理学家的切向量”[(U,ϕ ,a)]
其中 a = (ϕ ◦ γ)′(0)。这个对应也是 well-defined，并且这两个操作是互逆的。

由于我们主要使用后两种定义，我们详细讨论后两种定义的等价性：我们将几何学家的切向量全
体构成的集合记为 T (geo)

p M，将代数学家的切向量全体构成的集合记为 T (alg)
p M。2

从“几何学家的切向量”[γ] ∈ T (geo)
p M 出发，可以很容易得到一个“代数学家的切向量”γ ′(0)如

下：假设 f ∈C∞
p，则定义

γ ′(0)( f ) :=
d
dt

∣∣∣
t=0

( f ◦ γ).

作为一个求导运算，它自然是线性的，且满足 Leibniz法则。在光滑图卡 (U,ϕ)之下，记 ϕ ◦ γ(t) =(
x1(t), . . . ,xn(t)

)
，则有

γ ′(0)( f ) =
d
dt

∣∣∣
t=0

( f ◦ γ) =
d
dt

∣∣∣
t=0

( f ◦ϕ−1)◦ (ϕ ◦ γ)

=
d
dt

∣∣∣
t=0

( f ◦ϕ−1)
(
x1(t), . . . ,xn(t)

)
=

n

∑
i=1

∂ ( f ◦ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p)) · x′i(0).

1事实上还有一种代数几何学家的定义，最早由 O.Zariski给出。他的办法是：首先考虑 Ep :=C∞
p /∼，其中 f ∈C∞(U)与

g ∈C∞(V )等价当且仅当存在 p的开邻域W ⊂U ∩V，使得 f |W ≡ g|W。Ep 有一个自然的交换环结构，其元素称为 p处一个
光滑函数的“芽”（germ）。Ep只有一个极大理想 mp = {[ f ] ∈ Ep | f (p) = 0}。不难证明 mp/m

2
p是一个 n维线性空间，我们定

义 TpM为其对偶空间 (mp/m
2
p)

∗ = Hom(mp/m
2
p,R)。

2暂时的、非标准的记号！
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由此也可以看出：如果 γ ∼ σ，则 γ ′(0)( f ) = σ ′(0)( f )，因为这时候 (ϕ ◦ γ)′(0) = (ϕ ◦σ)′(0)。所以
[γ] 7→ γ ′(0)是一个 well-defined映射 Φ : T (geo)

p M → T (alg)
p M。

这个映射一定是单射：假如对 [γ1], [γ2] ∈ T (geo)
p 有 γ ′1(0) = γ ′2(0)。任取 p附近的坐标图卡 (U,ϕ)，记

ϕ ◦ γi(t) =
(
x(i)1 (t), . . . ,x(i)1 (t)

)
, i = 1,2。将 γ ′i (0)作用于坐标函数 x1, . . . ,xn，得到：

γ ′1(0)(xk) =
d
dt

∣∣∣
t=0

xk ◦ γ1(t) = (x(1)k )′(0).

同理 γ ′2(0)(xk) = (x(2)k )′(0)。于是得到 (x(1)k )′(0) = (x(2)k )′(0),k = 1, . . . ,n，这说明 γ1 ∼ γ2，即 [γ1] = [γ2]。
为说明 Φ 也是一个满射，我们首先看几个特殊的代数学家的切向量：给定 p 附近的坐标图卡

(U,ϕ)，记 ϕ = (x1, . . . ,xn)。定义 ∂
∂xi

∣∣∣
p
为：

∂
∂xi

∣∣∣
p
( f ) :=

∂ ( f ◦ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p)), ∀ f ∈C∞

p .

容易看出， ∂
∂xi

∣∣∣
p
∈ Im(Φ)——事实上，考虑坐标曲线 γi(t) := ϕ−1

(
ϕ(p)+ tei

)
，其中 ei = (0, . . . ,1, . . . ,0)

是 Rn 的标准基，则

γ ′i (0)( f ) =
∂ ( f ◦ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p)) =

∂
∂xi

∣∣∣
p
( f ).

利用 ∂
∂xi

∣∣∣
p
，我们可以将前面 γ ′(0)( f )的计算结果改写为

γ ′(0)( f ) = ∑
i

x′i(0)
∂

∂xi

∣∣∣
p
( f ),

或者等价地，γ ′(0) = ∑i x′i(0)
∂

∂xi

∣∣∣
p
。事实上，我们还有更强的结果：

Claim: 任何一个 v ∈ T (alg)
p M都可以被 ∂

∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p
线性表出。

为此我们需要如下的：

引理 1 对任何 a ∈ Rn附近定义的光滑函数 F，都存在 a附近的光滑函数 G1, . . . ,Gn，满足

F(x)−F(a) = ∑
i
(xi −ai)Gi(x),

并且 Gi(a) = ∂F
∂xi

(a)。

证明 我们有

F(x)−F(a) =
∫ 1

0

d
dt

F
(
a+ t(x−a)

)
dt =

∫ 1

0
∑

i
(xi −ai)

∂F
∂xi

(
a+ t(x−a)

)
dt

= ∑
i
(xi −ai) ·

∫ 1

0

∂F
∂xi

(
a+ t(x−a)

)
dt.

令 Gi(x) :=
∫ 1

0
∂F
∂xi

(
a+ t(x−a)

)
dt，则 Gi(a) =

∫ 1
0

∂F
∂xi

(
a
)

dt = ∂F
∂xi

(a)。 □

现在在流形上，记 ϕ(p) = a = (a1, . . . ,an)，对 F := f ◦ϕ−1 用上述引理，我们就有 F(x) = ∑i(xi −
ai)Gi(x)，并且 Gi(a) =

∂ ( f◦ϕ−1)
∂xi

(a)。令 gi := Gi ◦ϕ，则有 f = ∑i(xi −ai)gi。3于是对任意的 v ∈ T (alg)
p M，

3注意：这里我们混淆了一下记号！xi既可以视为U ⊂ M上的坐标函数，此时我们有 ϕ = (x1, . . . ,xn)；同时，xi又可以视为
ϕ(U)⊂ Rn 的坐标函数，所以就有如下看起来很奇怪的等式：xi ◦ϕ = xi。这里左边 xi 是第二种解释，右边的是第一种解释。
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和 f ∈C∞
p，有

v( f ) = v
(
∑

i
(xi −ai)gi

)
= ∑

i
v
(
(xi −ai)gi

)
= ∑

i

(
v(xi −ai) ·gi(p)+(xi −ai)(p) · v(gi)

)
= ∑

i
cigi(p) = ∑

i
ciGi(a) = ∑

i
ci

∂ ( f ◦ϕ−1)

∂xi
(a)

=
(
∑

i
ci

∂
∂xi

∣∣∣
p

)
( f ),

其中，我们记 ci := v(xi −ai)，并利用了 xi(p)−ai = 0。所以 v = ∑i ci
∂

∂xi

∣∣∣
p
。

现在我们可以说明Φ是满射了：假设 v=∑i ci
∂

∂xi

∣∣∣
p
∈ T (alg)

p M。考虑曲线 γ(t) := ϕ−1
(

ϕ(p)+t ∑i ciei

)
，

则有 (ϕ ◦ γ)′(0) = (c1, . . . ,cn)。于是由前面的计算，得到 Φ([γ]) = γ ′(0) = ∑i ci
∂

∂xi
= v。

所以从现在开始，我们不再区分两种定义得到的切向量和切空间。

前面讨论的一个副产品是：

引理 2 假设 M 是 n维微分流形，p ∈ M，则切空间 TpM 是 n-维实线性空间。如果取 p附近的光滑图
卡 (U,ϕ)，ϕ = (x1, . . . ,xn)，则

{
∂

∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p

}
是 TpM的一组基。

证明 由前面的讨论，只需要说明
{

∂
∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p

}
线性无关。

假设有实数 c1, . . . ,cn满足 ∑i ci
∂

∂xi

∣∣∣
p
= 0，需要说明 c1 = · · ·= cn = 0。为此只需要如下的：

Claim: ∂
∂xi

∣∣∣
p
(x j) = δi j。

如果 Claim成立，立即有 0 = ∑i ci
∂

∂xi

∣∣∣
p
(x j) = ∑i ciδi j = c j。而 Claim的证明则是（通过“混淆记

号”）直接计算：
∂

∂xi

∣∣∣
p
(x j) =

∂ (x j ◦ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p)) =

∂x j

∂xi
(ϕ(p)) = δi j.

□

如果 f : Mm → Nn 是光滑映射 q = f (p)，则 f 诱导一个切空间之间的线性映射 Dp f : TpM → TqN
（其他常用的记号包括 f∗,(d f )p），称为“切映射”：

(Dp f )([γ]) := [ f ◦ γ].

等价地，如果用代数学家的观点，则有（为了记号简洁，我们这里用 f∗）(
f∗(v)

)
(h) := v(h◦ f ),

其中 v ∈ TpM，h ∈C∞
q。

事实上，假设 v = γ ′(0)，则有(
f∗(v)

)
(h) = ( f ◦ γ)′(0)(h) =

d
dt

∣∣∣
t=0

(h◦ ( f ◦ γ)) =
d
dt

∣∣∣
t=0

(h◦ f )◦ γ = γ ′(0)(h◦ f ) = v(h◦ f ).

练习 1 假设 p,q处各取一个坐标图卡 (U,ϕ)和 (V,ψ)，坐标函数分别记为 (x1, . . . ,xm)和 (y1, . . . ,yn)。计
算线性映射 Dp f 相对于基 { ∂

∂xi

∣∣∣
p
}i=1,...m 和 { ∂

∂y j

∣∣∣
q
} j=1,...n 的矩阵（利用 f 的坐标表示）。
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2 流形上的光滑向量场与微分形式

粗略地讲，一个流形上的向量场就是在每一点 p ∈ M指定一个 p处的切向量：

定义 4 流形M上的向量场 X 是一个映射 X : M →tp∈MTpM，满足 X |p := X(p) ∈ TpM。称 X 是光滑向
量场，如果在任何光滑坐标图卡 (U,ϕ)之下，有 Xp = ∑i fi(p) ∂

∂xi
|p，其中 fi 都是U 上的光滑函数。M

上的光滑向量场构成的集合记为 X(M)。

假设 X ∈ X(M), f ∈C∞(M)，由于 ∀p ∈ M，有 Xp ∈ TpM, f ∈C∞
p，我们可以将 Xp 作用于 f，得到

Xp( f )。当 p取遍 M 时，就得到了 M 上的函数 X f（或记为 X( f )）：(X f )(p) := Xp( f )。在局部的坐标
邻域U 中，假设 X |U = ∑i fi

∂
∂xi
，则有 (X f )|U = ∑i fi

∂
∂xi

( f )。由于 ∂
∂xi

( f )(p) = ∂ ( f◦ϕ−1)
∂xi

(ϕ(p))，所以作为

U 上的函数，我们有 ∂
∂xi

( f ) = ∂ ( f◦ϕ−1)
∂xi

◦ϕ，其坐标表示就是 ∂
∂xi

( f )◦ϕ−1 = ∂ ( f◦ϕ−1)
∂xi

是 ϕ(U)上的光滑函
数，从而 (X f )◦ϕ−1 = ∑i fi ◦ϕ−1 · ∂

∂xi
( f ) ∈C∞(U)，所以 X f ∈C∞(M)。由逐点的 Leibniz法则，我们有

X( f g) = (X f )g+ f (Xg)。

练习 2 一个满足 Xp ∈ TpM 的映射 X : M → tp∈MTpM，总可以作用在光滑函数 f ∈ C∞(M) 上，得到
M 上的函数：(X f )(p) := Xp( f )。证明：如果对任何 f ∈C∞(M)，都有 X f ∈C∞(M)，则 X 是光滑向量
场。（提示：考虑向量场在坐标函数上的作用，局部的坐标函数怎样变成整体的光滑函数？）

练习 3 假设 X ,Y ∈ X(M)，对任何光滑函数 f，既然 X f 与 Y f 仍是光滑函数，我们就可以考虑 X(Y f )
和 Y (X f )。对任何一点 p ∈ M，和 f ∈C∞

p，定义 [X ,Y ]p( f ) : Xp(Y f )−Yp(X f )。证明：
(1) [X ,Y ]p ∈ TpM；
(2) [X ,Y ]是 M上的光滑向量场，称为 X ,Y 的 Lie括号；
(3) 假设 X ,Y,Z ∈ X(M)，证明：

[
[X ,Y ],Z

]
+
[
[Y,Z],X

]
+
[
[Z,X ],Y

]
= 0。

与向量场对偶的概念是微分形式：

定义 5 微分流形 M 上一个 k-次微分形式（或简称“k-形式”）是指一个映射 ω : M →tp∈MAltk(TpM)，
满足 ωp := ω|p := ω(p) ∈ Altk(TpM)。

为了刻画一个微分形式何时是连续、光滑的，我们也需要一个局部的坐标表示。为此我们从 1-形
式出发：首先回忆 Alt1(TpM) = (TpM)∗是 TpM的对偶空间，我们称之为“余切空间”（cotangent space），
记为 T ∗

p M。
现在如果 f ∈C∞

p，则 f 定义一个 T ∗
p M的元素 (d f )p如下：

(d f )p(v) := v( f ).

引理 3 假设 (U,ϕ)是 p附近的光滑图卡，ϕ = (x1, . . . ,xn)，则 {dx1|p, . . . ,dxn|p}是 T ∗
p M 的一组基。并

且对任何 f ∈C∞
p，都有

(d f )p =
n

∑
i=1

( ∂
∂xi

∣∣∣
p
( f )

)
dxi|p.

证明 由前面的计算

dxi|p
( ∂

∂x j

∣∣∣
p

)
=

∂
∂x j

∣∣∣
p
(xi) = δi j,

于是 {dx1|p, . . . ,dxn|p}是
{

∂
∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p

}
的对偶基。

对于 f ∈C∞
p，以及 v = ∑i ci

∂
∂xi

∣∣∣
p
，由定义：

(d f )p(v) = v( f ) = ∑
i

ci
∂

∂xi

∣∣∣
p
( f ).
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又 dxi|p(v) = ∑ j c jdxi|p( ∂
∂x j

∣∣∣
p
) = ∑ j c jδi j = ci，所以

(d f )p(v) = ∑
i

dxi|p(v)
∂

∂xi

∣∣∣
p
( f ) =

(
∑

i

∂
∂xi

∣∣∣
p
( f ) dxi|p

)
(v),

从而 (d f )p = ∑n
i=1

(
∂

∂xi

∣∣∣
p
( f )

)
dxi|p。 □

既然在每一点 p ∈U 处 {dx1|p, . . . ,dxn|p}是 T ∗
p M = Alt1(TpM)的基，{dxi1 |p ∧ . . .dxik |p}1≤i1<···<ik≤n

就是 Altk(TpM)的基。为了记号简便，我们记

dxI|p := (dxi1 ∧·· ·∧dxik)|p := dxi1 |p ∧ . . .dxik |p,

其中 I = (i1, . . . , ik)是多重指标。当 p ∈U 变动时，dxI|p就给出了U 上一个 k-形式 dxI。于是任何M上
的 k-形式 ω 在U 上都可以唯一地写为

ω|U = ∑
I

fIdxI,

其中 fI 是U 上的函数。

定义 6 流形 M 上的 k-形式 ω 称为是光滑（连续）的，如果在任何光滑坐标图卡 (U,ϕ) 之下，有
ω|U = ∑I fIdxI，其中 fI 都是U 上的光滑（连续）函数。M上的光滑 k-形式构成的集合记为 Ωk(M)。同
时，我们定义 M上的光滑 0-形式就是光滑函数，即 Ω0(M) =C∞(M)。

注意对于M的任何开集W，都有一个从M继承而来的微分结构，我们称W 为M的“开子流形”，
此时我们谈论W 上的光滑微分形式是有意义的。

注 1 当M是Rn的开子集时，我们这里的微分形式的定义与之前定义的是一致的。原因在于 p∈M ⊂Rn

时，我们可以以统一的方式将 TpM = TpRn 都等同于 Rn（这个等同映射就是 ∑i ci
∂

∂xi
|p 7→ (c1, . . . ,cn)），

所以 M到 Altk(Rn)的映射就可以看成 M到 tp∈MAltk(TpM)的映射。

例 1 前面已经知道对每个 f ∈ Ω0(M)，我们可以定义 (d f )p ∈ T ∗
p M，让 p取遍 M，就得到了 M 上的

1-形式 d f。我们前面计算过：在局部坐标图卡 (U,ϕ)下，有 (d f )p = ∑n
i=1

(
∂

∂xi

∣∣∣
p
( f )

)
dxi|p，这即是说

d f |U = ∑i
∂

∂xi
( f )dxi，其中 ∂

∂xi
( f ) ∈C∞(U)。于是 d f ∈ Ω1(M)。

3 流形上微分形式的外积与拉回

我们可以把欧氏空间开集上微分形式的运算都推广到流形上。首先是外积：由于 Alt∗(TpM)上有
外积运算，我们可以逐点定义微分形式的外积运算：假设 ω ∈ Ωk(M),η ∈ Ωl(M)，则定义 (k+ l)−形
式 ω ∧η 为：(ω ∧η)p := ωp ∧ηp。容易验证 ω ∧η ∈ Ωk+l(M)。由逐点外积的反交换性，自然也有

ω ∧η = (−1)klη ∧ω.

拉回运算也可以自然定义在微分流形上：

定义 7 假设 f : Mm → Nn 是微分流形之间的光滑映射，则可以定义微分形式的拉回如下：假设
η ∈ Ωk(N)，q = f (p)，v1, . . . ,vk ∈ TpM，则定义 ( f ∗η)p ∈ Altk(TpM)为 (Dp f )∗(ηq)，即

( f ∗η)p(v1, . . . ,vk) := ηq( f∗v1, . . . , f∗vk).

对于 0-形式 h ∈ Ω0(N)， f ∗h定义为 h◦ f ∈ Ω0(M)。
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显然拉回保持逐点的外积运算。

例 2 假设 h ∈C∞
q 是 N 上 q的开邻域中定义的光滑函数，我们来计算一下 f ∗(dh)。

由定义，对任何切向量 v ∈ TpM，有 f ∗(dh)(v) = (dh)q( f∗v) = ( f∗v)(h) = v(h◦ f ) = d(h◦ f )(v)，即
f ∗(dh) = d(h◦ f ) = d( f ∗h)。
我们来看一个特殊情况：假设 (U,ϕ)是 M 的一个坐标图卡，则 ϕ ∗ 将 ϕ(U)中的微分形式拉回到

U 中。注意到此时 xi ◦ϕ = xi（混淆一下记号！），所以 ϕ ∗(dxi) = d(xi ◦ϕ) = dxi，进而 ϕ ∗(dxI) = dxI，I =
(i1, . . . , ik)是多重指标。所以回到光滑微分形式的定义，假设ω|U =∑I fIdxI，则ω|U = ϕ ∗

(
∑I fI ◦ϕ−1dxI

)
。

而 fI ∈C∞(U)当且仅当 fI ◦ϕ−1 ∈C∞(ϕ(U))，于是我们看到：M上微分形式是光滑的当且仅当局部上
它是 Rn中开集上光滑微分形式通过坐标映射的拉回。

练习 4 假设 f : Mm → Nn 是光滑映射，并且 η ∈ Ωk(N)，证明： f ∗η 是 M上的光滑 k-形式，即 f ∗η ∈
Ωk(M)。
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