
第九讲

石亚龙

回顾：微分形式在光滑映射下的拉回：F : M → M，ω ∈ Ωk(N)，则 (F∗ω)p ∈ Altk(TpM)定义为
(F∗ω)p(v1, . . . ,vk) := ωF(p)(F∗v1, . . . ,F∗vk)，即 ωF(p) ∈ Altk(TF(p)N)通过切映射 DpF : TpM → TF(p)N的拉
回。由于线性映射的拉回保持外积，所以我们总有 F∗(ω ∧η) = F∗ω ∧F∗ω。

通过计算，我们得到 F∗(dh) = d(h◦F) = dF∗h。进而得到：一个 M 上的微分形式 ω 光滑，当且
仅当对任何光滑图卡 (U,ϕ)，ω|U 都是 ϕ(U)上一个光滑微分形式通过 ϕ 的拉回。容易验证：光滑微分
形式的拉回也是光滑的。

1 流形上微分形式的运算与 de Rham上同调（续）

外微分运算也可以搬到流形上。我们先从 0-形式——光滑函数的微分开始。前面已经知道对每个
f ∈ Ω0(M)，我们可以定义 (d f )p ∈ T ∗

p M，让 p取遍 M，就得到了 M 上的 1-形式 d f。我们前面计算

过：在局部坐标图卡 (U,ϕ)下，有 (d f )p = ∑n
i=1

(
∂

∂xi

∣∣∣
p
( f )

)
dxi|p，这即是说 d f |U = ∑i

∂
∂xi

( f )dxi，其中
∂

∂xi
( f ) ∈C∞(U)。于是 d f ∈ Ω1(M)。

定义 1 假设 ω ∈ Ωk(M)，我们定义 dω ∈ Ωk+1(M)如下：假设 (U,ϕ)为一个光滑图卡，ϕ = (x1, . . . ,xn)，
并且 ω|U = ∑I fIdxI，则定义

(dω)|U := ∑
I

d fI ∧dxI = ∑
I,i

∂
∂xi

( fI) dxi ∧dxI.

注意：由于 ∂
∂xi

( fI) =
∂ ( fI◦ϕ−1)

∂xi
◦ϕ，所以上式其实是 ϕ(U)上微分形式

∑
I,i

∂ ( fI ◦ϕ−1)

∂xi
dxi ∧dxI = d

(
∑

I
fI ◦ϕ−1dxI

)
的拉回！而其中的 ∑I fI ◦ϕ−1dxI 通过 ϕ 拉回到U 中就是 ω|U。所以这里的外微分的定义其实可以如下
表述：首先将 ω|U 视为 ϕ(U)中微分形式 η 的拉回，然后在 ϕ(U)中做外微分 dη（这一步我们前面的
课已经定义了），最后再将 dη 拉回至U 中，作为 (dω)|U 的定义。

需要说明这是 well-defined：假设有图卡 (V,ψ)满足U ∩V 6= /0，如果 ω|V = ∑J gJdyJ，要说明

(∑
I

d fI ∧dxI)|U∩V = (∑
J

dgJ ∧dyJ)|U∩V ,

即
ϕ ∗

(
d(∑

I
fI ◦ϕ−1dxI)

)
= ψ∗

(
d(∑

J
gJ ◦ψ−1dyJ)

)
.

注意：我们一开始就有
(

∑J gJdyJ

)
|U∩V =

(
∑I fIdxI

)
|U∩V，于是

(ϕ−1)∗
(
∑
J

gJdyJ

)
|U∩V = (ϕ−1)∗

(
∑

I
fIdxI

)
|U∩V = ∑

I
fI ◦ϕ−1dxI.
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另一方面，

∑
I

fI ◦ϕ−1dxI = (ϕ−1)∗
(
∑

I
fIdxI

)
|U∩V = (ϕ−1)∗

(
∑
J

gJdyJ

)
|U∩V

= (ϕ−1)∗ ◦ψ∗
(
∑
J

gJ ◦ψ−1dyJ

)
= (ψ ◦ϕ−1)∗

(
∑
J

gJ ◦ψ−1dyJ

)
.

现在 ψ ◦ϕ−1是欧氏空间开集之间的微分同胚，而 ∑J gJ ◦ψ−1dyJ 是欧氏空间开集上的微分形式，所以
利用我们以前证明的拉回与外微分可交换的性质，得到

d
(
∑

I
fI ◦ϕ−1dxI

)
= d(ψ ◦ϕ−1)∗

(
∑
J

gJ ◦ψ−1dyJ

)
= (ψ ◦ϕ−1)∗d

(
∑
J

gJ ◦ψ−1dyJ

)
.

两边再用 ϕ ∗作用，立即得到

ϕ ∗d
(
∑

I
fI ◦ϕ−1dxI

)
= ψ∗d

(
∑
J

gJ ◦ψ−1dyJ

)
.

所以外微分的定义与坐标图卡的选取无关。

练习 1 (选做) 1假设 ω ∈ Ωk(M)，X0, . . . ,Xk ∈ X(M)，证明：

(dω)(X0, . . . ,Xk) =
k

∑
i=0

(−1)iXi

(
ω(X0, . . . , X̂i, . . . ,Xk)

)
+∑

i< j
(−1)i+ jω([Xi,X j],X0, . . . , X̂i, . . . , X̂ j, . . . ,Xk).

这可以作为外微分的一个不依赖于坐标图卡的定义。

一旦知道外微分是良好定义的，下面的两个性质就几乎是显然的了：

引理 1 在流形上总有 d ◦d = 0。对 ω ∈ Ωk(M)，η ∈ Ωl(M)，有

d(ω ∧η) = dω ∧η +(−1)kω ∧dη .

证明 不妨假设 ω|U = f dxI，I = (i1, . . . , ik)，则 dω|U = ∑i
∂

∂xi
( f )dxi∧dxI，进而 ddω = ∑ j,i

∂
∂x j

∂
∂xi

( f )dx j ∧

dxi ∧dxI。而 ∂
∂x j

∂
∂xi

( f ) = ∂ 2( f◦ϕ−1)
∂xi∂x j

◦ϕ 关于 i, j对称，dx j ∧dxi关于 i, j反对称，所以 ddω = 0。
第二个结论，可以将问题转化到 ϕ(U)上，归结为我们已证的结论（d ◦d = 0也可以这样做）。 □

引理 2 假设 F : Mm → Nn是光滑映射，则拉回与外微分可交换，即 dF∗ω = F∗(dω),∀ω ∈ Ωk(N)。

证明 取 M,N 的坐标图卡 (U,ϕ),(V,ψ)满足 F(U)⊂V，不妨设 ω|V = gdyI，I = (i1, . . . , ik)。则

dF∗ω = d
(

g◦F d(yi1 ◦F)∧·· ·∧d(yik ◦F)
)

= d(g◦F)∧d(yi1 ◦F)∧·· ·∧d(yik ◦F)+0

= F∗(dg)∧F∗dyi1 ∧·· ·∧F∗dyik

= F∗(dg∧dyI) = F∗(dω).

□
1提示：回忆欧氏空间情形外微分的定义：dxω(v0, . . . ,vk) = ∑k

i=0(−1)i(Dxω)(vi)(v0, . . . , v̂i, . . . ,vk)，用现在的语言表述是什
么样子的？
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于是在流形 Mn上，我们仍然有一个 de Rham复形：

0 → Ω0(M)
d−→ Ω1(M)

d−→ . . .
d−→ Ωn(M)→ 0.

仍然定义 M的 de Rham上同调：

Hk(M) := Ker
(

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)
)/

dΩk−1(M).

bk := dimR Hk(M)称为 M的第 k个 Betti数。
假设 F : M → N 是光滑映射，则 F 诱导同态 F∗ : Hk(N) → Hk(M),∀k。并且如果还有光滑映射

G : N → P，则 (G◦F)∗ = F∗ ◦G∗。特别地，微分同胚的流形具有同构的 de Rham上同调。

2 微分流形上的单位分解与Mayer-Vietoris序列

与欧氏空间开集的情形相同，de Rham上同调的一个重要计算工具是Mayer-Vietoris序列。为此我
们首先需要将单位分解搬到流形上。一个办法是是把我们以前的证明重新走一遍，流形上的情形没有
任何本质的新困难。我们这里直接利用以前的结论。这里为了方便，假设流形可以嵌入某个 Rl，我们
前面已经证明了对紧流形而言都是如此，并且Whitney的一般定理保证微分流形都可以嵌入欧氏空间。

定理 1 (流形上的单位分解) 假设 U = {Ui}i∈Γ 是流形 Mn 的一个开覆盖。则存在 M 上一族光滑函数
{ϕi}i∈Γ满足：0 ≤ ϕi ≤ 1，并且

(i) suppM ϕi ⊂Ui；
(ii) 对任意 p ∈ M，存在 p的开邻域U 使得只有有限个 ϕi在U 上不恒为 0；
(iii) 对任意 p ∈ M，总有 ∑i∈Γ ϕi(p) = 1。
这一族 {ϕi}i∈Γ称为“从属于开覆盖 U 的单位分解”。

证明 我们利用Whitney的嵌入定理：将 M 嵌入某个 Rl 中，成为 Rl 的光滑子流形。由于现在 M 的
拓扑与作为 Rl 子空间的拓扑相同，对每一个 Ui，我们可以找到 Rl 的开集 Ũi 使得 Ũi ∩M = Ui。令
Ũ := ∩i∈ΓŨi，则 M ⊂ Ũ。对 Ũ 和开覆盖 {Ũi}应用此前证明的单位分解定理，得到一族 Ũ 上的光滑函
数 {ψi}i∈Γ满足 0 ≤ ψi ≤ 1以及

(i) suppŨ ψi ⊂ Ũi；
(ii) 对任意 p ∈ Ũ，存在 p的开邻域W 使得只有有限个 ψi在W 上不恒为 0；
(iii) 对任意 p ∈ Ũ，总有 ∑i∈Γ ψi(p) = 1。
现在令 ϕi := ψi|M，则 {ϕi}i∈Γ即满足定理的要求。 □

现在假设 Mn =U1 ∪U2 是一个开覆盖，则与之前相同，我们有链复形的正合列:

0 → Ω∗(M)
I−→ Ω∗(U1)⊕Ω∗(U2)

J−→ Ω∗(U1 ∩U2)→ 0,

其中 I : Ωk(M)→ Ωk(U1)⊕Ωk(U2)定义为 ω 7→ (ω|U1 ,ω|U2)；J : Ωk(U1)⊕Ωk(U2)→ Ωk(U1 ∩U2)定义为
(ω1,ω2) 7→ ω1|U1∩U2 −ω2|U1∩U2。为了说明确实是正合列，与之前相同，只有 J的满射性是非平凡的。为
此我们取一个从属于 {U1,U2}的单位分解 {ϕ1,ϕ2}，对任何 ω ∈ Ωk(U1 ∩U2)，则 ϕ1ω 在U2中做 0延拓
可以得到 U2 中的光滑 k-形式，记为 ω1。同样，ϕ2ω 在 U1 中做 0延拓可以得到 U1 中的光滑 k-形式，
记为 −ω2。于是对于 (ω1,ω2) ∈ Ωk(U1)⊕Ωk(U2)，即有 J(ω1,ω2) = (ϕ1 +ϕ2)ω = ω。于是得到：

定理 2 (Mayer-Vietoris序列) 假设 Mn =U1 ∪U2是一个开覆盖，则有 de Rham上同调的长正合列：

0 → H0(M)
I∗−→ H0(U1)⊕H0(U2)

J∗−→ H0(U1 ∩U2)
δ−→ . . .

. . .
δ−→ Hk(M)

I∗−→ Hk(U1)⊕Hk(U2)
J∗−→ Hk(U1 ∩U2)

δ−→ Hk+1(M)
I∗−→ ·· · → Hn(U1 ∩U2)→ 0.
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作为应用我们来计算一下 Sn的 de Rham上同调。

例 1 令 Sn =U1 ∪U2 (n ≥ 2)，其中U1 = Sn \{(0, . . . ,0,1)},U2 = Sn \{(0, . . . ,0,−1)}。则Ui ∼=Rn, i = 1,2，
U1 ∩U2 ∼= Rn \{0n}。回忆：

Hk(Rn \{0n})∼=

{
R, if k = 0,n−1;

0, otherwise.

由 M连通可知 H0(Sn)∼= R。k ≥ 1时，有 Hk(Ui) = 0，所以有正合列

0 → Hk(U1 ∩U2)
δ−→ Hk+1(Sn)→ 0,

即 Hk+1(Sn)∼= Hk(Rn \{0n}) (k ≥ 1)。最后为计算 H1(Sn)，利用正合列

0 → H0(Sn)
I∗−→ H0(U1)⊕H0(U2)

J∗−→ H0(U1 ∩U2)
δ−→ H1(Sn)→ 0.

有 H1(Sn) = Im(δ ) ∼= R/Ker(δ ) = R/Im(J∗)。而 Im(J∗) ∼= R2/Ker(J∗) = R2/Im(I∗) ∼= R2/R ∼= R。所以
H1(Sn) = 0。综上，

Hk(Sn)∼=

{
R, if k = 0,n;

0, otherwise.

练习 2 计算 S1的 de Rham上同调。

3 微分形式与流形的可定向性

利用微分形式我们可以很方便地讨论微分流形的可定向性。

定义 2 一个微分流形Mn称为可定向的（orientable），如果存在M的一个光滑图册 {(Ui,ϕi)}i∈Γ使得当
Ui ∩U j 6= /0时，就有 detJ(ϕ j ◦ϕ−1

i )> 0。这样的光滑图册称为“定向图册”。一个极大的定向光滑图册
称为流形的定向微分结构，或简称为流形的“定向”（orientation）。给定了定向的流形称为“定向流
形”（oriented manifolds）。

两个定向流形之间的微分同胚称为“保定向”（orientation-preserving）/“反定向”（orientation-
reversing）的，如果映射在定向图卡下的坐标表示的 Jacobi行列式都是正/负的。

引理 3 一个 n-维流形 Mn 可定向当且仅当存在 ω ∈ Ωn(M)使得 ∀p ∈ M，ωp 6= 0 (∈ Altn(TpM))。

证明 充分性：假设 ω 是 Mn 上一个处处非 0的光滑 n-形式，任取一个光滑图册 {(Ui,ϕi)}i∈Γ，我们要
将其修改为一个定向图册。不妨假设每个Ui都是连通的。假设 ϕi = (x1, . . . ,xn)，我们总有

ω|Ui = f dx1 ∧·· ·∧dxn,

其中 f ∈C∞(Ui)。由于 ω 处处非 0，所以 f 处处非 0。由Ui连通性，f 一定处处为正或者处处为负。如
果 f > 0，我们保持图卡 (Ui,ϕi)不变。如果 f < 0，我们修改 ϕi 为 (x2,x1,x3, . . . ,xn)。则在做此修改后，
我们得到一个新的图册，不妨仍记为 {(Ui,ϕi)}i∈Γ，满足

ω|Ui = f dx1 ∧·· ·∧dxn,

其中 f > 0。
Claim: {(Ui,ϕi)}i∈Γ是一个定向图册，从而 M可定向。
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事实上，如果 Ui ∩U j 6= /0，假设 ϕi = (x1, . . . ,xn)，ϕ j = (y1, . . . ,yn)，并且 ω|Ui = f dx1 ∧ ·· · ∧ dxn，
ω|U j = gdy1∧·· ·∧dyn，f ,g > 0。注意到在Ui∩U j上有 dy1∧·· ·∧dyn = detJ(ϕ j ◦ϕ−1

i )◦ϕi ·dx1∧·· ·∧dxn，
所以在Ui ∩U j 上有

f = detJ(ϕ j ◦ϕ−1
i )◦ϕi ·g.

由于 f ,g > 0，所以 detJ(ϕ j ◦ϕ−1
i )> 0。

必要性：假设 {(Ui,ϕi)}i∈Γ 是 M的一个定向图册。取从属于这个坐标覆盖的单位分解 {ηi}i∈Γ。对
每一个 (Ui,ϕi)，如果 ϕi = (x1, . . . ,xn)，我们可以定义 M上的光滑 n-形式 ωi如下：

ωi :=

{
ηidx1 ∧·· ·∧dxn, on Ui;

0, on M \Ui.

令ω =∑i∈Γ ωi。由于单位分解的局部有限性，我们知道在每一点附近这都是个有限和，所以ω ∈Ωn(M)。
Claim: ω 处处非 0。
假设 p ∈ M，取开邻域W 使得在W 上只有 ηi1 , . . . ,ηik 不恒为 0。不妨假设W ⊂Ui1 ∩ . . .Uik，则有

ω|W =
(

ηi1 +
k

∑
j=2

ηi j ·detJ(ϕi j ◦ϕ−1
i1 )◦ϕi1

)
dx1 ∧·· ·∧dxn.

由 ∑k
j=1 ηi j(p) = 1以及 detJ(ϕi j ◦ϕ−1

i1 )> 0知 ωp 6= 0。 □

在上述证明中，从处处非零的 n-形式 ω 出发得到的M的定向称为“ω 决定的定向”。显然，如果
f ∈C∞(M)处处大于 0，则 f ω 与 ω 决定相同的定向。

推论 1 如果 M可定向，并且 M连通，则 M恰有两个定向。

证明 假设 ω 是 M 上处处非 0的光滑 n-形式。假设 U = {(Ui,ϕi)}i∈Γ 是 M 的定向图册，我们来证明：
U 所决定的定向或者等于 ω 决定的定向，或者等于 −ω 决定的定向。

为此，我们利用上述引理的必要性部分，从 U 得到处处非 0的光滑 n-形式 ω̃。则利用局部坐标
图卡，可知存在处处非 0的光滑函数 f ∈C∞(M)使得 ω̃ = f ω。由 M 连通可知或者 f > 0或者 f < 0。
对于前一情形，U 所决定的定向等于 ω 决定的定向；对于后一情形，U 所决定的定向等于 −ω 决定
的定向。 □

例 2 假设M = {(x1, . . . ,xn+1) ∈ Rn+1 | F(x1, . . . ,xn+1) = 0}，其中 F ∈C∞(Rn+1)且 0是 F 的正则值。我
们来说明 M一定是可定向的 n-维流形。

我们首先构造一个 Rn+1 上的光滑 n-形式如下：对任何 x ∈ Rn+1 和 v1, . . . ,vn ∈ Rn+1，我们定义
ωx ∈ Altn(TxRn+1)∼= Altn(Rn+1)为：

ωx(v1, . . . ,vn) := (dx1 ∧·· ·∧dxn+1)(∇xF,v1, . . . ,vn),

其中 ∇xF = ( ∂F
∂x1

(x), . . . , ∂F
∂xn+1

(x))是 F 在 x处的梯度向量。
我们来说明：对于自然嵌入映射 ι : M → Rn+1，ι∗ω 是 M上处处非 0的光滑 n-形式。
假设 p ∈ M，则根据假设∇pF 6= 0n+1。不妨假设 ∂F

∂xn+1
(p) 6= 0。则此时 p附近的坐标图卡可以选取为

(U ∩M,ϕ)，其中U 是 p在 Rn+1中的足够小的开邻域，使得局部上可以用隐函数定理得到 (p1, . . . , pn)

附近的光滑函数 f (x1, . . . ,xn)，使得M∩U 是函数 f 的图像。此时 ϕ(x1, . . . ,xn+1) = (x1, . . . ,xn)。为证明
(ι∗ω)p 6= 0我们只要说明 ωp(ι∗ ∂

∂x1
|p, . . . , ι∗ ∂

∂xn
|p) 6= 0。

注意此时 ι 的坐标表示为 (x1, . . . ,xn) 7→ (x1, . . . ,xn, f (x1, . . . ,xn))。于是有

ι∗
∂

∂xα
|p = eα +

∂ f
∂xα

en+1,
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其中 {ei}i=1,...,n+1是 Rn+1的标准坐标基向量。而在方程 F(x1, . . . ,xn, f (x1, . . . ,xn))≡ 0两边分别对 xα 求
偏导得到

∂ f
∂xα

=−
∂F
∂xα

(p)
∂F

∂xn+1
(p)

=: − Fα(p)
Fn+1(p)

.

于是

ωp(ι∗
∂

∂x1
|p, . . . , ι∗

∂
∂xn

|p) = (−1)n(dx1 ∧·· ·∧dxn+1)
(

ι∗
∂

∂x1
|p, . . . , ι∗

∂
∂xn

|p,∇pF
)

= (−1)n(dx1 ∧·· ·∧dxn+1)
(

e1 −
F1

Fn+1
en+1, . . . ,en −

Fn

Fn+1
en+1,

n+1

∑
i=1

Fiei

)

= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . F1

0 1 . . . F2

. . . . . . . . . . . .

− F1
Fn+1

− F2
Fn+1

. . . Fn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n |∇pF |2

Fn+1(p)
6= 0.

作为特例，Sn一定可定向。

下面的结果由直接计算可得，留作练习：

练习 3 对于上述 Rn+1中微分形式 ω，证明：

ω =
n+1

∑
i=1

(−1)i−1 ∂F
∂xi

dx1 ∧·· ·∧ d̂xi ∧·· ·∧dxn+1.

例 3 我们下面来说明 RP2 一定不可定向。
假设 RP2 可定向，则一定存在 ω ∈ Ω2(RP2)处处非零。考虑映射 π : S2 → RP2，π(x1,x2,x3) :=

[x1,x2,x3] ∈ RP2。如果用 RP2 的图册 {(Vi,ψi)}i=1,2,3，其中 Vi = {[x1,x2,x3] | xi 6= 0}，ψi([x1,x2,x3]) =

( x1
xi
, . . . , x̂i

xi
, . . .)。此时为研究映射 π 用 S2 的下述坐标图册比较方便：{(U+

i ,ϕ+
i ),(U−

i ,ϕ−
i )}i=1,2,3，其中

U±
i = {(x1,x2,x3) ∈ S2 | ±xi > 0}，ϕ±

i (x1,x2,x3) = (. . . , x̂i, . . .)。容易看出 π|U+
i
,π|U−

i
分别是U+

i ,U−
i 到Vi

的微分同胚。所以 π∗ω 是 S2 上处处非 0的光滑 2-形式。令 ω0 为从上一例子中得到的 S2 上的处处非
0的光滑 2-形式。则存在处处非零的光滑函数 f ∈C∞(S2)使得 π∗ω = f ω0。

考虑 S2的对径映射 A : S2 → S2，A(x1,x2,x3) = (−x1,−x2,−x3)，则 π ◦A = π。于是 A∗(π∗ω) = π∗ω。
Claim: A∗ω0 =−ω0。
先假设 Claim成立，则有 f ω0 = π∗ω = A∗(π∗ω) = A∗( f ω0) = f ◦A ·A∗ω0 =− f ◦A ·ω0。于是 f 是

奇函数。假设 f (0,0,1)> 0，则必有 f (0,0,−1)< 0。由连续函数的介值性质，一定存在球面一点 q使
得 f (q) = 0，这就导致了矛盾。从而 RP2 一定不可定向。

下面证明 Claim。为此我们将 R3 中的对径映射记为 Ã。则有 Ã◦ ι = ι ◦A。记 η := 2(x1dx2 ∧dx3 −
x2dx1 ∧dx3 + x3dx1 ∧dx2)为 R3中的光滑 2-形式，则 ω0 = ι∗η。显然 Ã∗η =−η。于是

A∗ω0 = A∗ι∗η = (ι ◦A)∗η = (Ã◦ ι)∗η = ι∗(Ã∗η) =−ι∗η =−ω0.

同样的办法可以说明 RP2n都不可定向。

练习 4 证明 RP2n+1都可定向。

练习 5 (选做) 考虑 R3中的 Möbius带

M =
{(

(2+ r cosθ)cos(2θ),(2+ r cosθ)sin(2θ),r sinθ
)
∈ R3

∣∣∣ r ∈ (−1,1);θ ∈ [0,π]
}
.

证明 M是 R3中的光滑子流形，并且不可定向。
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