
第十五讲

石亚龙
回顾：假设 {Ui}i∈I 是向量丛 E 的局部平凡化邻域构成的开覆盖，对每个 i ∈ I 我们有平凡化

Φi : π−1(Ui)→Ui ×Rr。如果Ui ∩U j 6= /0，则

Φi ◦Φ−1
j (p,v) = (p,hi j(p)v),

其中 hi j : Ui ∩U j → GL(r;R)是光滑函数，称为“转移函数”（transition functions）。容易验证：这些转
移函数满足如下“cocycle条件”：

• 如果Ui ∩U j 6= /0，则 h ji = h−1
i j ；

• 如果Ui ∩U j ∩Uk 6= /0，则 hik = hi jh jk。

1 向量丛（续）

假设 s ∈ Γ(E)是光滑截面，则在Ui上 s|Ui 可以等同于一个向量值函数 si : Ui → Rr:

Φi ◦ s|Ui(p) = (p,si(p)) ∈Ui ×Rr.

现在如果Ui ∩U j 6= /0，利用转移函数 hi j 我们可以得到：对于 p ∈Ui ∩U j，有

(p,si(p)) = Φi ◦ s|Ui(p) = (Φi ◦Φ−1
j )◦ (Φ j ◦ s|U j(p)) = (Φi ◦Φ−1

j )(p,s j(p)) = (p,hi j(p)s j(p)),

即在Ui ∩U j 上总有
si = hi js j.

转移函数其实完全刻画了向量丛：假设 {Ui}i∈I 是流形 M的一个开覆盖，假设对任何Ui ∩U j 6= /0，
都指定了光滑矩阵值函数 hi j : Ui ∩U j → GL(r;R)并满足 cocycle条件，则我们可以构造光滑向量丛 E
如下：令

E := ti(Ui ×Rr)
/
∼,

其中 (p,v) ∈Ui ×Rr 与 (q,w) ∈U j ×Rr 等价当且仅当 p = q（于是Ui ∩U j 6= /0），并且 v = hi j(p)w。容
易验证 E 就是一个光滑向量丛。（细节留作练习）

假设 E,F 都是 M 上的光滑向量丛，E 与 F 之间的丛同态是一个光滑映射 f : E → F，满足
f (Ep) ⊂ Fp，并且对任何 p ∈ M， f |Ep : Ep → Fp 是线性映射。如果 E,F 之间存在互逆的丛同态
f : E → F,g : F → E，则称 E,F“同构”（isomorphic）， f ,g都称为丛同构（bundle isomorphism）。一个
简单的观察是：

引理 1 假设 E,F 之间的丛同态 f 满足：对任何 p ∈ M都有 f |Ep : Ep → Fp 是线性同构，则 f 是一个丛
同构。

证明 显然 f 存在一个逆映射 f−1 : F → E，满足 f−1|Fp : Fp → Ep是线性同构（就是 f |Ep 的逆），我们只
需要证明 f−1是光滑映射。为此我们先分析 f 的坐标表示。我们不妨选取 E 和 F 的公共平凡化坐标邻
域U，则有 π−1

E (U)
ΦE−→U ×Rr,π−1

F (U)
ΦF−→U ×Rr。对应的坐标映射分别记为 ΨE ,ΨF，他们是 ΦE ,ΦF

的第一个分量再复合（相同的）坐标映射 ϕ : U → ϕ(U)⊂ Rn。所以（跟前面讨论转移函数时类似）

ΨF ◦ f ◦Ψ−1
E (x,v) = (x,g(x)v),
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其中 g(x) ∈ GL(r;R)。由 f 光滑可知映射 g : ϕ(U)→ GL(r;R)是光滑映射。
而逐点的求逆映射是 GL(r;R)到自身的光滑微分同胚，所以 g−1 : ϕ(U)→ GL(r;R), x 7→ (g(x))−1

是光滑映射。而容易看出
ΨE ◦ f−1 ◦Ψ−1

E (x,v) = (x,g(x)−1v),

从而也是光滑的。 □

向量丛理论的一个核心问题是分类：两个向量丛何时是同构的？M上所有向量丛同构类的集合是
否有特殊的代数结构？这个同构类的集合在多大程度上反映了 M 本身的拓扑性质以及微分结构的性
质？代数拓扑学有一个分支叫“K-理论”就是回答这些问题的。感兴趣的同学可以在 Booss-Bleecker
的“Topology and Analysis”一书 Part III找到一个初等的介绍。

一个向量丛如果同构于乘积丛，则我们称之为“平凡丛”。

引理 2 流形 M 上秩 r 的向量丛是平凡丛 E 当且仅当存在 r 个 E 的光滑截面 s1, . . . ,sr，使得对任意
p ∈ M，s1(p), . . . ,sr(p)都线性无关。

证明 假设 f : E →M×Rr是丛同构。M×Rr显然存在 r个处处线性无关的光滑截面：定义 ei ∈Γ(M×Rr)

为
ei(p) := (p,0, . . . ,1, . . . ,0), i = 1, . . . ,r.

令 si := f−1 ◦ ei, i = 1, . . . ,r，则 si即是处处线性无关的光滑截面。
反之，假设存在这样的处处线性无关的光滑截面 s1, . . . ,sr，则我们可以定义丛同态 f : M×Rr → E

f (p,λ1, . . . ,λr) := (p,
r

∑
i=1

λisi(p)),

则 f 限制在每一点的纤维上都是线性同构，从而由上一引理可知 f 是丛同构，进而可知 E 是平凡丛。
□

这个引理最起码可以告诉我们确实存在不是平凡丛的向量丛！例如 T S2 就不是平凡丛，因为假如
它平凡，我们就能找到两个处处线性无关的光滑截面，即两个处处线性无关的光滑向量场。可是我们
前面证明了：不要说两个，我们甚至不能找到 S2 上一个处处非 0的光滑截面！

一般地，如何判断一个丛平凡或不平凡呢？示性类理论某种意义上就是 Hopf、Stiefel、Whitney、
Pontryagin、陈省身等数学家为了回答这一问题而产生的：给定一个向量丛 E，他们以一种比较自然的
方式构造了一些上同调类，称为 E 的“示性（上同调）类”（characteristic（cohomology）classes）。对
于平凡丛，这些示性类都是 0，所以如果某个丛的某个示性类非 0，则它一定不是平凡丛！我们的课程
主要侧重于 de Rham上同调，与此联系最密切的是复向量丛的陈省身示性类1。

2 度量、联络和曲率

定义 1 假设 E → M 是光滑流形 M 上的秩为 r的光滑复向量丛。E 上的光滑 Hermitian度量是指对每
一点的纤维 Ep都指定一个 Hermitian内积 hp(·, ·) =< ·, ·>p满足：对任意的 E 在U 上的光滑截面 ξ ,η，
都有 h(ξ ,η) ∈C∞(U ;C)。

如果U 是 E 的一个平凡化邻域，φU : π−1(U)→U ×Cr，则可以定义 E 在U 上的 r个光滑截面如
下:

eα(p) := φ−1
U (p,0, . . . ,0,1,0 . . . ,0),

1如果用 Z系数的上同调，Chern class也是最有用的，其他的示性类可以由陈类通过某种方式导出。
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则对任意 p ∈U , {eα(p)}r
α=1是 Ep的基。我们称 {eα}r

α=1是 E在U 上的一个局部标架（local frame）。如
果 ξ 是 E 在U 上的光滑截面，则我们可以将 ξ 以唯一的方式写为 ξ = ξ αeα，其中 ξ α ∈C∞(U ;C),α =

1, . . . ,r。（这里及以后我们都用 Einstein求和约定：相同的上下标表示求和。）如果我们定义 (正定的)
Hermitian矩阵值的光滑函数: hαβ̄ := h(eα ,eβ )，则有

h(ξ ,η) = h(ξ αeα ,ηβ eβ ) = hαβ̄ ξ α η̄β .

有时候为了记号简便，我们将矩阵 (hαβ̄ )简记为 h。

回忆：E 在U 上的光滑截面全体构成的线性空间记为C∞(U ;E)。

定义 2 假设 E 是光滑流形 M 上的秩 r 光滑复向量丛，E 上的联络（connection）是一个映射 D :
C∞(M;E)→C∞(M,T ∗CM⊗E)满足:

1. D是复线性的；
2.（Leibniz法则）D( f ξ ) = d f ⊗ξ + f Dξ , ∀ f ∈C∞(M;C),ξ ∈C∞(M;E)。

D也称为 E 上的协变微分（covariant differentiation）。

假设 {eα}是一个局部标架，则我们可以定义一族局部的光滑 1-形式 θ β
α ∈ Ω1(U)满足：

Deα = θ β
α ⊗ eβ .

有时候我们也简记为 Deα = θ β
α eβ。我们称这些 1-形式 {θ β

α }为“联络 1-形式”。对于局部光滑截面
ξ = ξ αeα ∈C∞(U ;E)，我们得到

Dξ = D(ξ αeα) = (dξ α +ξ β θ α
β )eα .

记号约定：我们总把 ξ α 当作列向量，而对矩阵 θ α
β，我们把上指标当作行指标，下指标当作列指标。

注意：在微分几何与物理文献中，这件事情并不统一，因此公式的形式会略有区别。
如果我们将截面 ξ 和它在局部标架 {eα}下的坐标列向量等同起来，则我们得到 Dξ = dξ +θξ，

或者 D = d +θ。物理学家经常用这个方式来表示联络。

我们可以把联络 D的作用扩展到丛值的微分形式上：记 Ωk(M,E) :=C∞(M;ΛkT ∗CM⊗E)，则我们
可以定义 D : Ωk(M,E)→ Ωk+1(M,E)如下

D(φξ ) := (dφ)ξ +(−1)kφ ∧Dξ ,

其中 φ 是 C-值的 k-形式，ξ 是 E 的光滑截面。

定义 3 我们定义联络 D的曲率为 Θ := D2 : Ω0(M;E)→ Ω2(M,E)。

如果 f 是光滑函数，ξ ∈ Ω0(M,E)是光滑截面，则有

Θ( f ξ ) = D(d f ξ + f Dξ )
= d(d f )ξ −d f ∧Dξ +d f ∧Dξ + f D2ξ
= f Θ(ξ ).

局部上，如果我们定义 2-形式 Θβ
α 满足

Θ(eα) = Θβ
αeβ .
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则有

Θ(ξ ) = Θ(ξ αeα)

= ξ αΘ(eα)

= Θα
β ξ β eα .

由此可知 Θ ∈ Ω2(M,End(E))。

我们下面将 Θα
β 用 θ α

β 表示出来：

Θβ
αeβ = D(Deα) = D(θ γ

αeγ)

= dθ γ
αeγ −θ γ

α ∧Deγ

= dθ β
α eβ −θ γ

α ∧θ β
γ eβ

= (dθ β
α +θ β

γ ∧θ γ
α)eβ

于是我们得到
Θα

β = dθ α
β +θ α

γ ∧θ γ
β ,

或者等价地 Θ = dθ +θ ∧θ。

我们下面研究在标架发生变化时（等价于换一个平凡化映射！）联络 1-形式和曲率 2-形式如何变
化。

假设 {ẽα}是U 上的另一个局部标架，则一定有 ẽα = aβ
αeβ，其中 (aβ

α)是定义在U 上的GL(r,C)-值
的光滑函数。我们记新标架下的联络 1-形式矩阵和曲率 2-形式矩阵为 θ̃ 和 Θ̃，则有

θ̃ γ
α ẽγ = Dẽα = D(aβ

αeβ )

= daβ
αeβ +aβ

αθ γ
β eγ

= (daβ
α +θ β

γ aγ
α)eβ .

另一方面，左边又可以写为
θ̃ γ

αaβ
γ eβ ,

从而
aθ̃ = da+θa,

或者等价地
θ̃ = a−1da+a−1θa. (1)

由此，我们进而得到

Θ̃ = dθ̃ + θ̃ ∧ θ̃
= d(a−1da+a−1θa)+(a−1da+a−1θa)∧ (a−1da+a−1θa)

=−a−1da∧a−1da−a−1da∧a−1θa+a−1dθa−a−1θ ∧da

+a−1da∧a−1da+a−1da∧a−1θa+a−1θ ∧da+a−1θ ∧θa

= a−1(dθ +θ ∧θ)a.

所以我们得到结论：
Θ̃ = a−1Θa. (2)
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从这件事出发，我们可以得到流形上整体定义的光滑 2k-形式 ck(E,D) ∈ Ω2k(M),k = 1, . . . ,r如下：

det
(

Ir +

√
−1

2π
Θ
)

:= 1+ c1(E,D)+ · · ·+ cr(E,D).

我们称 ck(E,D)为复向量丛 E 的（从属于联络 D的）第 k个“陈省身示性式”（Chern form）。

向量丛上的联络不唯一，如果 E 上还有一个 Hermitian 内积 h，则我们可以考虑一类特殊的联
络：称联络 D 与度量 h 相容，或者 D 是酉联络（unitary connection），如果对任何光滑截面，都有
dh(ξ ,η) = h(Dξ ,η)+h(ξ ,Dη)。此时，对于任何局部的正交归一标架 {eα}r

α=1，联络 1-形式 θ α
β 是取

值于 u(r)的 1-形式，即 θ α
β +θ β

α = 0。反之，如果联络 1-形式在局部正交归一标架下是取值于 u(r)的
1-形式，则对任意 ξ = ξ αeα ,η = ηβ eβ，有

dh(ξ ,η) = d(∑
α

ξ α η̄α) = ∑
α
(ξ αdη̄α + η̄αdξ α).

另一方面，我们有

h(Dξ ,η)+h(ξ ,Dη) = h
(
(dξ α +θ α

γ ξ γ)eα ,ηβ eβ
)
+h

(
ξ αeα ,(dηβ +θ β

γ ηγ)eβ
)

= ∑
α
(ξ αdη̄α + η̄αdξ α)+∑

α
θ α

γ ξ γ η̄α +∑
β

ξ β θ β
γ η̄γ

= ∑
α
(ξ αdη̄α + η̄αdξ α)

= dh(ξ ,η).

所以这是酉联络的等价刻画。

例 1 我们来看一个最简单的例子：E 为秩 1的光滑复向量丛，此时也称 E 是复“线丛”（line bundle）。
假设 D是 E 上的一个联络，e是一个局部标架，则 De = θ ⊗ e，其中 θ = Aµdxµ 是联络 1-形式。此时
曲率的表达式也很简单：

Θ = dθ +θ ∧θ = dθ =
∂Aµ

∂xν dxν ∧dxµ =
1
2
(∂µAν −∂νAµ)dxµ ∧dxν =: Fµνdxµ ∧dxν .

如果换一个标架 ẽ = ae，其中 a是处处非 0的光滑复值函数，则新的联络 1-形式满足

θ̃ = a−1da+a−1θa = θ +a−1da.

现在假设 E 上有度量 h，并且 D是酉联络。假设局部截面 e满足 h(e,e) = 1，则 De = iAe = θe，其中
A是实的 1-形式。曲率 F = d(iA) = idA，进而

c1(E,D) =

√
−1

2π
F =−dA

2π
是一个实的 2-形式。

此时如果 ẽ是另一个酉标架，则存在实值函数 f 满足 ẽ = ei f e，即 a = ei f，所以在此“U(1)规范
变换”之下，新的联络 1-形式满足

θ̃ = θ +a−1da = iA+ id f = i(A+d f ).

例 2 在物理学家的术语中，联络对应“规范势”，曲率对应“规范场”，而选取一个局部标架被称为
“选取一个规范（gauge）”。这些术语源自 H. Weyl的工作。我们这里来从现代数学的角度看一看 Weyl
对 Maxwell方程组做了哪些数学上的处理：考虑真空中的 Maxwell方程组：

∇ ·E = ρ, ∇×E =−∂B
∂ t

,

∇ ·B = 0, ∇×B = j+
∂E
∂ t

.
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这里我们把相关的常数都设为是 1。注意：这里的 ∇·和 ∇×都是在 R3里对 (x1,x2,x3)坐标进行的，虽
然 E,B也都依赖于时间 t =: x0。

根据 R3中的 Poincaré引理，由 ∇ ·B = 0可以知道一定存在光滑函数 A(t,x)满足 B = ∇×A。A称
为“矢量势”（vector potential）。

现在再看第一行的第二个方程，利用 B = ∇×A得到

∇×
(
E+

∂A
∂ t

)
= 0.

再一次用 R3中的 Poincaré引理，可以得到光滑函数 φ(t,x)，满足

E+
∂A
∂ t

=−∇φ.

φ 称为“标量势”（scalar potential）。
A 与 φ 的选取并不唯一，对任意时空光滑函数 f，向量值函数 A′ := A−∇ f 和数量函数 φ ′ :=

φ + ∂ f
∂ t 仍然满足 ∇×A′ = B和 E+ ∂A′

∂ t = ∇φ ′。A与 φ 的一个具体的选择称为“选取一个规范”，而
(φ,A) 7→ (φ + ∂ f

∂ t ,A−∇ f )则称为一个“规范变换”。在物理学中有两种常用的规范选取：
• Lorentz规范：∇ ·A+ ∂φ

∂ t = 0;
• Coulomb规范：∇ ·A = 0。

我们以 Lorentz规范为例。现在通过选取 A和 φ，Maxwell方程组里面有两个方程自动满足了，剩下的
两个变为

ρ = ∇ ·E =−∆φ − ∂
∂ t

(∇ ·A) =
( ∂ 2

∂ t2 −∆
)
φ

以及

j−∇
∂φ
∂ t

− ∂ 2A
∂ t2 = ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∆A,

或等价地 ( ∂ 2

∂ t2 −∆
)
A = j.

所以 φ 和 A都满足波动方程。

我们下面来看这些东西与向量丛的微分几何有什么关系。令 A0 :=−φ 以及记 A = (A1,A2,A3)，我
们考虑 R4 上的 1-形式

A := Aµdxµ =−φdt +Aidxi.

则

dA = −
(∂φ

∂xi dxi)∧dt +
∂Ai

∂ t
dt ∧dxi +

∂Ai

∂x j dx j ∧dxi

= E1dx1 ∧dt +E2dx2 ∧dt +E3dx3 ∧dt

+B1dx2 ∧dx3 +B2dx3 ∧dx1 +B3dx1 ∧dx2.

这个 2-形式给出了全部的电磁场的信息！规范变换 (−φ,A) 7→ (−φ − ∂ f
∂ t ,A−∇ f )恰好对应 1-形式的变

换 A 7→ A−d f。
与例 1做对比，立即看出电磁场的 Maxwell方程组等价于一个时空流形上的复线丛的酉联络的几

何。由于“规范群”是U(1)，我们又称之为“U(1)-规范场”。

例 3 当杨振宁和Mills试图推广Weyl的U(1)规范场论时，他们允许 θ = Aµdxµ 的每个 Aµ 是 rank为 r
的矩阵值函数。他们希望有一个对应的理论，并且很早认识到单纯令 Fµν = ∂µAν −∂νAµ 会导致一个
自相矛盾的理论。在多次试验后，他们选择了一个二次项做修正，恰好得到了 dθ +θ ∧θ。随后很多
数学家都意识到：Yang-Mills理论就是向量丛的微分几何学。
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