
第十六讲

石亚龙

回顾：上次课我们介绍了复向量丛的联络和曲率。回忆：联络在局部平凡化下可等同于算子
D = d+θ，其中 θ = (θ α

β )满足 Deβ = θ α
β eα。而曲率则有局部表示 Θ = (Θα

β )满足 D2eβ = Θα
β eα，此时

有 Θ = dθ +θ ∧θ。在标架变换 eα 7→ ẽα = aβ
αeβ 之下，有 θ̃ = a−1θa+a−1da以及 Θ̃ = a−1Θa。

1 Chern-Weil理论与陈省身示性类

第一个观察是：向量丛 E 上的联络全体构成一个仿射空间：

引理 1 假设 D̃是 E 上的另一个联络，则 D̃−D ∈ Ω1(M,EndE)。

证明 要点在于：对光滑函数 f 和光滑截面 s，有

(D− D̃)( f s) = (d f ⊗ s+ f Ds)− (d f ⊗ s+ f D̃s) = f (D− D̃)s.

任给切向量 v ∈ TpM，我们记 Ds与 v的配对为 Dvs，称为 s沿 v的“协变导数”，则由上式可得 Dv − D̃v

是 Ep 到自身的线性映射，即 (D− D̃)v ∈ End(Ep)，从而 D− D̃ ∈ Ω1(M,EndE)。
□

对于 EndE-值的微分形式 η ∈ Ωk(M,EndE)，我们可以定义其“trace”——只需把 η 的 EndE 部
分取 trace，就得到 k-形式 tr(η)。局部上，可以将 η 写成 k-形式构成的方阵，tr(η)就是把这个微分形
式方阵的对角元都加起来。或者等价地，可以将 η 写为 ∑i ωi ⊗Ai 的形式，其中 ωi 是局部 k-形式，Ai

是 EndE 的局部截面，于是此时 tr(η) = ∑i tr(Ai)ωi。不难验证这两种刻画其实是相同的。
另一个我们要用的工具是 (超)-换位子,定义为 [ω ⊗A,η ⊗B] := (ω ∧η)⊗ [A,B]，其中 ω,η 是局部

定义的微分形式，A,B是 EndE 的局部截面。容易验证

[ω ⊗A,η ⊗B] = ωA∧ηB− (−1)deg(ω)deg(η)ηB∧ωA.

因子 (−1)deg(ω)deg(η) 的出现是我们在“换位子”前加上一个“超”字的原因。我们有时候也定义联络
D与 ω ⊗A的换位子，虽然 D并不是 EndE 值的 1-形式：

[D,ω ⊗A]s := D(ω ⊗As)− (−1)deg(ω)ω ⊗A∧Ds.

我们还需要一个引理，其证明是显然的：

引理 2 假设 P,Q都是 EndE-值微分形式，则 tr[P,Q] = 0。

第一个非平凡的引理是：

引理 3 (Bianchi恒等式) 我们总有 [D,Θk] = 0, ∀k ∈ N。

证明 只要注意到 Θ = D2即可，此时 [D,Θk] = [D,D2k] = 0。 □

练习 1 证明：在局部标架下，[D,Θ] = 0等价于 dΘ = [Θ,θ ] = Θ∧θ −θ ∧Θ。
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下一引理是我们的核心工具：

引理 4 对于 A ∈ Ωk(M,EndE)，总有
d tr(A) = tr[D,A].

证明 首先注意到等式的左边与联络的选取无关，且微分形式的闭性只需要局部验证。而对右边，假
设 D̃是另一联络，则由引理 1和引理 2，我们有 tr[D̃,A] = tr[D̃−D,A]+ tr[D,A] = tr[D,A]。所以右边也
与联络选取无关。

所以我们可以在局部上选取一个平凡联络来完成计算：假设 D0 = d 为平凡丛 E|U →U 的一个平
凡联络，则

[D0,A]s = D0(As)− (−1)deg(A)A∧D0s

= d(Aβ
α f α)eβ − (−1)deg(A)Aβ

α ∧d f αeβ

= dAβ
α f αeβ .

由此即得 tr[D0,A] = d tr(A)。 □

对任何单变量的形式幂级数 f (x) = a0+a1x+ . . .，我们定义 f (Θ) := a0+a1Θ+ · · ·+anΘn ∈ Ω∗(M)。

定理 1 (Chern-Weil) 假设 f 同上，则有：
1. d tr f (Θ) = 0；
2. 如果 D̃是另外一个联络，曲率为 Θ̃，则存在微分形式 η ∈ Ω∗(M)使得 tr f (Θ̃)− tr f (Θ) = dη。

于是 tr f (Θ)的上同调类与联络选取无关。我们称之为从属于 f 的 E 的“示性类”，并称 tr f (Θ)为从
属于 f 和 D的“向量丛 E 的示性式”。

例 1 由于 det(Ir +
√
−1

2π Θ) = exp
(

tr log(Ir +
√
−1

2π Θ)
)
，所以 ci(E,D) ∈ Ω2i(M)都是闭形式，其上同调类

与联络 D的选取无关。我们称 ci(E) := [ci(E,D)] ∈ H2i(M)为 E 的第 i陈类。例如

c1(E,D) =

√
−1

2π
trΘ, c2(E,D) =

1
8π2

(
tr(Θ2)− (trΘ)2

)
.

证明 [定理 1:] 对第一个结论，只需利用引理 4和引理 3：

d tr f (Θ) = tr[D, f (Θ)]

= ∑
k

aktr[D,Θk] = 0.

对于第二个结论，我们选择一族联络 Dt := tD̃+(1− t)D，则

Ḋt :=
dDt

dt
= D̃−D ∈ Ω1(M,EndE),

以及

Θ̇t :=
dΘt

dt
=

dDt

dt
Dt +Dt

dDt

dt
= [Dt ,

dDt

dt
] = [Dt , Ḋt ].

于是得到（由引理 2，我们可以随意交换 Θ和 Θ̇的位置)
d
dt

tr f (Θt) = tr(Θ̇t f ′(Θt))

= tr([Dt , Ḋt ] f ′(Θt))

Bianchi
= tr[Dt , Ḋt f ′(Θt)]

= d tr
(

Ḋt f ′(Θt)
)
.

于是我们得到结论 tr f (Θ̃)− tr f (Θ) = d
∫ 1

0 tr
(

Ḋt f ′(Θt)
)

dt。 □
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