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⼀个实数如果是某个整系数多项式的根，则我们称该实数为 “代数数”，否则称为 “超越数”。显然所有的有
理数都是代数数，有些⽆理数如

√
2 也是代数数。但是所有代数数构成的集合是可数集 (按照多项式的次数分

类，注意每个 n 次多项式最多有 n 个实根)。于是⼏乎所有的实数都是超越数。
然⽽要判断⼀个具体的实数是否是超越数往往是很不容易的。1873 年法国数学家 Charles Hermite 证明了 e

是超越数，随后德国数学家 Ferdinand von Lindemann 在此基础上证明了 π 也是超越数，但是证明更加复杂。
1893 年 David Hilbert 在论⽂ [1] 中给出了 e 和 π 超越性的简化证明。我们下⾯的证明本质属于 Hilbert，也可
参考 [2]。

证明的出发点是如下简单的分部积分公式: 设 f 是 n 次多项式, 则 f (n+1) ≡ 0，于是∫ b

0

f(x)e−xdx = −e−xf(x)
∣∣∣b
0
+

∫ b

0

f ′(x)e−xdx

= −e−x[f(x) + f ′(x)]
∣∣∣b
0
+

∫ b

0

f ′′(x)e−xdx

= · · · = −e−x[f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (n)(x)]
∣∣∣b
0
.

记 Q(x) := f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (n)(x), 则可将上式写为

ebQ(0) = Q(b) + eb
∫ b

0

f(x)e−xdx. (1)

假设 e 是代数数，则存在整数 c0, . . . , cm 满⾜

c0 + c1e+ · · ·+ cmem = 0,

c0 ̸= 0。在 (1) 中令 b = 0, . . . ,m 可得

0 =
∑
i

cie
iQ(0) =

m∑
i=0

ciQ(i) +
m∑
i=0

cie
i

∫ i

0

f(x)e−xdx. (2)

注意 (2) 对任何多项式 f 都成⽴。
下⾯我们将构造特殊的 f 使得 (2) 不可能成⽴，这就说明 e ⼀定是超越数。

设 p 是⼀个⼤于 m 和 |c0| 的素数。令

f(x) :=
1

(p− 1)!
xp−1(x− 1)p(x− 2)p · · · (x−m)p,

以及 Q(x) = f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (mp+p−1)(x)。我们要说明 f 满⾜如下三条性质：

1. 对 i = 1, . . . ,m, Q(i) 都是整数，且 p|Q(i)；

2. Q(0) 也是整数，但 p ∤ Q(0)；

3. 当 p → ∞ 时，有
m∑
i=0

cie
i

∫ i

0

f(x)e−xdx → 0.

先承认这三条性质。由于 p > |c0|，故 p ∤ |c0|。结合性质 (1)(2) 可知
∑m

i=0 ciQ(i) ⼀定是整数，但不能被 p

整除。于是 |
∑m

i=0 ciQ(i)| ≥ 1。但现在由性质 (3) 可知：当 p ⾜够⼤时
∑m

i=0 ciQ(i) +
∑m

i=0 cie
i
∫ i

0
f(x)e−xdx

不可能是 0，于是得到⽭盾。

1



性质 (1) 的证明: ⾸先我们来说明当 k ≥ p 时，f (k) 的系数都是整数并且可被 p 整除。注意我们有

f(x) =

(
(−1)mm!

)p
xp−1 +Bpx

p + · · ·+ xmp+p−1

(p− 1)!
,

且分⼦的各项系数都是整数。求 k 次导数之后，分⼦上每项的系数如果⾮ 0 ⼀定是 k 个连续正整数的乘积的整
数倍。显然 p 个连续正整数的乘积能被 p! 整除:

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ p)

p!
=

(n+ p)!

n!p!
= Cp

n+p ∈ N.

于是 f (k) 的系数都是整数，并且能被 p整除。于是对 i = 0, 1, . . .m和 k = p, p+1, . . . ,mp+p−1,有 f (k)(i) ∈ Z
以及 p|f (k)(i)。
另⼀⽅⾯，当 i = 1, . . . ,m 且 k ≤ p− 1 时，显然有 f (k)(i) = 0。于是 Q(i) ∈ Z 并且 p|Q(i) ，i = 1, . . . ,m。

性质 (2) 的证明: 由性质 (1) 的证明，我们只需计算 f (k)(0) ，其中 k ≤ p− 1。

如果 k < p− 1，则显然有 f (k)(0) = 0。又 f (p−1)(0) =
(
(−1)mm!

)p
。由于 p > m 是素数，故 p ∤ m!，进⽽

有 p ∤ Q(0)。

性质 (3) 的证明: 在 [0,m] 上我们有不等式：

|f(x)| ≤ m(p−1)+mp

(p− 1)!
.

于是 ∣∣∣ ∫ i

0

f(x)e−xdx
∣∣∣ ≤ m(p−1)+mp

(p− 1)!

∫ i

0

e−xdx <
mp−1+mp

(p− 1)!
.

所以 ∣∣∣ m∑
i=0

cie
i

∫ i

0

f(x)e−xdx
∣∣∣ < Cem

mp−1+mp

(p− 1)!
= Cemmm

(
mm+1)p−1

(p− 1)!
→ 0 (p → ∞).
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