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1 含参变量积分的⼀致收敛性

我们学过函数序列的⼀致收敛性：设 I 是⼀个区间（可开可闭，允许⽆界），⼀列 I 上的函数 fn 称
为在 I 上⼀致收敛于函数 f，如果对任意 ϵ > 0，都存在 N0 > 0，使得对任何 n > N0，都有

|fn(x)− f(x)| < ϵ, ∀x ∈ I.

现在如果如果我们有⼀族 I 上的函数 fλ，λ ∈ Λ ⊂ R，λ0 是 Λ 的⼀个聚点 (允许为 ∞)。如果对任意
ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得对任何 λ ∈ Λ, 0 < |λ− λ0| < δ，都有

|fλ(x)− f(x)| < ϵ, ∀x ∈ I,

则称当 λ→ λ0 时 fλ 在 I 上⼀致收敛于 f .

不难证明⼀致收敛也满⾜ Cauchy 收敛原理：⼀族函数 fλ 当 λ → λ0 时⼀致收敛当且仅当对任意
ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得对任何 λi ∈ Λ, 0 < |λi − λ0| < δ, i = 1, 2，都有

|fλ1(x)− fλ2(x)| < ϵ, ∀x ∈ I.

含参变量的⼴义积分可以看成是函数列的极限：∫ ∞

c

f(x, y)dy = lim
A→∞

∫ A

c

f(x, y)dy.

如果函数列 φA(x) :=
∫ A

c
f(x, y)dy当A→ ∞时在区间 I 上⼀致收敛，则称积分

∫∞
c
f(x, y)dy 对 x ∈ I ⼀致收敛。

类似我们可以定义含参变量瑕积分的⼀致收敛性，这⾥略去。

2 两个极限交换顺序：⼀个⼀般的结论

⼀致收敛最重要的性质是保证两个极限过程可以交换：

定理 1. 设 X ,Y 都是欧⽒空间的⼦集，f : X ×Y → R. 设 x0, y0 分别是 X 和 Y 的聚点（可以为⽆穷）。
设 limx→x0 f(x, y) = ψ(y), limy→y0 f(x, y) = ϕ(x) 极限都存在。如果这两个极限中有⼀个是⼀致收敛的，
则两个累次极限都存在，且相等：

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y).
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我们后⾯会看到：⼀致收敛积分的很多性质都是这个定理的推论。

Proof. 不妨设 limy→y0 f(x, y) = ϕ(x)在 X 上⼀致收敛。由⼀致收敛的 Cauchy收敛原理，对任意 ϵ > 0，
都存在 δ > 0，使得对任何 y, y′ ∈ Y, 0 < |y − y0|, |y′ − y0| < δ，都有

|f(x, y)− f(x, y′)| < ϵ, ∀x ∈ X .

⽽ limx→x0 f(x, y) = ψ(y), 故由上式得

|ψ(y)− ψ(y′)| ≤ ϵ.

这说明当 y → y0 时 {ψ(y)} 是 Cauchy 列，故极限 limy→y0 ψ(y) 存在，记为 A。

下⾯证 limx→x0 ϕ(x) = A:

对任意的 ϵ > 0, 由 y → y0 时 ψ(y) 的收敛性和 f(x, y) 对 x ∈ X 的⼀致收敛性，必存在 y ∈ Y 使得

|ψ(y)−A| < ϵ

3
,

并且
|f(x, y)− ϕ(x)| < ϵ

3
, ∀x ∈ X .

对这个 y，我们有 limx→x0 f(x, y) = ψ(y)，于是存在 δ > 0 使得对任何 x ∈ X , 0 < |x− x0| < δ，都有

|f(x, y)− ψ(y)| < ϵ

3
.

于是
|ϕ(x)−A| ≤ |ϕ(x)− f(x, y)|+ |f(x, y)− ψ(y)|+ |ψ(y)−A| < ϵ

3
+
ϵ

3
+
ϵ

3
= ϵ.

从⽽ limx→x0 ϕ(x) = A.

这个证明过程⾮常典型，我们称之为 “ ϵ
3 -argument”.

3 ⼀致收敛性的应⽤：含参变量积分的连续、可微、可积性

应⽤⼀： 考虑函数 F (y,A) =
∫ A

a
f(x, y)dx。为应⽤上节的定理，我们需要 A → ∞ 时极限存在，

y → y0 时极限存在，并且上述两个极限⾄少有⼀个是⼀致收敛。

定理 2. 设
∫∞
a
f(x, y)dx 在 y0 附近⼀致收敛，且 y → y0 时 f(x, y) 在 [a, b] 上⼀致收敛于 ϕ(x),

∀b ∈ (a,∞). 则
∫∞
a
ϕ(x)dx 收敛，并且

lim
y→y0

∫ ∞

a

f(x, y)dx =

∫ ∞

a

ϕ(x)dx.

Proof. 积分的⼀致收敛保证 limA→∞ F (y,A) ⼀致收敛。f(x, y) 在 [a, b] 上⼀致收敛于 ϕ(x), ∀b ∈ (a,∞)
保证

lim
y→y0

F (y,A) =

∫ A

a

ϕ(x)dx.

由上述定理，有
lim
y→y0

lim
A→∞

F (y,A) = lim
A→∞

lim
y→y0

F (y,A),
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此即

lim
y→y0

∫ ∞

a

f(x, y)dx =

∫ ∞

a

ϕ(x)dx.

应⽤⼆：设 f(x, y)在 [a,∞)×[c,∞)上连续，考虑函数 F (A,B) =
∫ A

a
dx

∫ B

c
f(x, y)dy =

∫ B

c
dy

∫ A

a
f(x, y)dx。

为应⽤上节的定理，我们需要 A→ ∞ 时极限存在，B → ∞ 时极限存在，并且上述两个极限⾄少有⼀个
是⼀致收敛。

定理 3. 设 f(x, y) 在 [a,∞)× [c,∞) 上连续，并且满⾜：

(1)
∫∞
a
fdx 对 y ∈ [c,B] ⼀致收敛，∀B > c;

∫∞
c
fdy 对 x ∈ [a,A] ⼀致收敛，∀A > a;

(2)
∫∞
a
dx

∫∞
c

|f |dy 和
∫∞
c
dy

∫∞
a

|f |dx 中⾄少有⼀个收敛.

则 ∫ ∞

a

dx

∫ ∞

c

f(x, y)dy =

∫ ∞

c

dy

∫ ∞

a

f(x, y)dx

存在且相等。

Proof. 由上次课的内容，条件 (1) 说明：

lim
A→∞

F (A,B) =

∫ ∞

a

dx

∫ B

c

fdy =

∫ B

c

dy

∫ ∞

a

fdx

和

lim
B→∞

F (A,B) =

∫ A

a

dx

∫ ∞

c

fdy =

∫ ∞

c

dy

∫ A

a

fdx

都存在。

不妨设
∫∞
a
dx

∫∞
c

|f |dy <∞. 记 G(x) :=
∫∞
c

|f(x, y)|dy, 则
∫∞
a
G(x)dx 收敛。于是对任意 ϵ > 0, 总

存在 A0 > 0，使得
∫∞
A0
G(x)dx < ϵ. 于是当 A > A0 时，对任意的 B，都有

|F (A,B)−
∫ ∞

a

dx

∫ B

c

fdy| = |
∫ ∞

A

dx

∫ B

c

fdy| ≤
∫ ∞

A

dx

∫ ∞

c

|f |dy < ϵ.

这说明 limA→∞ F (A,B) ⼀致收敛。利⽤定理 1 ⽴即得到所要结论。

练习： 不⽤定理 1，⽽是⽤定理 1 的证明⽅法来证明定理 2 和定理 3，并说明这就是梅⽼师书中的
证明。
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