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设 I = [a, b] × [c, d] ⊂ R2 是平⾯矩形。它的⾯积记为 v(I) = (b − a)(d − c)。我们总假设 f : I → R
是有界函数，m ≤ f ≤ M。

1 上积分与下积分

设 π 是 I 的⼀个分割：

a = x0 < x1 < · · · < xm = b, c = x0 < y1 < · · · < yn = d.

记 Iij 为⼦矩形 [xi−1, xi]× [yj−1, yj ]，i, j ≥ 1. 令

Mij := sup
Iij

f, mij := inf
Iij

f.

定义 Darboux 上和 S(I, π, f) 和下和 s(I, π, f) （如⽆混淆，可简记为 S(π, f), s(π, f) 甚⾄ S(π), s(π)）
如下：

S(I, π, f) :=
∑
i,j

Mijv(Iij), s(I, π, f) :=
∑
i,j

mijv(Iij).

显然总有 S(π) ≥ s(π)。

命题 1. 假设分割 π′ 是 π 的加细，则有

s(π) ≤ s(π′) ≤ S(π′) ≤ S(π),

即：“上和不增，下和不减”。

此命题的证明很简单，但写起来啰嗦，故略去。

现在如果有两个不同的分割 π1, π2，我们可以取⼀个公共的加细分割 π，于是由上⼀命题知：

s(π1) ≤ s(π) ≤ S(π) ≤ S(π2).

即：即使对不同的分割，也有 “上和总不⼩于下和”。

于是我们可以考虑上和的下确界以及下和的上确界，分别称为 “上积分” 和 “下积分”：∫
I

f := inf
π
S(π, f),

∫
I

f := sup
π

s(π, f).

易见：对任意分割 π，总有

s(π, f) ≤
∫

I

f ≤
∫

I

f ≤ S(π, f).
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2 Riemann 可积性
定义 1. 设 f 是 I 上有界函数，如果

∫
I
f =

∫
I
f，则称 f 在 I 上 Riemann 可积，简称 R-可积。这个共

同的值称为 f 在 I 上的积分，记为
∫
I
f 或

∫∫
I
f(x, y)dxdy。

例 1. 1. 设 f ≡ c 是常值函数，则总有 S(π) = s(π) = cv(I)，从⽽上下积分相等，f R-可积。

2. 设
f(x, y) =

{
1 x ∈ Q
0 x /∈ Q ,

则总有 S(π) = v(I), s(π) = 0，于是 f 不是 R-可积的。

我们的⽬标是建⽴⼀个好⽤的可积性判别法。为此，⾸先注意到如下引理：

引理 1. 有界函数 f R-可积当且仅当对任意 ϵ > 0，都存在分割 π，使得 S(π, f)− s(π, f) < ϵ。

证明: (1) 必要性：假设 f R-可积，则
∫
R
f =

∫
R
f = A，故对任意 ϵ > 0，存在分割 π1使得 S(π1) < A+ ϵ

2；

又存在分割 π2 使得 s(π2) > A− ϵ
2。现在取 π1 和 π2 的⼀个公共加细 π，则有

S(π)− s(π) ≤ S(π1)− s(π2) < (A+
ϵ

2
)− (A− ϵ

2
) = ϵ.

(2) 充分性： 如果对某个分割 π 满⾜ S(π, f)− s(π, f) < ϵ，则由上⼀⼩节最后的不等式，得到：∫
I

f ≤ S(π) < s(π) + ϵ ≤
∫

I

f + ϵ.

由于 ϵ 可以任意地⼩，故
∫
I
f ≤

∫
I
f，从⽽两者相等。

⼀个直接的应⽤是：

推论 1. I 上的连续函数⼀定 R-可积。

证明: 由于 I 紧，故 f ⼀致连续。对任意的 ϵ > 0，⼀定存在 δ > 0，使得只要 p, q ∈ I 满⾜ ∥p− q∥ < δ，
就有 |f(p)− f(q)| < ϵ

v(I)。选取分割 π 使得每个⼦矩形的直径都⼩于 δ，于是

S(π)− s(π) =
∑
i,j

(Mij −mij)v(Iij) <
ϵ

v(I)

∑
i,j

v(Iij) = ϵ.

由引理 1知 f R-可积。

事实上，如果 f 只在很⼩的地⽅不连续，仍然是 R-可积的。这就是下⼀⼩节要讨论的 Lebesgue 定
理。

3 零测集与 R-可积性的 Lebesgue 定理
A ⊂ R2 称为零测集，如果对任意 ϵ > 0，存在⾄多可数个闭矩形 Ik, k = 1, 2, . . .，满⾜ A ⊂ ∪k≥1Ik，

并且
∑

k v(Ik) < ϵ。我们有：

定理 1 (Lebesgue 定理). I 上的有界函数 f R-可积当且仅当 f 的不连续点集 Df 是零测集。

为了证明这个定理，我们需要对 “不连续性” 给⼀个定量的刻画。为此，我们引⼊振幅函数的概念：

2



3.1 函数的振幅与连续性

对 a ∈ I 和 r > 0，定义函数在半径为 r 的球上的上下确界：

M(f, a, r) := sup{f(x)| x ∈ I, ∥x− a∥ < r}, m(f, a, r) := inf{f(x)| x ∈ I, ∥x− a∥ < r}.

随着 r 递降到 0，M(f, a, r)−m(f, a, r) ≥ 0 也递降，于是有极限。我们把这个极限称为 f 在 a 处的振
幅，记为

ω(f, a) := lim
r→0

(
M(f, a, r)−m(f, a, r)

)
.

由定义，我们总有 ω(f, a) ≥ 0。

我们还需要下⾯两个结论：

引理 2. 函数 f 在 a 处连续当且仅当 ω(f, a) = 0。

此引理证明很简单，留作练习。

引理 3. 对任何 c > 0，集合 Dc := {x ∈ I|ω(f, x) ≥ c} 是 R2 中的闭集。（从⽽是紧集。）

证明: 我们来证明 R2 \Dc 是开集。任取 x ∈ R2 \Dc，则或者 x ∈ R2 \ I，或者 x ∈ I，并且 ω(f, x) < c。
如果 x ∈ R2 \ I，则显然存在开球 Bδ(x) ⊂ R2 \ I ⊂ R2 \Dc。
如果 x ∈ I 并且 ω(f, x) < c。由定义，可以找到 r > 0 使得 M(f, x, r) −m(f, x, r) < c。则易验证：

B r
2
(x) ⊂ R2 \Dc。
因此，不管哪种情况，都能找到 x 的开邻域整个落在 R2 \Dc 中，从⽽ R2 \Dc 是开集。

3.2 Lebesgue 定理的证明
我们还需要⼀个预备性的引理：

引理 4. 设 I ′ 是 I 的⼀个⼦矩形，满⾜ ω(f, x) < c, ∀x ∈ I ′，则存在 I ′ 的分割 π′，使得

S(I ′, π′, f)− s(I ′, π′, f) < cv(I ′).

证明: 对任意 x ∈ I ′，由于 ω(f, x) < c，总可以找到以 x 为中⼼的闭矩形 Ix，使得

sup
Ix∩I

f − inf
Ix∩I

f < c.

所有这样的 Ix 的内部构成 I ′ 的开覆盖，由紧性，可以找到有限⼦覆盖。设这有限多个矩形为 I1, . . . , IN。
取 I ′ 的分割 π′，使得此分割的每个⼦矩形都落在某个 Ik 中。（由于 Ik 只有有限多个，这件事总能很容
易地做到。）这样，对落在 Ik 中的⼦矩形 Iij，总有

Mij −mij ≤ sup
Ik∩I

f − inf
Ik∩I

f < c.

从⽽
S(I ′, π′, f)− s(I ′, π′, f) =

∑
i,j

(Mij −mij)v(Iij) < cv(I ′).

下⾯我们可以来证明 Lebesgue 定理了：

Lebesgue 定理的证明: (1) 必要性: 令 Dn := {x ∈ I | ω(f, x) ≥ 1
n}. 则 Df = ∪n≥1Dn. 于是只要证每个

Dn 是零测集即可。为此任取 ϵ > 0, 由于 f 是 R-可积的，故存在分割 π 使得 S(π, f)− s(π, f) < ϵ
2n .

Claim: 如果 Ioij ∩Dn ̸= ∅, 则 Mij −mij ≥ 1
n .
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(事实上，假设 x ∈ Ioij ∩ Dn, 由定义 ω(f, x) ≥ 1
n。由于 M(f, x, r) − m(f, x, r) 随着 r 的减⼩单

调地递降到 ω(f, x)，从⽽可以找到 δ > 0，使得 Bδ(x) ⊂ Ioij 并且 M(f, x, δ) − m(f, x, δ) ≥ 1
n。于是

Mij −mij ≥ M(f, x, δ)−m(f, x, δ) ≥ 1
n。)

于是

ϵ

2n
> S(π, f)− s(π, f) =

∑
i,j

(Mij −mij)v(Iij)

≥
∑

Io
ij∩Dn ̸=∅

(Mij −mij)v(Iij)

≥ 1

n

∑
Io
ij∩Dn ̸=∅

v(Iij).

从⽽
∑

Io
ij∩Dn ̸=∅ v(Iij) <

ϵ
2 .

注意到
I = (∪i,jI

o
ij)

∪
(∪ij∂Ii,j),

⽽ ∪ij∂Ii,j 是零测集，故 Dn∩ (∪ij∂Ii,j)是零测集。于是由定义，存在最多可数个闭矩形 Ik, k = 1, 2, . . .
盖住 Dn ∩ (∪ij∂Ii,j)，并且

∑
k≥1 v(Ik) <

ϵ
2。又因为

Dn

∩
(∪i,jI

o
ij) ⊂

∪
Io
ij∩Dn ̸=∅

Ii,j ,

故

Dn ⊂
( ∪

Io
ij∩Dn ̸=∅

Ii,j

)∪( ∪
k≥1

Ik

)
,

并且 ∑
Io
ij∩Dn ̸=∅

v(Iij) +
∑
k≥1

v(Ik) < ϵ

从⽽ Dn 是零测集。

(2) 充分性：假设 Df 是零测集。为证明 f 可积，我们任取 ϵ > 0，要找到分割 π，使得 S(π)−s(π) < ϵ。
为此，我们考虑集合 Dϵ := {x ∈ I|ω(f, x) ≥ ϵ} ⊂ Df。由引理 3，Dϵ 是紧集，并且（由于是零测集的⼦
集）是零测集。于是我们可以找到有限多个闭矩形 I1, . . . , IN 盖住 Dϵ，并且

∑N
k=1 v(Ik) < ϵ。1

取⼀个 I 的分割 π̃，使得所有⼦矩形落⼊如下两类之⼀（允许同时满⾜两个条件，这不影响下⾯的证
明）：

S1 := {Iij |Iij ⊂ Ik, for some k = 1, . . . , N},

S2 := {Iij |Iij ∩Dϵ = ∅}.

于是有（利⽤ m ≤ f ≤ M）

∑
Iij∈S1

(Mij −mij)v(Iij) ≤ (M −m)
∑

Iij∈S1

v(Iij) ≤ (M −m)
N∑

k=1

v(Ik) < (M −m)ϵ.

对于 S2 中的每个 Iij，都有 ω(f, x) < ϵ,∀x ∈ Iij。于是由引理 4，可以找到 Iij 的分割 πij，使得

S(Iij , π
ij , f)− s(Iij , π

ij , f) < ϵv(Iij).

1这⼀步可以这样实现：⾸先由零测集的定义，存在最多可数个闭矩形 Ĩk, k = 1, 2, . . . 盖住 Dϵ，并且
∑

k v(Ĩk) <
ϵ
4
。将每个

Ĩk 沿中⼼向外放⼤⾄原来两倍，所得矩形记为 Ik。则这些 Ik 的内部 Iok 构成 Dϵ 的开覆盖，从⽽有有限⼦覆盖，记为 I1, . . . , IN。
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将这些 πij 的分点都加⼊ π̃ 中，得到新的分割，记为 π。此过程不影响上⾯对 S1 求和的估计。于是

S(π, f)− s(π, f) ≤ (M −m)ϵ+ ϵ
∑

Iij∈S2

v(Iij) ≤ [(M −m) + v(I)]ϵ.

由引理 1，f R-可积。
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