
平⾯等周不等式

⽯亚龙

March 8, 2019

1 简单闭曲线和弧长参数

设 σ(t) = (x(t), y(t)) 是平⾯ C1 曲线，t ∈ [a, b]。我们假设 ∥σ′(t)∥ ≠ 0, ∀t ∈ [a, b]。对于这样的曲线，我们可以
定义弧长函数

s(t) :=

∫ t

a

∥σ′(τ)∥dτ.

显然 s 是关于 t 的严格增函数，值域为 [0, L]，其中 L 为该段曲线的总长。于是我们可以反解出 t = t(s)，
s ∈ [0, L]。我们有

dt

ds
=

1
ds
dt

=
1

∥σ′(t)∥

于是该曲线可以⽤ s 重新参数化：
γ(s) := σ(t(s)), s ∈ [0, L].

我们称 s 为该曲线的弧长参数。易见：

∥γ′(s)∥2 =
(
x′(t)

dt

ds

)2

+
(
y′(t)

dt

ds

)2

=

(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
∥σ′(t)∥2

= 1.

以下我们都选取弧长作为参数。

2 平⾯等周不等式

平⾯等周不等式是说在给定周长 L 的所有 C1 平⾯简单闭曲线中，圆周所围⾯积最⼤。设这个圆周的半径为 r，
于是 L = 2πr，从⽽这个最⼤⾯积是 πr2 = L2

4π。所以这个结果等价于不等式：

S ≤ L2

4π
.

该不等式及其推⼴有着悠久的历史和⼴泛的应⽤，证明⽅法也有很多，参见 [1]。我们这⾥将要给出的证明属于
Peter Lax [2]。值得指出的是：对于最⼀般的平⾯可求长闭曲线，对应的等周不等式也是成⽴的，⼀个初等（完
全在数学分析课程框架下）并且完整的证明可在 Blaschke 的书 [3] 的第⼀章找到。

我们不妨设 C1 简单闭曲线 γ(s) = (x(s), y(s)) 的长度 L = 2π，并且 s 是弧长参数（思考：为什么可以这样
假设？）。此时，有

(x′)2 + (y′)2 = 1, S =
∣∣∣ ∫ 2π

0

y(s)x′(s)ds
∣∣∣.

我们要证明 S ≤ π，并且等号成⽴当且仅当该曲线是单位圆周。
再不妨假设 γ(0) 和 γ(π) 都在 x-轴上，即

y(0) = y(π) = 0.

由于

S ≤
∣∣∣ ∫ π

0

y(s)x′(s)ds
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ 2π

π

y(s)x′(s)ds
∣∣∣ =: S1 + S2,

我们只要证明 S1 和 S2 都不超过 π/2。下⾯我们只讨论 S1，由对称性，同样⽅法可证明 S2 ≤ π/2。
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⾸先我们有

S1 =
∣∣∣ ∫ π

0

y(s)x′(s)ds
∣∣∣ ≤ ∫ π

0

|y(s)x′(s)|ds

≤ 1

2

∫ π

0

y2(s) + (x′(s))2ds

=
1

2

∫ π

0

y2(s) + 1− (y′(s))2ds.

由 y(0) = y(π)，我们可令

u(s) =
y(s)

sin s
, s ∈ (0, π),

于是 u 在 (0, π) 上可导且导函数连续。由 L’Hospital 法则，可补充定义 u(0) 和 u(π) 使得 u 在 [0, π] 上连续，
并且 y(s) = u(s) sin s。于是

y2(s) + 1− (y′(s))2 = u2 sin2 s+ 1− (u′ sin s+ u cos s)2

= 1− u2 cos 2s− uu′ sin 2s− (u′)2 sin2 s

= 1− 1

2
(u2 sin 2s)′ − (u′)2 sin2 s

≤ 1− 1

2
(u2 sin 2s)′.

于是得到
S1 ≤ π

2
.

如果等号成⽴，那么 u′ 恒为 0，于是 u 为常数 λ ∈ R, y(s) = λ sin s, s ∈ [0, π]。另⼀⽅⾯，由前⾯ Cauchy-
Schwarz 不等式的等号条件，有 |x′(s)| ≡ |y(s)| = |λ| sin s。再由 1 = |x′(s)|2 + |y′(s)|2 得 λ = ±1。不妨假设
λ = 1，则可解出 x(s) = ± cos s。所以曲线在 s ∈ [0, π] 这⼀段是半径为 1 的半圆。
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