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■薹 设 T(H．H)表示 H× =部竞赛图·本文证明了：如果 q∞是 T(n，H)的一条弧，蕴古 

d- )+d’(1，)≥n一2≥d，则 T( ， )是 Hamilton图．除非 T(n．n)属于两类已被捌划的特殊图类。 

1 引言 

设( ，Y)是 T(n，H)的一个偶 划分，并设 = U ，Y=l， UY 且 。nX ： ， 

yinY 2= ，令『 J『= ，『l，l『=f．引入定义：-Pl： 1 l，1串X4 l，2 Xl，-Pzl Y： 

X1=争yl’P3：v l∈Yl有 d； ( )≤ 1}P v ∈】，2，有 d主I( )≤ 1 J-P5：V屯∈ ： 

有 }i(zD<~d7。( )’Ps=V l∈Y-或 d；：( 1)=0 或 以 ( 1)≤ min{d7，(xD， 

黾∈Ni,·( 1)}． 

对整数 1≤ ，I<n，记 T(k，，，n一岛 一 )是具有 _P 的二部竞赛图，并置 

(南，，，H一南，"一f)={ ( ：，n)l T("，”)具有 -P”i=2，3，4，5} 

( ，f|n一岛n一，)={T( ，")『T(n，n)具有 尸f，i=2，4，5，6} 

噩『J T(k，f，"一 ，n— )∈ c ．R．Hlggkvist和 Y．Manus sakis[23首 先 给出 Hamilton 

二部竞赛图的一个等价命题． 

定理 1 T(n，n)是 Hamilton当且长当 T(n，”)是强连通的，且它 含有一个2一因子． 

此定理有很重要的理论 意义， 但 寻求 T(n，n)的一个 因子 非常 困难， 因此寻求 

Hamilton二部竞赛图的一些简明判别条件是有意义的问题． 

如果 ("， )满足条件l“ E—争d (“)+d一(口)≥ 则称 T(n， )满足 0( )条件． 

如果 T(n， )满足条件l “∈E—争 (”)+d一(口)≥ 则称 T(n，”)满足 ( )条件． 

定理 2 如果 T(n，n)满足 O(”一2)条件 "≥5，则 T(n，n)是 Hamilton 除非 

( n)∈ ("一J， +1， ，"一卜 1)，竿 ≤ ≤÷ ． 
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定理l【 如 果 了1( ”)满 足 VI(n一1)条 件，则 T(n，”)是 Hamiltoa 除 非 

惦 (半 ，半 ，孚 ， )或 ，孚 ，÷，半 )． 
由于 0( )条件需捡验 3n 一2n个不等式，而 ( )条件只需捡验 n 个．而本文改进定 

理 2并推广 了定理 3． 

2 主要结果 

定理 4 如果 7’(”，n)满足 (”一2)条件且 ”≥ 6， 则 7’(”，”)是 Hamilto：l，除非 

T(n，”) T(I+2， ，n— 一2，”一f)， ≤f≤{或 ( ， )∈ (7+1，f， —f一1， 一f)， 

其中 ≤f≤ 旦 
． 

证 设 了1(”，”)满足条件，并设( ，l，)是 T(n，”)的偶划分，由定理 1只需证明下面三 

个论断即可． 

论断 l T(n，”)是强连通的． 

论断2 若T(n，”)不同构于T(I+2，f，”一 一2，n— )，竿 ≤ ≤ ，也不属于 

(“．1， ， 一 l， 一，)，兰 ≤ f≤ ，则 71( )含2一因子
． 

论断8 设了1(n，n)同构于T(1+2， ，”一 一2，”一 )，旦≠ ≤f≤÷之一，或 (n， 

)∈ (“．1， ，”一f一1，”一 ) ≠ ≤ ≤三 ，则了1(∞，”)是非Hamlitonian． 
证 1 用反证法，设 T(n，”)的强连通分支为 C ，C ，⋯，C (m≥ 2)，不失一般性，假 

定当 ≤ 时，总有 X(C1)—争l，(Cj)，l，(C‘)—寺 (CJ)，断言IC 1≥4，若不然，因Cl 

是强连通 必有IC I=1，不妨设 Ct={ }亡 ，则 {。}—争l，，即对任意的 ∈y均有 

∈F，由定理假设及 d-( )=0得 

d一( )+d ( )=d ( )≥”一2 (1) 

夸 l=N (1，)， =X＼X-，则由(1)知I -t≥”一2，由 。∈ 便知 1≤ I I≤2．此外 

有 善 ‘ ) 墨 ‘ 暑州 暑 
．

州  ≥ 咖 一2) I I 

∑ d (01)， 
●E工 l 

此式蕴含 ∑ d ( )≤n(2一I I) (2) 
ej l 

夸 ( )=mia{d ( )I ∈ l}，则由(2)和 I I≥ ”一2、1≤ I l≤ 2 

N-(”一2)d (‰)≤ 善．d (x1)≤”，有d ( )≤【击 J≈1 (”≥6) (3) 
(1)蕴含 d一( )≤2及 ∈E 和(3)以及定理假设立得 3≥d一( )+d ( )≥ ”一2，求得 

n≤5与 n≥6矛盾．故 IClI≥4成立．类似地，由对称性可证 lC 』≥4． 

现由焉．d一( )≤ ，可取“ECI使d一(“)≤ ，还可设“∈ ，若存在 ∈ 
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Y(C )使 ”)≤ ，Ⅲ『J有 

d-(“)+d+(u)≤ ≤{ (4) 

又由假设知 uvEE有 d-( )+d’(v)3n一2 (5) 

联合(4)(5)得 ≤4与 n≥6矛盾．因此设 V uEY(C )均有 d’(u)> ： ． 则可 断言l 

存在 ∞∈X(C )使 d+(∞)< ．若不然，设 v∞EX(C )均有 d+(∞)≥ ，令 

ix<c)l=p IY(C )l=p”则c l p-+p2，其次p r‘p =IE<cm) 蠢 d+(u)： 

。 

卅  州  +pl· = 
- y(c E ccm) 

邵得 (p 一p )。<0，显然不成立，从而可得 

州 州 )< + ≤睾 (6) 

此外，由lC l34，lC l≥4及假设知，存在 u∈Y(Cm)'使 ”，口叫∈E，有 d一( )+d (”) 

≥ 一2及 d-(”)+d (w)3n-2，两式相加得 d-(“)+d+( )≥n一4 (7) 

由(6)(7)得 n<8，这与 8≤lC1l+IC I≤n矛盾．证毕 

证 2 用反证法，设 T(n， )不含2一因子，则由Hall·k6nig匹配定理 知，存在尸E 

畿 y使 1．Pl>lN (尸)1．不妨设 尸E 并夸 N (尸)=0，月：X＼P，S Y＼Q，有 S毒 

．P。由定理条件知vpEP， ∈S，有 n一2≤ (p)+d ( )≤ l0l+IRl (8) 

又根据假设得 10l+1 l<l尸l+lRl=n (9) 

(8)(9)表明 10l+IRl_n一2或 一1，令10|_1，{SI_ 一j分1青形 

情形 l f0f+fR 一2，即f月l_ 一，一2， !Pl=，+2，由(8)得 JP净0，月=} ． 

考虑 q∈0，r∈R若 rqEE，由定理条件知 一2≤ d一(r)+d (q)≤ lRl_1+l0l_1= 

一 4导致矛盾，必有 0 月，知 T(n，n) T(1+2，?， 一1—2，n—f)．再考虑弧 pq和 r 分 

别得2 一2l一2≥ 一2和2l+2≥n一2，故 ≤1≤{． 

情形 2 l0l+lRl_ 一1，即 lRl： 一卜 1， lPl=1+1， 因 sp∈F 含 d-( )+ 

d’(p)3 一2，男有 d一(s)+d (p)≥1Rl—d (s)+101一J (p)，便得： 

一  (p) d (s)≤ 1 (1 0) 

如果存在 ES使 d (s)=1，则 (10)表明 Vp∈P 均有 (p)=0，则 p净0，否则 R 

S。又由对称性不妨设 尸 0 B．v s∈S有 d；( )≤1 (11) 

奄 R【={r∈Rld：(r)>0}，R =nknl，以下分三种情况： 

2．1) R = 即 易得 0 ，于是可见， ( ， ) (f+1)，1， 一f_1，n—f) 

∈ (f+1，1， —f一1，n一，)，考虑到 Pq∈E，y,S∈E，由定理条件得 2n一2，一1≥ 一2和 

21+13n一2，从而 ≤ f≤ 旦 ． 

；，2) R。丰 ，R。≠ 时可断言：0 ，否则存在rz∈R：，q∈0使rzq∈F，从面冉 
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假设 月一2≤ 一(r!>+d+(q)≤ f l一1+l0l一1：月一3导致矛盾．此外若 d6(r )> 0，即存 

在 q∈0使 r qEE，贝U n一2≤ d-(r )+一+(口)：l0l—d6(r~)+ ；(r >+1Rl— ；(q)，即 

d6~r )+ (口)≤ (r >+1一由假设 怕(r )≥1，d (口)≥1得 

如(r．)≤ (r )， ；(口>≤ (r ) (12) 

若对某个 r ∈ 有 d6(r．)=0， Ⅲ1】d6(r >< d；(r．)， 再 由 (11)(12)便知 T(n，月)∈ 

(Z+1，f， —Z一】，n— )．考虑孤 pg 和 r2s，由定 理 条 件 立得 2n一2f一1≥ n一2和 

2l+1≥ ～2 从而有 旦 ≤ I≤ 旦 ． 

2．3) R = 时由I l=l l一1和 (11)知， 中至多除一点外， v r有 d (r)=1．由 

论断 1及 定理假设易得 1月{≥2，故存在 r[∈月 且 d (rn)=1．这说 明存在 。D∈ 使 so r口∈ 

F．另外类似2．2)中的论证可得 

d (r)≤d (r)， ；(q>≤ ；(r) r∈R，q∈0 (13) 

考虑弧 s。r。，由定理假设及(13)即得 

一一2≤ ‘(sq)+d (rq)≤ l I一1+I I一1+ 古(r q) 

≤ } l+l l一2+d；(ro)=2n一2 一2， 

散 f≤ ，考虑弧 r。sl，同理 n一2≤d’(r。)4-d (s )≤ IPI+IQl+2=21-F 3，立得 

≥ 旦 
， 由此可见 T(n，月)∈ (f+1，f，n一卜．1，月一f)， ≠ ≤ ≤{．得证 

证 3 对任意的 T(n，月)∈ (f+1， 月一Z一1，n—f)， 由 定义知存 在 SEX 或 }，且 

lSl=“ 1，IN ( )l= ，从而由 Hall-K· nig定理知 T(n，")不含2一因子，又由定理 1知 

(”，")是非 Hamilton图．类似地可证 (f+2，f， 一 一2，月一?)也非 Hamilton图．定理 

证毕 

说 明 定理 4中顶点的界 月≥ 6是最佳可能．取 (5，5)如图 1所示，易验证 (5，5) 

满足 ∥(3)条件，但是非 Hamiltonian图．此外 T(n，”> B L U{“} B2 B3U{u，w} 

B4u{ ，Y}=}B L U{“}＼{ “，yu，u ， }u{ ，uy， ，yw}且 lB rl： ! 亘_ =1，2，3． 

1B 1= (月≥7)满足 W(n一2)条件，但不满足 O(n一2>条件，故它只能用定理 4来判定 

Hamilton性． 

图 1 (5，5) 

剐丁(月，月)是Hamj1t。n除非 (月， ) (—n+ 2，孚， 
， 半 )或 ， 一f-l，Il-{)， 

n

23≤f≤号． 
证 因 O(n一2)条件含 ∥ (“一2)条件，因此用定理4 

只需排除T(1+2，f，n—z一2， 一z>(孚 ≤t≤号) 

和 ⋯，f， )(孚 ≤j≤孚 )中不 
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满足0(N一2)条件的图．显然 ： ≠，旦 ， ，旦 ，T(1+2， ，n—f-2，N一 ) 

不满足0( 一2)条件，因而T(I+2，“n一 一2， 一f)( ≠≤1≤孚)中仅丁( ， 

手，旦 ，旦 )满足0( 一2)条件．此外对于『一_兰手， ， 专 容易验证 
(f+1，I，'|一f一1，n—f)的任 一元素均不满足 O(n一2)．设 (n，H)∈于 (f+1，f，̈ 一f—l， 

一 ，)r旦 ≤1≤{1且丁( ， 满足O(n一2)，由定义知T(n，N)具有P；( =2，4，5，6) 

往质． 若存在 t∈y 使 di，( )≥ 2，则由 P ，Pe知 存 在 z∈y2 d； (YD=1有 

d ( 。)+d-( )≤ lX l一2+l l一1=2n一2 一5 (a) 

此 }由 。畦E，蕴舍 d ( ){d一( )≥n一2 (b) 

联合(a)，(b)得 1≤ 旦 
． 现考虑 Ex．， ∈ ，困 F 蕴 含 

d ( L)十d一( z)>-n一2 (c) 

易见 d (罩L)+d一( !)≤ 2l Jf十d,y (xD=n一3+d 。(罩2) (d) 

由(c)、(d)立得 靠 ( )≥ 1，由 的臣意 及性质 P·推知 X 中至多有一点 满足 d；；‘ 

( )≥2，而其余的 32 均有 d ( )=1．因假设 r『i ( )≥2，则知存在一点 i ∈Ⅳi ( t)使 

d； (￡z)=1，任取 ∈ ，则有 

d ( )÷d一(雪2)≤ ll， 1+ll，1f—l+2≤ 一3 

又因 垂。 E，蕴含 d ( )+d一(如)≥ 一2 

此矛盾表明V ∈l， 均有 。r6z)≤ 1，故 T(n，n)具 Pa性质，由定义 

( ，n)∈ (f+I，f，n— 一1，n— )( {旦≤f≤号 )(毕) 
推论6 若 T(n，n)满足 ( 一1)条件且 I'l≥ 6， 则 T(n，n)是 Hamiltoni~n除非 

丁 n~----r( ， ，孚 ， )和丁(号，孚 ，一争 半 ) 
证 由于 W(n一1>蕴 舍 W (n一2)，由定理 4只需证若 T(n，n)∈T(1+2， ， 一1—2，n一，) 

(旦 ≤f≤—})或 (I+1，f， 一}Hl，n—i)(竿 ≤j≤Tn+1)．邑丁(”，”)满足 

一I) 丁 雌丁(旦 ， ，孚 ， )或丁(÷，孚 ，÷， ，易验证 

T(I+2’ _f_z 仅有丁(半 ， ． ，半 ) 丁( ，n丁+l，孚 ，孚 ) 
满足 f 一1)，而 (f十1，f，n—j一1，n—f)中仅有丁(号， 堡， ，半 )满足 
W ( 一1)． (证 毕) 
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Abst ract 

In this paper we prove the following result： Let T(n，n)denote a xn 

bipartite tournament．If uV is an are in T(n，n)implies d一0)+d (口)≥n一2≥4， 

then T(n，n) is Hamiltonian，except T(n，n)is i somorphic to oue of two 

~lesses of special graphs which are described． 
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