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In this paper we prove the，≯rgen s con~ ture[1]：Let D be a k-connected locally 

semicomple~e digraph with minimum in- and ore-degree at least 2 Then D hu - 

vertex x such也-t D —x is k-connected． 

1 引 言 

有向图D具有点集 vW) 强集 (D)．如果 《 ，y)eZ(D)，就称 控制y，记为 一 ． 

设 、丑是 V(D)的两个子集 ，如果 中每个点控制 且中每个点 ，就称A完全控稍丑．记 

为 一丑．令 e D)， 是 v6o)的子集 ，记 

Ⅳ ( )一{ lueS， 一“}， 

Ⅳ )一 ]ueS，“一 }． 

如 — (D)，就可略去表示顷点子集的下标 S，分别记为N’(x)和 Ⅳ一 1．蕊点x的出度 

定义为 {N’ )l，入度定义为 lⅣ一 )I，分别用 d )和 d一 )表示 分别记 D中最小出 

发 人度为 ’一min{d’( )}， 一t rain{d一 )}． 
i●m ) j 】 

一 个有向图D称为半完全有向图，如果D中任=个不周顶点之问至少有一条颤建 

接．一个局部半完全有向图定义为 ．耐 D 中的每个顶点 ，由N )与 Ⅳ‘ )所导出的 

子图均是半完仝有向图 ．显然半完全有向图是局部半完全有 向图 为7-：r~ ．用 Led表示 
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局部半完全有向图 ． ‘ 
有向图D称为强连通的，如对D中任二个不同顶点。、v，在D中存在从 到 ，的有 

向路 (简称 ( ，v)有向路 》．有向图 D 的强连通分支 D 是 D的一个极大强连通子图 ．D 

是 一 连通的 ，如对 )的任意一个点数不超过 k—l的子集 ，D— 是强连通 ．如 D 

是强连通 ， s ∞ )，使 D—S非强连通 。就称 是 D 的一个分离集 ，点数最少的分离集 

称为 D 的最小分离集 ．对一个非强连通有向图 D，总可 以把 D的强连通分支排列 

成D，，D ～，D．， ≥2，使对 f<，，D 中没有点控制D，中的点 ． 

一 个有向图D称为连通的 ，如D的基础底图连通 ．我1门这里所指的图均是连通有向 

图，且无自环．无重弧 ．其它一些术语、概念与【2】相同 ．· 

J≯rgen Bang—JeD0∞在[1】中引进了局部半完全有向图，这类图推广了半完全有向 

图的概念 ，而且他把半完垒有向图及竞赛图中有关的性质扩充封这类图中 ，得到相应的一 

些结果 ，并提出如下二个猜想 ： 

猜想 A 设 D是 一连通局部半完全有向圈 ，如6一 )、6’ )≥2k，则D 中存在 
一

点 x，使 D—x是 k一 连通 Lsd． 

猜想 B 设 r是 l一 连通局部 半完全有 向图 ， 中不存在长为 2的回路 ． 
々 ‘ 

如6一(r)、 ( ≥{芸 }，则T中存在一点 ，使 T—x是 七一连通Lsd． 

本文证明了上述两个奢想成立 ． 

2 主要结果 

是 | 
J 

为了方便证明 ，先叙述三条引理 ． 

引理 1 ([11，定理3．1’ 设D是连通 Lsd但非强连遥 ，则具有性质 ： 

(1) D的任意二个强连通分支 A、占，或者 与 之间无甄连接 ．戚其中一个完全控 

制另一个 。 

【2) 如 A、丑是D船二个强连通分支 ， 一 ，剧 A与B都墨半完全有向图； 

(3) D 的强连通分支能排成唯一的一个序列 D1，D：，～，Dt，使 DI}DI+I，f 

一 1,2，⋯， 一1．而对 ，>‘D 中没有点控制 D，中的点 ．把 D，豫为D的第一分支 称 

为D 的最后分支 ． 

(4) 在 D的强连通毋支序列 Dl，D 2，⋯，Dt中如存在 l‘t．‘，。《k，xeD r
．

、 ， 

睾D ，使 _+y，则DI辛Df。对一切 i、，，io《i<，《，o，成立 ． 

引理2 设D是强连通的L sd． 是 D的一个最小分离集 ，剪D— 连通 ． 

证 如D—S的基囊底图G非连通 ，设 G 、G 为 G的两十分支 ．V E ，由于 是 

最小分离集 ．所以D一‘ 一{ })一D．是强连通 ，园而在 D，中 ，存在从 (G ) 

到 (G )(f一1，2)的有向路，这两条有向路必通过 ，即在D中，Ⅳ： )同时含 
有 G：中的点 ．由Lsd定义 ，这二个点在 D 中有甄连接 。这条弧所对应的边舍在 G 

中 ，这与 G1．G 在 G中无边连接矛盾 ．所以 D—S连通 ． 
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引理 3 (【l】'定理 4．1) 设D是 2一 连通 L|d．6一(D)． )≥41则D 中存在一 

个点 x，使 D— 是 2一 连通 L|d． 

定理 1 设 D是 一 连通 Lsd， 一 )． )》2k，则D中存在一十点 ，使D 

— x是 一 连通 Lsd．( 》2) 

证 如了c(D)》七+1，定理 自然成立 ． 

下面对 D的连通度 )一 的情况进行归纳． 

当 一2时．由引理 3知成立 ． ‘ 

现设 D是连通度为 (》3)的 L毫d．取 D的一个 k一分离集 s，使 D— 的寨一 }麦 

所舍的点散最多 ． ． 

由引理 2，D—S连通 ．设 D—S的强连通分支序列为 

Dl，D 2，⋯ ，D J 1》 2 

记 

S={ l，“2，⋯ ， I) 

因为 占一(D) 占 (D)》2七，故 1D 1≥七十1，ID，I≥七十1．由于 D是 七一 连通的 ，利 

用Menger定理 ，存在 k条不交的有向路 

6I一+“I_+4 f= 1，2，⋯ ， 

其中d．EDl，6fED，，，一l，2，⋯ ． ，且 {口 }．{6fj互不相同． 

因 S是 D 的最小分离集 ，所以 “．Es，D一“ 是 (置一 1)一 连通 L ，丽且 6一(D 

一 “ )≥ 一 )一1>2(k—1)，6 (D一“，)≥ 卜一1>2(k—1)，因此由归纳彀设 

对 D一“ ，f—l，2。⋯， ，定理结论成立 ． 

注意到取 D一 的一个最小分离集 S (IS }= 一1)使 一0。)一 的第一分支 r 

的点数最多，易见 U{。．)也为D的一个 一分离集 ，而 是D—S U( }的第一分 

支 ，由 D 的假设 ，ITlI≤ lI．另一方面 ，S S一{ ．，也为 D一_，的一个 一1)一 分 

离集 ，而对 一“，)一s 来说 ，它的第一分支就是 D ，所以 ，I《IT I，即 IDi J—lr l|故 

不失一般性 可假设 S =s ．因ifi}由 I理 3的证 明过程和归纳假设 ． x。eD， 

一 {6】，62，⋯．6I}， 一 ，)一 是 ( —1)一 连通L岛d，i一1，2，⋯，七． 

下面将证明D—zo是 一 连通 Lsd． D— 。是 Lld是显然的 ，其次根据 一 

连通的定义 ，只要证明 ，对 D—x。的任一 ( — 1)一 子集 s_，(D— o)一s o—D 

—  U 。}是强连通． 

用反证法：假设存在 o§ ∞ 一 )， 。；一 一1，使D一 。U{ o})不是强连通 

的 记 

D I= D I— So 

0 
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一 UD：， S'- — 。． 

．一 {j,LwS U(D 一(1．))，在D一 。U 。))中存在一条从y蓟 的有向路) 

l ·  1NS'， i 1nD J 

因为 Is。I⋯k 1，因两至少有一条路 b1．．Ⅳ，．．dI( i 1，2，⋯．七)食在 D 

-- (SoU{x。))中，所以 ：≠≯， ≠≯． 

1． 如存在l《j。‘，．《‘使D：． ≯．D：． ≯．D：-≯， - ．．j。+1，⋯，，。一l， 

捌D～
一 t 

D ‘，因而 DI．一1} D 一 

姗 Df．
一 I
不完全控箭D J．，则由引理 1，Df．

一 I 与 D。之闻无甄连接 ，因而 D1．一 l 

与D．之商也无弧连接(，-《m≤0．记 

Df． 。Df．Upf．+lU⋯UD —I 

因为D。-D．一 。-≯tfIl·， 。+l，⋯，，．一lt所以D1
． 

t冤 ID1
． 

I‘七一 l， 

D—D ，．强连通 ，在 D—D。，-中存在从 D‘
一 l
到 D J的有 向路 ，此路必通 过 ，即存 

在 deDI．一I· ．e ，使 口一 。，但 b。一 。，由Lsd的定义 一与b 之阊有弧连接 ．即4—6
。， 

由引理 ItD‘
一
l—D，，因而 D 

一
1—D‘·矛盾 - ＼ 

·  中任二十不局点J·J，，在D一 ·U{x．))中存在 I)．)有向路． 

毳们只要证明在 D—J。中存在 七条内部不交的 )宥向路 ． 

曹先 D是 七一连通的，存在 七条内部不变的 ，J，)有向路，
，．，2，～，，I．如它们无 

一 条通过 。，剧结论 2．成立。现不妨设 ，l通过。 。． 

， 
根据引理 1，可设 『 -)nDJI‘_1，l。 2。～，七．不妨设 IVO'． nD，I—l，I 

。 ·2，。叶，七。，l‘七。‘ l，， J)nDII1 0，七-<l‘七．这些，l，， ⋯，， 必通过 ． 

记 ，，与D，的公共点为 ’，，，-l，2。一，★．．沿 ，
J
把 ，的前一个点记为 ，。后一个J餐记 

为 I
，
，1-1，2，一，七．- _ |最 1-1．2t一 ，七．． 

鲡存在，·《七 使 ，-t最因 EJ|t所以在 cP ))n 中存在一点w控奠曩 

中一个点 。，·由于 b，一。
，，所以 与6 之知有曩连接，因两 一矗

。，f ，·D。，藐仍可 

把，，-改为 

，‘·， ， )U“ ‘))U，，I 0- 

再用，‘作为，h·因而总可假设 ，‘ D ． ，一 1．2，⋯， 。． 
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由 的选取可知扛，) D J，根据前面假设6 一” ， ，2，⋯，k。·{jl，t 2，⋯， ‘．) 

{1，2，⋯，埘．现在可把 P 改为 

P Pt(x,x s)U{扛 ，b_J)， ‘，“ 
，
))UP， fJ， )，，墨 ，2，⋯七。- 

则，】，P2，⋯，，t
。

， ，～+1，⋯，，t就是 D— 。中七条内部不相交的扛， )有向路 · ． 

3．sNs 0= 

如果sNs0≠ ，取 ．E n 0，1≤I≤ ，则D一 ，是(七一1)一连通L订，由归蚋 

假设(D一“ )一X。是(七一】)一连通．在D—SoU 。}中任取两点Ⅳ、V，在D一扣． 。) 

中至少存在 一1)条内部不相交的( ，v)有向路，困 。一{ )只含 一2个点。所以至少 

有一条路与S。一{ )不相交，这条路就是D—c U{x。))上的 (̈， 有向黯，避与D 

一  

。U{x。})不是强连通矛盾．因而sNs。一≯． 

4 D，一(丑U{ 0})≠ 

如果D，一( U{ 。))霉 ， 8B亭D，一(D，Ns。)U( 。，．现记 

S：一 E ，在D一 。U{ 。})中存在从 到 U 和从AUB到 冉簪宥向蓐J． 

因为Is。l盲 一1，所以至少有一条有向路b 一口 (】《f≤ )含车D一 ( ．U ) 

中，哉S：≠ ．由A、B、S】，S：的结构和结论2，在D一 。Ulx。})上 中任_二J盏密 

的有向路和 6E丑，从 弼 的有向路及V ueS，从 到 Un和从 U置卿。的有向 

路全舍在o[xUsUs：】中 f注：D U丑Us：】 ．D一 。U{x。)U 以 釉 结 

论I．知D UsUs 21强连通． 一 

由于 D一(s。U{ 。))非强连通 ，设第一分支为 T ，最后分支为T．， 黪由- 一 

≥2k、6’≥2k可得l 】l≥ +1和f {≥ +】．因v[AUsUS3强连通，l赦 鸟T．、 

至少有一个与,~UsUs2不相交．因此 一soU 。})一,~UsUs2至少有七+l十点． 

但明显地 。 ． 

I( (D)一 oU 0}UAUsUs2f一 一slI≤七一l， 

矛盾·这就证明了D J一(丑U 。))≠ ． 

现在由is。nDII—d可得iS。N{a．，4 2，·-．，4。)I蠡 及I l，d： 

一 d，不妨设 {4l，口2，⋯， 
一̂  ) ．由结论3，sNs。一 ，可得{" ， 2 

因而 
， ； 

， ， 。 

Js—sif—ISl—Is I≤ 一( 一 t 

ISonD，l≤ISoI IS 0ND，I一 一。l一 ‘ 

⋯ d。)n州 J【 

⋯

，-f： ￡s 

● 
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I(s—s )U(s oNoj)U{x a}l≤d+k一1一d+1一k． 

由 S 构造可知 ，在D一(( —S．)U(S。ND，)U{ 。})中 ，不存在从 D， 

一 ( U{ 。})(≠ )到 U 的有向路，即D一( 一 )U 。nDj)U( 。})非强连通 ， 

所以 一 )U 。ND，)U{ 。}是D t*--+ 分离集，但D一( 一 )U 

一 S )U{ 。})的第一分支为(LID )Us．UB．其点数显然比D 多，这与D．的假设矛 

盾．这就证明了D一 。U{x。})强连通，即D一 。是 一 连通Lsd．证毕． 

定理2 设T是无2一回路的 一连通Lsd，若6一( )、 ( ≥{娑}，则T中存 

在一个点 ，使 T— 是 一 连通 Lsd． 

证 如 M(r)≥ 十1，定理 自然成立 ． 

当 M(r)= =2时 ，由[1】中推论 4．2，知结论成立 ． 

下面对 咒( = 用归纳法 ．假设 咒( < 忙 ≥3)时 ，结论成立 ． 

现设T是连通度为 的Lsd，且 一(r)、6 (r)≥{娑}、无2一回路．取T的一个 

最小分离集 S，使 r—S的第一分支 T．的点数最多 ．设 T—S的连通分支序列 

为 r】，T 2，⋯，T，，(，≥2)令 

S {“】，”2，⋯，$Ik}， 17】l—m】，17f1一ra J 

则 口∈r】,iv一 )---qT】Us，d一(口)一d (口)+d|_(口)，因TI是竟赛图，所以 

一e(r．)=
．； )-．x．(d一(。)一d ))≥m，({莩}一 )． 

．

即得 IT】I茸肌1≥七十1，同理 tTfI≥七+1． 

因为 r是 一 连通 ，所以存在互不相同的 2k个顶点 口
Ier1，6 E ，(1—1，2，⋯， ) 

使 

占f_+ I_+口
J 

现对 一1)一 连通 L墨d T一“ ，有 

一

(T-- )≥ 一( 一1≥{詈(女一1)}． 

6 (r一“ )≥ (7，一1≥{ ( 一1)}． 

完全类似定理 1的证明 ，对 ∈r，一(6】，b 2，⋯，6 }， 一x是 一 连通Lsd．证毕 ． 

上述两个结论在某种意义下都是最好可能的 ．给定 自然数 ，
． 

上) 表示用完全对称有向图 去代替长为 r的回路 C中每个顶点
，并且每个 ： 

完全控制它后面的芷：·则D：，是k一连通 ，6一一6 一2k—l，但 xe (D )，D0 
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一 x是 ( 一1)一 连通L毒d． 

D二，表示用一个 一正则竞赛图丁̂去代替，一回路C中每个顶点，且每个丁t完 

全控制它后面的丁̂．明显地，D二是Lsd，3k+l正刚，连通度为2k+1，无2一回路． 

但V xe ∞二)，D二一x是2七一j~ Lsa． 
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