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Abstract 

In this paper，we prove that(4，5)一cage is unique 

1． 引言 

W．T．Tutte ”嘲 在 1966年证明了 ：对任意的整数 k≥3
，g≥3均存在围长为 g的 k一 

正则图 G Ck，g)，因而解决了笼I!l勺存在性同题 但当 k≥3 ≥5时 ，笼的构造及唯一性问 

题并非易事 ．现在已知的围长为 5的笼仅有 (3，5)一 (4，5)一、(5，5，一、(6，5)一、(7，5)一 

笼五 种 咖' 
， [3】以计算机作为辅助手段 ，证明了恰有 4个不同构的 (5，5)一 笼 ．而本文证 明 

了 (4，5)一 笼的 町I一性 ． 

2． (4 5)一笼的构造 

根据定义 ，(4，5)一 笼是围长为 5，阶数尽量少的 4一 正则图 ．由 [4】给出的 (4，5)一 

笼 (见图 1)知 ，其阶数为 l9． 

本文以 d(u，v)表示图中点 "，v的距离 ， 

Jv (v)=I“1 a(u，v)= }， 

其余未晓明n0符号同 [4】 

设G为任一个(4，5)一笼I显然6具有下述性质： 

性质 1 当“≠ 时，!Ⅳ(H)nⅣ(v) ≤l 

性质 2 v∈ (G)，G舍有 2所示的子圈 T(v)，且 1 (r(v)) 17． 
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图 1 。 图 2 

性质 3 G的直径为3，且对任一点 v 恰有两点 口、6，( 6j一州 )＼ (r( ))．使 

得 d(v，4)一武 ，6)一3． ‘ 

任诹 E (G)，命 Ⅳ(V) Ⅳt(V)-{“l，H 2，H，，“．)， I lⅣ r)＼{ ． l l，2，3，4．由 

性质 3，下面就 dCa，b)一I 2，3三种情形讨论 、 

情形 1． d(a， ) 一 lJ 

显然，N ( )中任一点不同时与 b邻接．1为叙述方便．把N ( )中与m事6)邻接的 
点称为红点 (或蓝点 )，其余点称为白点 ．红点与蓝点缱称为有色点 ，有色点之间没有边 ， 

我们有 

断言 l 在U EN，( )】中每个有色点晦度为2，恰与两个白点邻接． 

由性质 l知，每个白点最多与一个红点 ，一个豆{c点邻接 ．在 Ⅳ，( )中 ．有色点与白点 

各 6个 ，于是有 ·r ． ． 一 --· 

断言 2 每个白点恰与红、蓝 白备一点邻接 

记F=N，(d)UⅣ，(6)，因tFt≤4， 故Ⅳ(，，中至少有一点，_不妨设为“I，使得 1 

，．故 d(u ，口)一a(u．，6)=2．手是 中恰含红、 蓝 白各_三点．由性质1及断言 l、2 

知N，(v)＼V．中五个白点均与 V 中某个点邻接 ．因此 ，。 到 6个白点的距离均小于 3．所 

以 ，N (“ )中两点均为有色点 ，它们不邻接 ．将 H．代替 v，由性质 2．3知 ．木情形 可归结 

为 d(a，b)>l的情形 ． 

情形 2． a(a．b)一3． 

红．蓝、白及有色点同上定义 ，并设 V．={d．，b．， ．}，f—1．2，3，4．Ⅳ(目) 

= {d ．d 2．d，，d }，Ⅳ(6)={6 I，b 2．6 ，6 )．显然 V 中恰有红、蓝·白~．--g，i 

= 1，2，3，4． 

园每个 白点最多与一个红点．一个蓝点邻接 ，每个有色点至少与一个 白点邻接 ．又因 

红．磕 ．白各有 4个点 ，故有 

断言 3 每个白点恰与红．蕊．白各一点邻接 ，缚个红 (或蕊 )． 估与藏 (或红 )、白 
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各一点邻接 

由性质 l及断言 3，不失一般性设 ，与 口，， ， 邻接．于是与 口，邻接的蓝点不 

属于 V 或 V 3，否则将出现 4一 翻或 3一 圈 ．故 口 与6．邻接 ．同理 b 与 日 邻接 ．所 

以口 与b 不与NO,】)中任一点邻接 ，从而有N 3(“ )={d ，b 1．因d(a ，6 )=2、将“
． 

代替 v，问题归结为 d(a，6)一2的情形 

情形 3． a(a，b)=2． 

设 V J={日f，b J， J}，l一1，2，3，V 4= { ，y，z}，Ⅳ(4)一(4I，4 2，口3，z}，N(b) 

= (6．，6，，6 ，：}．除点 ：外 ，红、蓝、白及有色点定义同情形 1．显然在 Ⅳ，( )中除点 ： 

外 ，有 3个红点 ，3个蓝点 ，5个白点 ．：只能与一个白点邻接 。不妨设 ：与 ，邻接 ．由性 

质1， 不能与有色点邻接 ，故 与 ，、 邻接．因 必与日 ，6 中一点邻接，不妨 

设 与 4 邻接 ．同理推知 y与 b 邻接 ．因 与 a 邻接 ，则 不与a，， 日，邻接 ．敬 

必与 {b，， }中一点 ，{b ， ：)中一点邻接，担 不能同时与 。， 邻接，不失一般性 

设 x与 6，、 ，均邻接 ．同理可得 y与 日，、 ，邻接 ．因口 至少与一个白点邻接 ，故必 

与 邻接 同理 6 与 x，邻接 ．这样所有白点的邻域集均已确定 ． 

由性质 1，日 不能与 b 2邻接 ，必与 b 邻接 同理 6 2与 日 邻接 ．最后 日：与 6，邻 

接 ．至此得到一个 (4，5)一 笼 ．由以上讨论知 ，在同构意义下 ，f4，5)一 笼是唯一的 ． 

图 l中顶点标记为情形 3讨论中所得到的 ． 
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