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Abstract 

In this paper，we characterize the symmetric prim itive m atrices with secondary expo． 

nent com pletely． 

1 引 言 

一 个 阶的 (0．1)一 矩阵 A称为是本原的 ，若存在某个 自然数 使得 A =．， 

令y(A)=Min{k~z IA =．，}，则称 )为A的本原指数 ，简称指数．一个对称的n阶 

的(0，1)一 矩阵 的伴随无向图G )是以V={1，2，⋯，n}为顶点集，E={ijI 4 =4 

= 1}为边集的无向图．若存在自然数 ，满足对任意的f，，E G)，G中总有一条从点 i到 

点 ，的长度为七的通道 ．这样的正整数 中的最小者记为 (G)，称为网 G的本原指数 ，简 

称指数 ．利用 (A‘)．．= 1当且仅当 G )中存在从点 i到点 的长为 的通道这一 图论中 

的简单事实知 ： 为本原的当且仅当G )是本原的 ，且有 )=y(G(A))文中未定义的 

概念和记号可在 [1】1中找到 ． 
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令 表示全体对称 一阶本原布尔矩阵的集合 ， 

S(n， ={A∈ ．『G( )的奇围长为d≥l} 

及对称 阶本原指数集 

E(n， ={1"n∈z 『存在某个A eS(n，d)使y(A)=m}． 

在E(n，d)被刻划后 ，对 {A∈S(n，d)『 )= 。)的特征刻划 ，是一个困难且有意义的问题． 

这方面 【2】、【31．[4】、【5】得到一些结果 ，它的对 S(n，d)中达到最大本原指数的矩阵得到完 

整的刻划 ．本文则是在 S(n， 类中对达到次太本原指数的矩阵进行完整的刻划 ． 

2 一些引理 

在叙述和证明本文主要定理之前 ，需要如下一系列引理 ． 

引理 1 一 E(n， ：{d—l，d，⋯，2n—d一1)＼D， 

其中D为 ( 一d+l， 一d+2，⋯，2n—d—l}中的奇数与0的并集 ． 

在本文中令 尸 表示 f长的路 ，c 表示 长的圈 ，反之 )， (c)分别表示路 P和圈 c 

之长度 ．令 P， c 表示 P，的一个端点与 C 上的某一点等同起来得到的简单圈(见 

图 1)． 

翻 l P C 

引理2H 设 ∈ ( 
， ，则 ( )=2 —d一1当且仅当G( ) 一  

C ． 

引理3m 无向圈G是本原的当且仅当G连通且古奇嘲
． ， 

令 i， 是无向图 G中的两个点 ．如果存在整数 ，使得当 m≥，时 ，G中总存在从 i到 ， 

长度为m的通道 ，则这种 ，的最小者称为i到 ，的本原指数 ，记为 (f， 

引理 4 设 i，，∈ (G)，如果本原图 G中存在两条长度分别为 ，和k，且奇偶性相 

异的 i到 通道 ，则 

(1) (f，，j≤Max{k ，k，}一1； 

(2) y(6)=Max'／(／， ． 

3 主要结果 

为了叙述方便 ，先引人一些特蛛圈娄 下而总约定 P， C 的顾点标号是从 ，i到 C 

依次标为 v、，v ，⋯，v，+ ，v，+：，⋯，v + ，且 C 上的点按逆时针标定 F丽记 Pt c +e 
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表示在 ，·C 上的顶点 v 处加上一条悬挂边所得到的圈 (见图 2) 

图2 PI C +c J， 2≤ ≤ +d 

而 Pt C + 表示如下的简单圈 (见图 3)． 

圈3 PI C-+ p． 2≤i≤ ，+d 

Hl ti=A-2．孔一i’ 

Hl 

H2 

圈4 H．“：1，2．⋯，6)． 诈 加  

定理 月阶本原图 G具有 (G)⋯2n d 3，其中 d为 G中最小奇圈长 ，当且仅当 G 

同构于下列图之一 ： 

(I) ， 
一  一 1 

C + e。， 2≤ ，≤ — l； 

(2) P 
一  一 1 

c + V，， 2≤ f≤ 一 1； 
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(3) i 1，2一⋯，6· 

证 充分性 ，易见若 G是 (1) (2)、(3)中任何一种情形 ，其 ，，到 v．的最短奇通道 

之长均为 2n—d一2，从而 y 。， )=2n—d一3．于是由引理 4， 

y(G)≥7OI，-I)=2n—d一3． 

另一方面 ，由引理 1和 2可知 ， 

，(G)≤2n—d一3 

故 (G)；2n—d一3_ 

必要性 ，设 ，(G)⋯2n d 3。首先 。 ’ 

断言 ：G中总含 P．
一  一 I

·C-agi~ q：l$． 

令 Q =(c 
．

。
C ‘ ，⋯ ，C 

．

}为G中所有奇圈构成的集台，则 C ∈Q，不妨设C 

； C ．令 到 C之问的距离用 。c’记之 ．于是在 G中存在 。使 (，。，C )= 

Maxd(_，C ) I．又令 P。为 1到 C 的 f长的最短路 ．显然 I≥ 一d～1·否则与 7(G) 

= 2n—d一3相矛盾 ．令 Go=P J·C ．取 el eC ＼G。且设 Gl G—e1显然 G1是连 

通的且含有奇圈 C ．由引理 3知 G，是本原的且 (G)≤7(G。)．如果 G 中的奇翻个数仍大 

于 1，则我们对 G，重复上述破圈过程 ，可得到本原圈G ，且 7(G)≤7(G )．如此最多经过 

一 1步 ，可得到G的本原子图 G 。使得 G．仅含一个奇圈C 且，(G)≤ (G )．故若 G 

是 G的诱导子图 ，则断言已成立 ．下设 G。不是 G的诱导子图 ，并约定对 G 如图 1中的 

顶点编号 ．则存在 v．， EB(G【 (G。)】)＼￡(G。)满足i<，．由P，的最短性及 C 是最小奇圈 

知 ，仅能 i=f。，=I+3或 ，+d—I．不失一般性假定，一I+3．此时 G【v(G )]同构形 

如 打 的图 ，现用长度为 d的圈 c ：，J vf+，v̈ ．⋯v J+ ，，+，v 来代替原来 的 C ．此时若 l 

： 一̂d。则断言亦已成立 ．故下面仅需讨论 f 一̂d一1情况 ．于是 (G)＼v(G。) {吨 

易知对 v~ie-q Go中异于 Yl的任何顶点榴邻接，均有 y(G)≤2 一d一5，矛盾 故 v必 

须与 ，。邻接 。与其它G。中顶点不相邻 ．令 ．
一  一

。 一  ， ⋯  
一  一 。．

于 

是 P 
一  一 。

·c， 是 G中所要求的诱导子图 ．故断言不论何种情形均成立 ． 

下面设 P．
一  一 。

·C 为 G中的一个 H一1阶诱导子图 ．记 ， cP
．一 一 1 c )． 

，E G)．因为 (G)= cP．
一  一 。

·C )⋯2n d 3．故由引理 4及 C 的最小性 ，易得 (v) 

≤ 3． 

1) d )；1，设 v E￡(G)。易知 ( )=r ， i)+2=2【月一d—f)+ 一1+2≤2月 

一 d一3．由此得 f≥2．故 G P
．一 一 l 

C + e
i，
2≤ i≤ — l； 

2) d( ) 2，如果 d=1，则易得 G 。或 ，，2：鱼n果 d≥3，醋 ． ， ∈E(G)且 i 

<n—d和 由P
．一 一 。 

C 的对称性可假设，≤ 一生： 
， 则 ，一 必 为偶数 否 
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则y(v ， ．)一2(i—1)+( 一f+2)一l=f+，一l≤(n—d)+(n一生寺 )一l≤2n— 
一 4．另一方面 ，对任意的 ，y∈ (G)，易直接验证有 7( ，y)≤2n—d一4于是有 (G)≤2n 
— d～4，矛盾 ．因此 —i为偶数 ．注意到此时还有 

， y)≤ ．， ．)=2(n—d一1)一2(j-f)十2 x 2十d—l=2n—d一2(／一f)+l 

= 2n— d一 3． 

此式蕴含 ，一i=2．因此有 G P 
一  — l

·c J+Vf，2≤f≤n—d十 1；当 i>n—d时 ，由 d 

的最小性 ，易知 G 日5及 ， 
一 J一 】

·c J+ f，̂ 一 d+ 2≤ i≤ 一 1． 

3) d(O 一3，如果 d一1，则易知 G ，如果 d一3，则易知 G皇 ，如果 d≥5， 

则 G,x,H6． 
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