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D i叩 han t in e 表示中未知数的精减
*

孙 智 伟
(南京大学数 学系 , 南京 2 1 0 0 0 8 )

摘 要

解决 H i l be rt 第十问题最艰难的一步是证明指数关系是 D io p l l

an t in e (下记芳
“ D 的

”

)
.

在研究只有少量未知数的不定方程是否有解的判定问题时
,

精减 D表示中

的未知数起 了很重要的作用
.

本文证 明了仅用三个
、

五个 自然数未知量和四个
、

六个

整值未知量就可分别给出 C ~ 物 ( A ,
! )

,

(嘶 (左
,

l) 一 0
,

价
:

( A
,

l) ~ l
,

必
。 + ,

( A
,

l) ~ A 沙
,

( A
,

l) 一 山一
:

( A
,

l) )
,

W 一 V “
八 A ; ,

…
,

A * ` 口 八 s ! T 八 R > 。 和

C 一 沙, ( A
,

表示
。

W ~ V 召

八 A , ,

…
,

A * 〔 口 A别 T 的 D
、

1
1

一
lA一
2

VBV定假
Z了.、、

、 、/

关健词 : H u b
e r t 第+ 问题

, D i o p h a n t i n e
表示

, L u e a :

序列
,

指数关系
,

关系组合

一 己! 生
.

、 J . `二刀

H il h e r t 第十问题要求找一个算法
,

用它可判定 (整系数 )多项式不定方程是否有整数解
.

根据 L ag
r al l

ge 定理
,

这等价于问是否有可判定多项式不定方程有无自然数解的算法
.

1 9 6 1

年 D a v i s ,

P u t n a m 和 R o , ) , n s o n t , , 证明了每个
r

.

e
.

集 w 都是指数 D 的
,

即可表成如下形式
:

二 * w <二争 日 x l ,

…
, x 。

贬
N(

p ( 二
, x , ,

…
, x , ,

x2
l ,

…
,

2
` ·

) ~ 0)
,

这儿 p 为 (整系数 )多项式
,

N 表示自然数集 (非负整数集 )
.

由此寻求可 D 表示的指数式增长

的函数便成为解决 H l l b e r t 第十间题的关键
.

1 9 7 0 年 M
a t i ja s e v i艺〔, J 成功地证明了 y ~ r Z:

是 D 的
,

这儿 {尸
。

} 为熟知的 F i b o n a c c i 数列 ( F 。
~ 0 , F 、

~ l
,

F
, + ;

一 F
。

十 F卜
:

)
.

在这之

后大家很少采用 凡
.

而较多地使用 必,

( n) 的 D 表示
,

其中 必抓 n) 为 eP n 方程
x ,

一 ( A Z

一 l ) y Z

~ l ( A > O )

的第 , 个 y 自然数解
.

其实 { F 之。

}
. 。 、

和 {价抓 n) }
. 。、 都是一种特殊形式的 L cu a 、

序列
。

定义
.

设 A
,

B 为整数
,

由

如 一 O
,

山;

~ 1

和

义。

~ 2
, 万;

一 A

必
二 + ,

一 刀访
,

一 B 价
。 _ ,

(
n
一 1

,

2
,

… )

火
, 十 ,
一 刀 /

.

一 B X
。 _ ,

( n 一 l , 2
,

… )

1 9 9。 年 12 月 10 日收到修改稿
.

*

国家自然科学基金资助项目
.
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所给出的 抽
。

} ( {价
。

( A
,

B ) } ) 和 { x
,

} ( { X
,

( A
,

刀 ) } ) 都称为 L u e a s
序列

.

对 n 归纳易证 飞
。

(汉
,

丑 ) 一 2少
。 + l

( 左
,

石 ) 一 A 必
,

( A
,

B )
,

F 2 .

一 必
.

( 3
,

l )
,

价才 ( n ) 一

沙
.

( Z A
,

1 )
.

如果考虑未知量个数
,

自然要问对怎样的
,

不存在判定 n
个未知数的多项式方程有无整

数解 (相应地
,

自然数解 )的算法
.

经过十余年的努力
,

现在最好的结果是可取
n ~ 2 7 (相应

地
, ,

~ 9 ) (参看文献 口
,

4] )
.

我们断言对于整数解的情形还可取
,

~ 1 1
,

本文正是为获

此新结果而提供基础的
,

事实上结合本文和文献 [ 3] 中的结果已能看出 ,
可以小于 2 7

.

在精减未知数的过 程中
,

最关键的是要减少指数式增长函数的 D 表示中未知量个数
,

并用

尽量少的未知数来 D 表示若干关系的合取
.

本文证明了摘要中所述的结果
,

对解的上下界也

作了点探讨
.

在自然数未知量的情形我们的结果比已知的要强
,

在整值未知量情形我们的结

果比用常规方法 (利用
, ) o专二> 日“

助日留 ( 4 , 十 l ~ 扩 十 护 + 留 2

)
,

参看文献 〔4
,

5 1) 所能得

到的要好得多
.

本文中多项式都指整系数多项式
, Z (或 N ) 表示整数集合 (或 自然数集 )

,

拉丁字母表示

整数
,

约束变元都用小写
,

口指由完全平方构成的集
,

( A
,

B ) 表示 A 和 B 的最大公因数
。

二
、

关于 L uc as 序列的若干引理

二阶递归序列的一般形式是
T 。

~ C 。 , : 1
~ C ; ,

几
十 ,
一 A r 。

一 B T 二一 ,

( 。 ~ 1
,

2
,

… )
,

易证这里
: ,

一 0C 汽
+ ,

( A
,

B ) 十 ( c :

一 c0 A )沙
.

( A
,

B )
,

可见 L uc as 序列 仲
,

} 极为基本
.

下

面是 L uc as 序列的几个例子
:

一

}
0

二 若 2 ’`

l (一 1 )
一 2

若 2本, .

若 2枷
,

功
。

( o
,

l )
x

,

( o
,

l) 一 {
0

(一 1 )
丁 2

若若若若

一一

r
.
.!少
、 .口胜...气

}
’ 若 ”

.

“ `

必
·

( `
,

` ) 一 }
“ 若 3 `”

,

L一 1 若 , 三 4

2 ( m o d 6 )
,

x
。

( 1
,

1 ) ~

s ( m 。 d 6 )
.

一 2

若 2 }氏

6 }n ,

。
二 l , s ( m o d 6 )

,

n

二 2 ,
4 ( m o d 6 )

,

n 三 3 ( m o d 6 )
.

价
,

( 2 , l ) ~
, ,

x
。

( 2
,

1 ) ~

在以下引理中 必
。

( A
,

刀 )
,

引理 1
.

( i ) (
a 一 尽) 必

。

一

2
。

z
。

( A
,

B ) 分别省写为 必
, ,

.x
.

砂 一 尹
,

X
。

~ 砂 十 尽
”

( , ) 0)
.

这里 a

A + 斌 A ,

一 4 B

2

和 月~ 上丫乒亘
、 二次方程 *

一 A a 十 B ~ 0 的两个根
.

( 11) x乙一 ( A ,

一 4 B )价二~ 斗B
” ,

沙盘
+ ,

一 A 必
。 + ,
必

。

十 B价么~ B
`

(
n ) o )

.

证明极易 (注意 x
。

一 2价
, + ,

一 A必
。

)
.

引理 2
.

么
, + r

一 艺又: ) ( ` 互

一
A 沙, ,

’ 一 `
,飞价

,

一 ( `
,

一
〔 N ,

·

证
.

先就 。 一 l 的情形 (对 夜归纳 )证明
,

再 利用 夜( n
+ l) 十

犷
一 如 + (段+

;

)
、

(走+

/ n 十 1 、 / 刀 \ 广 n 、
,

_
_ 、 _ ,

、 ,

_
. _

二
·

) 十 ` 一 乏+ (r 十 `) 以及戈
、
少一 气

*
夕十气

、 一 l

户 多 ` ) 对 ” 近仃归纵
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引理 3
.

设 ( A ,
B ) ~ l

,

则 ( 必, ,

人 ) ~ }咖 渐
. 、

} ( 。
, , 〔 N )

.

证
.

由引理 1 ( 11) (八
+ , ,

价
。

) {少
,

而 人
+ 、

“ 产 ( m od B )
,

故 (人
十 : ,

几 ) 一 1
,

(八
。 + , ,

币
。

) ~ ( (必
, 十 、
一 A币

.

)趁价
r ,

巾
。

) ~ (币
, ,

价
。

)
.

由此利用 E uc l id 辗转相除法即可证得 (必
, ,

山
。

)一

{沙、
…

) {
.

引理 4
.

设 △ ~ 矛 一 4 B ) 0
.

则 {人 }“
N

单调不减的充要条件是 A ) 1 ,

当 A ) 1

时 汽
+ :

~ 汽 专今 A ~ 1八 , > o 八 (
, 一 l) B 一 0

.

因而 {人 }叭
,

严格递增的充要条 件是

A ) 2
.

证
.

B > O时注意使用等式 八
+ ,

一 a 必
。

一 少
.

引理 5
.

设 △ ~ zA 一 4 B ) 0
.

则 {x
.

}
.

州 单调不减的充要条件是 A ) 2 ,

当 A 妻 2

时 礼
十 ;

~ 义
,

<二) A ~ 2 八武 B 一 l) ~ 0
.

因而 {x
。

}
.

。 严格递增当且仅当 A ) .3

证
.

注意使用引理 l ( 11) 和引理 .4

引理 6
.

设 M 特 0
,

则 ( B ,

M ) ~ l 当且仅当存在正整数 又使得

沙
,

, 0 ( m o d M ) 且 沙
; + :
三 l ( m o d M )

.

( B
,

M ) ~ 1 时还可要求 又毛 M
2.

证
. “

“
” : 将 祝 十 ,

一 A八+[ 沙、 + B 汉 一 B `

两边模 M
.

“
,

’

飞 在本证明中
,

对整数 乙
,

我们用 乙表示 g 的模 }M ! 最刁
、
非负剩余

.

由于

{ (沙
` ,

毋`+ 、

> : i ~ 0
,

l ,

…
,

肘
2

} g { <
s , t

) : ` , : ~ o , l
,

…
,

}M }一 }
,

必存在 i ,

i 使得 。 成 i < 1 《 M
,

并且 <必
` ,

武 + ;

> ~ <而
,

面+l )
.

取 又为最小的正整数 夕使

有 i < 1 ( i ) 0) 满足 <必
` ,

认 +1 ) 一 <必, ,

吞+1 )
,

则 又不超过 M
,

并且相应的 i 等于零 (若

苦 > O ,

则

<
.

两 )
` _ , , 一

万示净~ <A价` 一 载
+ 。 ,

瓦 )
.

> 一 <A 必
`
一 如 + ; ,

而玲 ~ (百砂
: _ 1 ,

而户
,

从而 (人
_ : ,

汽 > ~ <八
_ ` ,

汽 ) (因为 ( B
,

M ) ~ 1 )
,

这与 丸的最小性相矛盾 .)

引理 7
.

设 A 笋 0 ,

( A , B ) ~ l
,

△ ~ zA 一 斗B ) 0
.

则 姚 }必
。 <二> 左必* {。 (夜

,

m 〔 N )
,

除非 区 } ~ 1 ,

(天一 2 ) 刀 ~ 0 且 科
n , .

证
.

注意 必*
。

, 。沙鸳不冲 . ( m o d 必飞)
,

】沙
二

} ~ i必
二

( 1A l
,

B ) } ~ 价
。

( } A {
, B )

.

IA } 一

I A以 一 2 ) 刀 ~ D A友冬m 不成立时 价, 1必
.

井及」。
.

引理 8
.

设 A > B 〕 o
,

则 ( A 一 B )
.

成 人
+ ;

( A
”

( n 〔 N )
.

证
.

A 妻 B + l ) 2了万
,

于是依引理 4 可得

( A 一 B )功
, + ,

续 价
. + 2
一 A价

, 十 ,

一 B价
,

( A 沙
。 、 “

引理 9
.

设 A ) 2 ,

则有

Y
,

~ ( A Z

一 4 ) X
Z

+ 4 A X ) o A Y ) o 专二> 刁 , 〔 N ( x ~ 沙
,

( A
,

l )八 Y ~ x
。

( A
,

l ) )
,

X
,

一 注 X y 十 Y ,

一 I A Y ) x ) o 专= > 日 , 〔 N ( x ~ 沙
.

( A
,

l ) 八 Y 一 价
. + ,

( A
,

l ) )
.

证
. “
令 ,’: 利用引理 l、 引理 4和引理 .5

“
` ” : 先对 x 李 。 归纳证明下式

Y ,

一 (才
,

一 斗) x Z

十 4 \/ Y ) c 。 日 , 〔 N ( X ~ 山
.

(注
,

l ) A Y ~ x
,

(才
, l ) )

.

( * )

X 一 O时上式是显然的 (因为 。 ~ 咖 (才
,

l)
, 2 一 x0 ( A

,

1 ) )
.

假定 x > o 且 ( *) 式对更小的 x 已成立
.

设 y ) 0 满足 zY ~ (矛 一 4 )尸 十 4
.

显
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然 Y . A X ( m o d Z)
, A Z

X
,

) Y , , 才 Z Y ,

) ( A ,

一 4 )
,
X

, ,

于是 X
’

~
A X 一 Y

2
和 Y’ ~

才 Y 一 ( A ,

一 4 ) X

2
~ ZX 一 才X

`

均为自然数
.

易见 X’ < X (因为 护 > ( A 一 2 )
Z
X ,

)
,

(矛一

x
` ,

十 4 一 Y
` ’

~ ( A ,

一 斗) x `
+ 4 一 Y ,

~ 0
.

根据归纳假定有
, 〔 N 使得 X

`

~ 沙
一

(才
, 1 )

Y’ ~ x
,

( A
,

l)
,

于是

的且

x 一 上 (才 x
,

+ v
,

) 一 土 (A 价
.

(A
,

l) + x
.

(A
,

l)) 一 必
. + :

( A
,

l)
,

Z

y ~ 才 x 一 Z x
`

~ A 必
. + :

( A , 1) 一 2八 (才
,

1 ) 一 2必
。 + 2

( A
,

l ) 一 A 必
。 + :

( A
,

1 )

~ x
· + :

( A , 1)
.

由上 (
*

)式对所有 X ) 。 均成立
,

这就证明了引理中前一式的
“
今

”
部分

.

今假定 X ,

一 A X Y 十 Y Z

一 1 , Y ) X ) 0
.

由 A Y ) A X ) Z X 及 ( A Y 一 Z X )
2

~

(矛 一 4 ) Y Z 十 4 可知存在 天〔 N 使得

A Y 一 Z X ~ x * ( A
,

1 ) ~ 2了
,* 十 ,

( A
,

1 ) 一 A 价* ( A
,

1)
,

Y ~ 价* ( A
,

1 )
,

X ~ 一 (必* 十 ,

( A
,

1 ) 一 A必* ( A , l ) )
,

Y ~ 八 ( A , l )
.

因 X ) 。 ,

故 灸> 。
.

令
。 ~ 友一 1 ,

则 X ~ 八 ( A
,

1 )
,

y ~ 汽+l ( A
,

1)
. “

,
”

部分证完
.

注
.

对于 B 护 。
,

1 , B
,

随
n 变动而且是 n 的指数函数

.

对固定的 , 〔 N
,

y
,

一 (矛 一

4 B ) 扩 ~ 4 B
。

在 A `
一 4 B 〔 N \口 时有无穷多组解 (

x 一 价
。

( A
,

B )
,

y ~ x
。

( A , B ) 是一解 )
,

但其通解很难明确地给出
.

我们指出
,

在一些特殊情形 (如 A 为正偶数且 B ~ l) 下引理 l一 9 或多或少地被前人探

讨过 (参看文献 [ 6
,

7] )
.

三
、

主 要 结 果

从引理 9 和其后的注可知 L uc a :
序列 {汽 ( A

,

l ) }
。

、 在 刀表示中是重要的
.

对于这种

B 一 l 的情形
,

我们还可用同徉的递推关系把 L uc as 序列下标扩展到全体整数
.

A 笋 。时

人 一 必抓A
,

l) 和 从 ~ x抓A
,

l) (及〔 z ) 也可由下式决定
:

在
:

~ 一 1
,

价
:

~ l
,

必
。 _ 1

十 沙, 十 :
~ A必. ( m 一 o

,

士 l , 士 2
,

… ) ;

x _ :

~ x ;

~ A
,

x 一
_ :

+ x . + ,

~ A x
.

( , ~ 0
,

士 l
,

士 2 ,

… )
.

归纳易 证 必
_ ,

( A ,

l) ~ 一必
.

( A
,

l) ~ ( 一 l )
.

价
,

( 一 A
,

1 )
,

x
_ 。

( A ,

l) ~ x
。

( A
,

l) ~ (一 1 )
·

·

x
.

( 一 A ,

1)
.

可见 必. ( } A }
,

l) ~ 必试 A ,

l) 或 必一
A

,

1) 1) ,

再利用引理 9 即得 (才 一 勺
4

尸 十 4 〔 口 <二令 日m ( X ~ 必试 A
,

l ) )
.

针对 B ~ l 这种特殊情形
,

我们还有

引理 10
。

设 }A } > 2 , , > 3 且 2 }x
.

( A ,

l)
,

则
, 、

_
` , , : 、

/
_

_
、

J X
.

( A 己 )、~
,

~
, , _ _ 月 , _ 、 、 ,

,

山
,

~
, _ ` _ _ 月 ` _ 、

甲八月
一 i / 一 甲 t 、 几

一 L / \ 川 U u 一— 二 )

一
J

一
. 、 `几 l u u , , . , v J 1 .

一
白 , .

早
三几u “ , r 一 z -

\ Z /

l) 必-( 一滋
, l ) 二 ( 一 l ) . 必

_ . ( A , t ) 二 ( 一 l )一
~ ’

必. ( A , l )
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证
.

对 夜〔 N 归纳易证 八
十

.( A ,

l) 一 杯 ( 万
,

l ) z抓A
,

l) 十 必卜
r

( A
,

1 )
,

于是对任何 ,

均有

必
。 + ,

必
。 _ r

( A ,
1 )

,

必2。 + ,

( A , l ) 二 必
_ ,

( A
,

l) ~ 一必
r

( A
,

( m o d x
.

( A
,

l ) )
.

而且整数 琪,0( A
,

I )
,

1 )
,

必
,

( A
,

I )

、 ,/、、.声/
Jl̀、 ,21

( A

,

( A

l ) “

l ) “

由此可见 八
,

+q r( A
,

l) 二

一八
。 十 ,

( A ,
1 ) 二

,
r

( A
,

` )

(
m

。 〔
,兰

沙
,

( A
,

,

洲
,

1

2

咖
, 一 ,

( A
,

l) 依次与下面的数同余 m。 d 乙立夕
:
生)

:

o
,

必*

(才
,

1 )
,

…
,

必
。 _ L

( A
,

1 )
,

沙
。

( A
,

l )
,

必卜
:

( A
,

1 )
, 二

O
,

一必
,

( A
,

l )
,

…
,

一必
. _ :

( A
,

l )
,

一功
,

( A
,

1 )
,

一必
, _ ;

( A

由于 } X
.

( A
,

l ) } ~ } x
。

( IA }
,

1) }
,

{咖 ( A ,

l)
,

一 cl, `

( A , l ) } 一

我们只需就 才 ~ !川 > 2 的情形证明

· ,

必
:

( A
,

1 )
,

,

l )
,

…
,

一叭 ( A
,

1)
.

{必
、
( }A {

,

1)
,

一价`
( {A !

, 1夕

m 。 d 么 互不 同余
,

这里 咖

0 ,

功
1 ,

一必
1 ,

丸
,

一八
,

…
,

必
。 ,

一价
。

~ 必
`
( A

,

l )
,

x 、
~ x

`
( A

,
] )

.

O ,

必
, ,

盛
,

…
,

沙
m 。 d 生

2
互不同余

,

因为

.、、.J尹。 < ,
1

< 必
2

< … < 价一 x
·

>

(
三土交二王 广 _

2 厂

A 一 了A ,

一 4

2

一 丫矛 一 4 必
。

异 了了必
,

> : 人
.

如果 1 、 : , `
<

。 ,

则 ,
,

+ 。 , 。
fm o d ` 、

,

因为
\ 2 /

乙一月、、.J/
A + 了A ,

一 4

价
。

一 一一丁一
一 汽

一 l

+

A 一 了A ,

一 4

2

A 十了A ,

一 4
3 十

~

— 一乏一一 汽
一 `

丫万
) 一

一万 , 一 - 价
。

毛一2毛ù一巴」

y竺Z/
0 < 咖 + 盛 ( 2价

. _ :

簇 — - 二二二 必
.

<
3 十 丫万

4

3 十丫万

设 l 《 r 成 , .

因为 o < 价
。

十 价
,

毛 2价
。

< x
。 ,

故有

。
。

+ 、 三 。

(
m o d

今 必
。

+ 必
,

~
右一2

” 果 `

令 < 一
,

,

则

+.w
“ 笋 “

(
m 。 “

t),
因为

3十了万
>

—
3/ + 了了、 ,

3/ 十 了了、 ,

价
。 一 ;

夕 l—
石
一

一 】必
。 _ :

> l
we

一 , 不一一 ! 价
。 _ 3

、 ` / \ ` /

沙
.

+ 功
,

毛 必
。

十 价
。 _ 3

由上我们只需再证

_

/
`

.

/ 3 十 v’ 亏、 一 3 、 丫万
< 气1 十 l

~

一一万一一一 1 冲
.

簇 不一价
。

、 \ ` / / `
< 于乙

a( ) 沙
.

+ 价
.

特 玉
2

i()t 价
.

+ 必
. _ ,

笋 玉 ( c) 价
。

十 价
。 一 :

笋
X

。

2
’
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n ` i n e

表示中未知数的精减 1 0子乡

由于 1( 20 一 矛 )此 1 ) 诚 ) 侧 ~ 矛 > 4
,

( a) 成立
,

因为

4 特 ( 2 0 一 A Z

)琪咬~ ( 4必
,

)
,

一 ( A ,

一 4 )价毛
,

x
。

笋 4价
。 .

如果 ( b ) 不成立
,

则 x
。

~ 2价
。

+ ( A 必
。

一 义
。

) 从而得不可能之式
:

( A + 2 )
,
必乙~ 4 ( A `

一 4 )价乙+ 1 6
,

( 3 A 一 1 0 ) ( A + 2 )价盘+ 16 ~ 0
.

如果 ( c ) 不成立
,

则有
尤

。

~ z A 价
, _ :

~ 注 (才必
,

一 x
,

)
,

( A ,
必

,

)
,

~ ( A + l )
’

( ( A `
一 4 )价飞十 4 )

,

( ( Z A + 1 ) ( A 一 1 ) ( A 一 3 ) 一 1 )必乙+ 4 ( A 十 1 )
`

~ 0
.

由于 必
。

> 扔 ~ 矛 一 l ) 8
,

不论 A 一 3 还是 A > 3 上式都不真
.

综上引理 10 得证
.

引理 1 1
.

尺 > o A 材 〔 口 \ { o }专令 三 z
> o ( ( z 一 K 材 )

,

~ K ,

对 )
,

对 :
还 可附 加要 求

K M 钱 名 ( Z K M
.

/ z
_ _

、 2 _

证
.

假设 ` > o 满足 (
z 一 K M )

,
一 K Z

M
.

显然 K 特 0 ,

M 祷 0
,

K {
z ,

M ~ 气言一 M ) 〔
世

, ’
队 ~

一 ` 一 ’ r 叨

~
、 - 一

`

一 /

一
’

一
` ”

”
一

\ K /

口
.

若 K < o 则得 M ) ( 一 1 一 M )
,

> M
,

) M
.

如果 K > 。 且 M ~ m ,

( m > 0)
,

取
z “ K (耐 十 m )

.

现在我们给出

定理 1
.

设 A > 2 , B ) 0
.

则

C 一 必, ( A
,

1 ) 岭二> C ) B 八日 x
> o 日夕 > 0 ( D F I ( 口 )

牛今 日 x ,
y

, : > 0 ( (
z

一 D 尸 z ( C 一 召 + 1 ) )
2

~ 。 F l ( C 一 B 十 l )
2

)
,

这里 D 一 ( A ,

一 斗 ) C ,

十 4
,

E 一 C , D x ,

F 一 4 ( A ,

一 4 ) E ,

+ l
,

G 一 l + C D F 一 2 ( A + 2 ) ( A 一 2 )
, E , ,

H ~ C + 石 F 十 ( Z y 一 1 ) C F ,

I 一 ( G ,

一 l ) H ,

+ 1
.

B 铸 。时对任给 N > o 我们还可要求
N 毛 x 毛 对 ’ ` N ’ c ` D ’ 一 ` ,

刃 蕊 y 毛 ( Z c 口 F )
’ + , C N F , 一 ` ,

N 毛 艺 成 2 C D F I
,

N
,

《 D F I
.

证
” .

a) 假设 : 特 o 和 y 使得 D F I 〔 口
.

考虑到 }A } > 2
,

我们有 D ) 4 > 0
.

F > .0

G 笋 0 (因为 G 二 1 ( m o d D ) )
,

I > 0 ; F 三 G 二 I 二 l ( m
o

d D )
,

( D , F ) ~ ( D
,

I ) 一 l ;

H 二 C
,

Z G 三 A
,

4 1 一 ( ( Z G )
,

一 4 ) H ,

+ 4 三 ( A ,

一 4 ) C ,

十 4 一 D ( m o d F )
,

( 4 1
,

l 厂) 一

( D
,

F ) 一 1
.

可见 D , F , I 为两两互素的正整数
,

故由 刀 F l 〔 口 可得 D
,

F
,

I 〔 口
.

由于 (才
,

一 4 ) c ,

+ 4
,

( A ,

一 4 ) ( 4 E )
,

+ 4
,

( ( Z G )
,

一 4 ) H ,

+ 4 〔 口
,

存在 s ,

m , t
使

得 C 一 J
, ,

( A
,

1 )
,

4万 ~ 价
,

(注
, z )

,

H 一 价
t

( Z G
,

l )
.

假定 C ` 0
.

令
,
一

显然 4 F

由于 Z G

}4 E ! ~

一 (矛 一 4 )必二( A
,

! m }
,

则 ,
> 3

,

因为

4 C ’ D } x } 妻 D ) A z

一 4 + 4 > A ,

一 l

}必
:

( A
,

l ) } > l盛 ( A
,

l ) { > {必
1

( A
,

l ) l > 0
.

l) + 4 ~ (矛 一 4 )试 ( A
,

l) 十 4 ~ 义汉A
,

l )
,

故 刘 x
.

(才
,

、

1夕
_

三 A
,

H 三

叭 ( A
,

l) 三

C ( m o d F )
,

价
,

( Z G
,

1 )

我们有 (注意利用引理 1 0)

,
`

( ,
,

` )

(
m o d x

。

( A ,

l) 、
,

_
.

* _
. , _ _ 月 , _ 、

—
声, J

~
. 止毛气 一

. 、 “ l u u ` 乃 / .

Z /

l) 为便于仿此证明定理 2 ,

我们先使用较宽松的条件 (如 I A }> 2 ) 作推导
.
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由 C z

! E 可得 识
, l ( A

,

l ) }必
.

( A
,

1 )
,

利用引理 7 又得 叭 ( A , 1 ) l
, ,

于是
, 三 t

或 一 , ( m o d

2功
`

( A
,

1) )
.

因为

B

r 二 1
,

z G 二 2
,

H 二 丑 ( m o d Z C )
,

故

二 盛 ( Z G , 1) 二 必
,

( 2
,

1 ) ~ , 二 !
或 一 s

( m o d Z吞 ( A , 1) )
.

如果 { B } 《 I C 】
,

则必 1了 } ~ ! B }
,

因为

}: } 笋 } B } , o < } B士 s }镇 ! B } + ! ,
} < 2 }必

,

( A
, l ) !

.

由上可见
,

若 C ) B ( ) 0) 且有
x , y > o 使得 D F I 〔口

,

则必 C ~ 杨 (才
,

1)
。

( C 一 。

时 C ~ B ~ O ~

b ) 假定

得 0 < , ( ( 4

C ~

九 ( A , l ) ; C 笋 0 时 C > o
,

o < ` 尹 一 B (注意 A > 2 , B ) o ) )
.

九 ( A
,

l) 笋 0
.

由于 ! fA > 2
,

D > 0
.

任给 N > 0
,

依引理 6 存在
:
使

N C , D )
2

并且 八 ( A
,

1 ) 三 八 ( A
, 1 ) 一 o ( m o d 4 N C , D )

.

令

_ _

_ 八 ( A
,

l)
孟

一 —
— —一

_

4 C Z D

则 N 」x 且 x 特 。 (注意 {沙
。

( A
,

l ) } 一 必
”

( IA }
,

l ) ) , > o )
. 让 E 一 口伪 一 互通已 ,

,

斗

F 一 4 (才
2

一 4 ) : 2

十 l 一 互丝上 12
,

` 一 1 + c 刀 ; 一 2 (才 十 2 ) (才 一 2 )
2
:

2 .

由引理 6 知

斗

存在正整数 又蕊 尸 使得 八 ( A
,

l) 二 o
,

人 +1 ( A ,

l) 二 1 ( m od F )
,

从而对任何 `
,

1 均有

i 二 1 ( m o d Z ) 。 必` (才
, l ) 二 沙 , ( A

,

l ) ( m o d F )
.

若 孟 > F 就让 几 ~ 又N
,

否则取 又 ~ 又N F
.

令 1 一 B + 2之C
,

H ~ 咖 ( Z G
,

l )
。

由于 2 ` 三 A

( m o d F )
, G 二 l ( m o d C )

,

F 二 l ( m o d Z C )
,

我们有

H 二 必, ( A
,

1 ) 二 必
B

( A
,

l ) ~ C 三 C + ( B 一 C ) F ( m o d F )
,

H 三 山, ( 2
,

1 ) 一 1二 B 二 C 十 ( B 一 C ) F ( m o d Z C )
,

Z C F f H 一 ( C + ( B 一 C ) F )
.

二 升 一 C 一 ` B 一 C ) F 。 : , , 。
.

。 ”
.

/ 。 . 、 。 ” ~
、 , , ,

~
共犷 y ~ 一—

一一代犷丁二一一
- -

一

一
,
只U 月 ~ 七 ,

~
廿 厂 月~

气` y 一 1少L 户 .

尸手飞匕 I
~ 气行

-

一 1少月
.

弓
一 l ,

乙 C 卢

则有

。 一 ( 、 一 4、 ( , , ,

卜
4 一

x1(A
, ` )

, F 一

(黔男
,

卜专
( ( ( 2。 )

2

一 4 ) , ;( Z G
,

` , 十 ` , 一

(互夸卫 )
2,

可见 D F I 任口
.

因为 A > 2
,

B ) 0
,

故 C ~ 如 ( A
,

l) ) B
.

若 B 一 。
,

取
x 一 夕 ~ 刀 则得 D F I 一

4 x 1 x l 一 护
.

现设 B 矜 o
,

于是 C ) B > 0
.

如上选取 x ,

y
,

则 D F I 任口
。

显然

0 < N ( x 《 汽 ( A ,

l) ( 产
一 ,

盛 A ’
胡 cz’ 1D 一 , .

汹为 E 铸 。 , F > l
,

1 ( G ( C D F
,

1 < 又落 F Z ,

N F < 又镇 N F , ,

H 》 护 ) B 十

. , 、 , , . , 、 , 一 H + C F , , ,

二 ~
, 、 ,

2 ( N F 十 l ) C , y ` 竺二一岁` < H + l ,

所以
Z C F

o < N ( y 成 H 一 沙, ( Z G , l ) ( ( Z G ) i一 ,

( ( Z c 刀尸 )
B+ , c N F ’ 一 , .

油于 A > 2
,

2右 ) 2
,

B > o ,

护) 0
.

我们有

xa ( A
.

1 )
· 兰达丝

卫 _
旦

.

丝兰卫交 ) x 。

( A
,

1 )
· x

.

(效
, l )

.

x
。

( Z G
,

旦 一 x
.

( 汉
, l )

2 Z
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A + 丫A ,

一 4

2

丫 _ 厂兰二亚亘 、
·

/ \ 2 2

/万厂、、

夕

一 了万二孙
.

(A
,

1 、 ) 沙
。

(A
,

l) ) 二 ) N,

可见 D F I 》 N
,

> 0
.

依引理 11 我们可取到
,

> o 使得

(
z 一 D F I ( C 一 B 十 1 ) )

,

~ D F I ( C 一 B 十 l )
,

并且 N
,

镬 D F I ( c 一 B + 1 ) 提
之 ( 2刀尸 I ( c 一 丑 十 一) 毛 Z c o r l

.

综合
a

)
,

b) 并注意利用引理 1 1 ,

定理 1 获证
.

注
.

设 A > 2 , B ) 0
.

M at iaj se vi 之 曾考虑过用自然数未知量来给出 c ~ 价 (B A
,

l) 的

D 表示
,

但其方法甚为复杂
,

且所用的未知量相当多
.

对于 A 为偶数的情形
,

M a t ij as eV i之 和

oR ib sn on t8) 从理论上证明了仅用三个自然数未知量便可 D 表示 C ~ 沙 ,
( A

,

1 )
.

我们的定理
1 仅用三个正整数未知量就明确地给出 C ~ 山式A

,

l ) ( A 不必限定为偶数 )的 D 表示 (若想

用自然数未知量
,

可以 x + 1
,

y + 1
, 名 + 1 分别替换

x ,

y
, 2

.

)
.

不仅如此
,

定理 l 还表明存

在 K al m ar 初等函数 切 ,

使得 B 铸 0时对任给 N > 0
,

可附加要求 N 攫 x ,

y
, 之 镇 沪 ( 汉

,

B ,

C
,

N )
.

为方便起见
,

以下提到 D
,

F , I 时其表达式均如定理 l 中给出的那样
。

引理 1 2
.

( i ) K 笋 o 时 K } L A材 〔 口 令乡 日
z

( ( K : + L )
,

~ K ,

M )
.

( 11) X 笋 o哈今 日 “ 日 ,
( X 一 ( 2 , 一 1 ) ( 3 t, 一 1 ) )

.

证
.

( i) 是显然的
,

关于 ( ii ) 可参看文献〔41
.

定理 2
.

设 2 < 2 { B } < } A }一 2
,

则

C 一 沙,
( A

,

l ) 礴= > A 一 2 ! C 一 B 八日 x 沪 o日 y ( D F I 〔 口 )
哈二> 日u , , ,

y
, :

( ( A 一 2 )
z + C 一 B )

,

~ ( A 一 2 )
, D F

’

r
’

)
-

这里 F
` , I

’

是将 F , I 中的
x
换以 ( Zu 一 l ) ( 3 , 一 l ) 而得的

.

证
.

根据引理 12 我们只需就第一个
“ 专 =势 ”

来证明
.

“
”

, ,
: 假设 C ~ 价B

(才
,

l )
,

于是 e 三 沙B
( 2

,

l ) ~ 召 ( m o d A 一 2 )
.

因为 1 < ! 〕 ! <

IA }一 2 ( {A 一 2 }
,

故 C 笋 0
.

象定理 1 证明过程 b) 中那样选 取
: , y ,

则 有 : 祷 0
,

D F I ( 口
.

“
令飞 假定 A 一 2 1C 一 B 而且 x 笋 。 和 y 使得 D F I 〔 口

.

依定理 l 证明过程
。

’

,
,

存

在 !
使得 C ~ 么 ( A ,

1)
.

显然

o < 1B l 一 l < IB } < {B l + 1 < 2 } B } < I A { 一 2 《 ! A 一 2 1
,

丑 二 C 二 沙
,

( 2 , l ) ~
!

( m o d A 一 2 )
, C 尹 o ,

15 } > l , ! 祷 一 B ,

{ B l < IA } ~ I沙
2

( A
,

l ) { 蕊 山
,

( A
,

l ) ! ~ }C 1
.

再依定理 1 证明过程 a
) 可得 lt } ~ }BI

,

故
:

~ B
,

c 一 山a( A ,

1)
.

注
.

以前没有人直接用整值未知量给出过 c ~ 必
,

( A
,

l) 的 D 表示
.

为处理带指数关系的关系组合
,

我们需要

引理 13
.

设 B > 0 ,

则

V B 一 ,价a
( A , l ) , 1 十 V ,

+ … + V , ` B一 , ,
( m o d A V 一 V , 一 l )

,

证
.

对 B 归纳 即得
.

引理一 设 B > o ,

JF J > 1
.

若有才 满足 {才】) m a x
{ F ` B ,

w
`

} 和
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( V
,

一 1 )平价
,

( A
,

1 ) “ V (平
,

一 l ) ( m o d A V 一 V ,

一 l )
,

( 关 关 )

则必有 牙 ~ 尹
.

证
.

设 } A { ) m a x
{V ` B ,

平
`

} 且 (
* *

) 式成立
,

利用引理 13 可得

V B
( W

,

一 l ) 二 F B一 `

( V ,

一 1 )牙必
。

( A
,

l ) 二 珍 ( V , B

一 1 ) ( m o d A V 一 V Z

一 1 )
,

( V B

W + l ) (评 一 V B

) 二 0 ( m o d A V 一 V ,

一 l )
.

由于 }A 户 ) VI !
,

) 2
, l 十 } A }尝十 { A }壹成 曰 !圣一 1 < lA }圣

,

我们有

1( F B w + l ) (牙 一 y B

) I毛 2 1汉叶( 一+ !才叶
十
青) < 2冈 !讼( !汉 l录一 }注 I全)

一 Z f左 } 一 2 }才 }责蕊 } F l {刀 }一 2犷
,

毛 }A V I一 ( V ,

一 l ) 毛 } A V 一 V ,

一 1 1
,

从而必有 ( V B

W + 1 ) ( W 一 V B
) 一 0

.

显然 W 笋 o
,

}V B

牙 } ) 2
,

故 甲 ~ V B .

证毕
.

注
.

类似于引理 14 的第一个结果属于 R o b i n s o n 和 J o n e s
(根据 R o b in s o n 的想法

,

J o n e s 〔, , 证明了 刀 , F ,

邵 > o 时 w 一 F B

当且仅 当有偶数 才 > m a x
{ Z V 3B , 2平

,

} 满足 (
* *

)

式 )
.

引理 15
.

令 Q( x ,

y , m ) ~ 4 m ( , x + 2 )
x , y ,

+ 1 并设 M X > 0
.

( i ) 如果 Q ( X , Y ,

材 ) 〔 口
,

则 Y = o 或者 }Y } > } X !
’ X ` .

( 11) 任给 N > 0 ,

存在 Y 使得 Q ( X , y
,

M ) 〔 口 并且

Y 三 L ( m o d M )
,

N 毛 Y 成 ( z肘 x + 2 )
,` , M ,+ N , , x ,一 , .

证
.

1) 设 Y 特 。 满足 Q ( X
,

Y
,

材 ) 〔 口
,

于是有
n > o 使得

2 1X y } ~ 必
。

( 2材 X + 2 , l )
, o 二 沙

,

( 2 , 1 ) 一
n

( m o d Z X )
, n ) 2 IX }

.

( 注意 ( ( 2衬 X + 2 )
,

一 4 ) ( 2 . x y })
,

+ 4 〔 口 )
.

lx } ~ 一时 2 }Y } ) 必
2

( 2对 x + 2 , l ) > 2
,

」x l ) 2 时 2 { x y } ) ( 2材 x + 1 )
, 一 `

> ( 2 ! X } )
}X ,+ `

) 2 ! X }
·

}X }’ x } .

可见 }Y 】> } X {
`x `

.

11) 取 Y ~ 沙
2二 x ( 2对 X + 2 , l ) / ( Z X )

,

这里 K 满足 M } K 一 L ,
N 提 K < N 一 }M l

.

( 注意 价
2` x

( 2衬 x + 2
,

l ) 二 沙
2` :

( 2 , 1 ) ~ 2尺 x 二 Z L x ( m o d Z对 x ) )
.

注
.

该引理有点类似于文献 〔81 中的指数级第二引理
,

但这里的多项式 Q比文献 [ 8] 中的

扩更为简明
.

引理 16
.

5 笋 。时

式
,

…
,

A , 〔 口 八 sI T 八尺 > o 专续> 日 ,

) 叹 M抓A l ,

…
,

才 *
·

S
,

T
,

R
, ,

) 一 0)
,

这里

M * ( A I ,

…
,

A * , s
,

T
,

R n

) ~ n ( S , n
+ T ,

一 S ,

( Z R 一 1)
·

(尸 十 w ` 士 丫不w
。士 … 士了百

一

*砰 ` 一 `

))

歇W ~ l +
人 黔

:
,

n 过所有的正负号配置
)

·

事实上我们还可要求

W 七 《 , ( ( Z R 一 l ) ( T ,

+ w 无十 A ;

+ A Z

W --I … 十 A * W ` 一 `

)
.

证
.

引理的前一部分即为文献 [ 8] 中的关系组合定理
,

后一部分是显然的
.

关于带指数关系的关系组合
,

我们有

定理 3
.

存在 (整系数 ) 多项式 p * 和 K al m盯 初等函数 叭 使得只要 B > 1 , S 铸 。

! V ! > l 就有

W ~ V ”
八 A : ,

…
,

A * 〔 口 八s] T 八 R > o
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oph a n :, ” 。

表示中未知数的精减 10 3 9

嘴= > 日称
,

留 ) O 日 x ,

y
, z

> 0

( p . ( A : ,

…
, A *

,

S
,

T
,

R ,

W
,

V
,

B
, n ,

留
, x ,

,
, z ) 一 o )

.

任给 N > 0 ,

我们还可进一步要求

N 毛 , ,

,
, x ,

, , 之 毛 甲 * ( A I ,

…
, A * ,

15 1
,

} T l
,

R
,

! W l
,

}V }
,

B
,

N )
.

证
.

设多项式 Q
,

M
`
由引理 1 , ,

16 所给出
.

令

p * ( A , ,

…
, A *

,

S , T , R ,

w
, V , B

, n ,

留
, x ,

y
, :

)

一 M , + 2

( D F I
,

Q ( X
,

A
,

M )
, A : ,

…
,

A *
,

( A V 一 V ,

一 l ) S , U , R
, n

)
,

其中 X ~ 2刀 + V ,

+ W
, ,

M ~ S , V , ,

A ~ V 十 z 材
, U ~ ( ( V ,

一 l ) W c 一 V (牙
,

一 l ) ) S

+ ( A v 一 俨 一 1 ) T
,

c ~ B 十 。 (关 于 D , F , I ,

参看定理 1)
.

下证 凡 符合要 求 (初

等函数 甲。 的存在可从下面的证明中看出 )
.

假定 B > l
,

s 笋 o ,

}V } > 1
.

因 占沪 o ,

A V 一 V `
~

2 5 , V ,

祷 l ,

故 ( A V 一 V
,

一

l ) S 笋 o ,

( A V 一 V ,

一 1 ,

S ) ~ 1 ,

从而

( A V 一 V z

一 1 ) S ! U 专二> 5 1T A A V 一 V
Z

一 1 }( V ,

一 l ) w C 一 V ( W
Z

一 l )
-

由于 A 笋 o
,

B > l
,

从 引理 15 ( i) 可得

Q( x
,

理 ,

材 ) 〔 口 。 } A I > X X ) m a x
{ V ` B ,

平
`

}
.

由此利用引理 16
、

定理 1 和引理 14 易证
“

,
”

部分
.

下设 W 一 V B ,

A l ,

…
,

A , 贬口
,

S { T
,

R > 0
.

任给 N > 0
,

K 一 V + ( B 十 N ) s , V ,

>

0
.

依引理 1 5 ( 11) 有
z 使得 Q ( X , A

,

材 ) 〔 口
,

并且

K ( A ( ( 2材 x + 2 )
2`M + K , X 一 , ,

2 < B + N ( z 簇 A 毛 ( 2材 X + 2 )
, `M + K , x 一 ` .

令 留 一 沙武 A
,

l) 一 B ,

则 N ( 留 毛 A B 一 `

(因为 B + N ( A ~ 丸 ( A ,

l) ( 婉 ( A ,

l) (

A B一

今
.

依定理 l 存在
二 ,

y > 0 使得 D F I 〔 口 并且

N 蕊 x 或 A “ N , c ` D ’ 一 ` ,

N 蕊 y 毛 ( Z c D F )
B+ , c N F ’ 一 ` ,

N
,

成 D F z

(其中 C 一 B 十 , ~ 价式A
,

l) 镇 A B一 ,

)
.

由于 S }T
,

W 一 V气 利用引理 ” 可得 ( A v 一

V ,

一 1 ) S IU
.

根据引理 16 存在 , ) 0 使得

M * + 2

( D F I
,

Q ( X
,

A
,

M )
, A , ,

…
, A , ,

( A V 一 V ,

一 l ) S
,

U
,

R
, ,

) ~ o ,

并且 N 镇 护 毛 刀 尸 I 簇 面乏+ ,

( 。 簇 ( 2及

一 ) ( u ,

十 面走
+ ,

+ 刀 r z 一 Q ( x , 才 ,

材 )面 +
乏

成砂 + … + 人砂+l)
,

其 中 面一 + 护尸尸十 zQ ( X
,

A ,

M ) 十 艺 不
.

定理证完
.

i = 1

注
.

D 表示 w 一 v 叹 B , v > l
,

w > 0) 时可只用五个自然数未知量是已知 的 t8, 91 ,

但

以前的两种方法都证明不了定理 3
.

具体地说
,

若不增加未知量个数
,

用文献 〔81 中办法无法

将 R > 。再组合进去 (作为合取项 ) (文献 〔81 中已用了不等式 E Z )
,

用 R o b i sn o n 指出的办法

(参看文献 19] )无法将 S { T 再组合进去 ( V 奇 A 偶时 A V 一 俨 一 1 为偶数
,

它与偶的 S 不互

素 )
.

引理 17
.

存在 (整系数 )多项式 H , 使得 s 笋 0 时

汉 : ,

…
, A , 〔 口八 s { T

劳
日 z

( H* ( A L ,

…
,

A *
,

占, T , z
) 一 0 )

.

证
.

设 了抓A ; ,

…
,

A *
, 二

) 一 n x( 土了l
、 士丫可w 士… 士丫不 w `一 `

)

一 x Z交
+ c 一x Z天一 1

十 … 十 C Z凌一 ; x 十 C z掩
,
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其中

易见

牙 ~ , 十 习 A :
,

n 过所有可能的正负号配置
.

令

H * ( A ; ,

…
, A .

,

s
,

T
, z ) ~ ( 5 2 十 T )

,友十 c :
s ( s : + T )

,凌
一 ,

+ …

人( A ; ,

…
,

A : ,

+ c Z* _ : s , k 一 ’

( s : + T ) + c Z* 、 ,

气

么
, : ) 的有理零点均为整零点

,

从而 s 笋 o 时

[ 8 〕

…
,

么 〔 口八 s } T

骨
日x( 人( 才

; ,

…
,

骨 玉 (热 ( A : , ` · ’

定理 4
.

存在 (整系数 )多项式 么 使得 B > 1
,

s 尹 0

w ~ V “ 八A : ,

…
,

A * 〔 口 八s ! T

A * ,

x) ~ o )八 S口
A ,

,

s
,

T
, z

) 一 0 )

且 } V } > l 时

份
日 x 尹 o日m

,

,
,

,
, z

( Q* ( A ; ,

…
,

A *
,

S
,

T
,

W
,

V
,

B
,

,
,

,
, x ,

, , 。
) ~ o )

` = > 刁m
,

留
, , , , ,

,
, : ( Q * ( A I ,

…
,

A *
,

S
,

T
,

W
,

V
,

B
,

m
,

,

( Zu 一 l ) ( 3 , 一 l )
,

y
, : ) ~ 0 )

.

(取 A ,

~
· ·

一
A * ~ 5 ~ T 一 1 可知仅用六个整值未知数就可 D 表示出 评 一 V勺

.

证
。

设多项式 Q
,

H
.

由引理 1 5 ,

17 所给出
.

令

Q , ( A , ,

…
,

A * ,

s
,

T
,

W
,

V
,

B
,

m
,

,
, x , ,

, z
)

一 H * + 2

( D F I
,

Q ( X , A
,

M )
,

A ; ,

…
,

A , ,

( A V 一 V
,

一 l ) s
,

U
,

m )
,

这里 X
, A ,

M
,

D
,

F
,

I , U 的表达式都同定理 3 证明中的一样
,

但其中 C ~ B + , ( A 一

2 )
.

考虑到 }A , > X x , IA } > m a x
{ V` B ,

W
`

} A Z < 2刀 < }A {一 2 ,

仿照定理 3证明可

证 么 符合要求 (注意利用定理 2 和引理 12
,

17 .)

注
.

直接用整值未知数来 D 表示指数关系在此是第一次
,

用文献 t 4] 中那样的常规方法至

少需要 15 个 (整值 )未知数
.

导师莫绍摇教授对本文的写作给子了直接的指导和鼓励
,

在此表示衷心的感谢
.
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