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摘要. 本文研究了一些行列式与积和式. 特别地, 我们探讨了新型行列式

det[(i2 + cij + dj2)p−2]0⩽i,j⩽p−1 与 det[(i2 + cij + dj2)p−2]1⩽i,j⩽p−1

模奇素数 p, 其中 c 与 d 为整数. 我们也提出一些猜想以供进一步的研究.

1. 引言

交换环上 n 阶方阵 A = [ai,j ]1⩽i,j⩽n 的行列式与积和式分别由

det(A) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)
n∏

i=1

ai,σ(i) 与 per(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

ai,σ(i)

给出, 这里 Sn 是由 {1, . . . , n}上所有置换构成的对称群, 置换 σ ∈ Sn 的符号 sign(σ)在 σ 是
偶置换时取值 1, 在 σ 是奇置换时取值 −1.
对于 i, j = 1, . . . , n, 定义

pij =

1 如果 i+ j 为素数,

0 此外.

已知 | det[pij ]1⩽i,j⩽n| 总为完全平方 (参见 [3]). 我们的下述定理进一步推广了此结果.

定理 1.1. 设 A = [ai,j ]1⩽i,j⩽n 为交换环上的 n 阶方阵, 又设只要 i+ j 为大于 2 的偶数就有
ai,j = 0.

(i) 如果 n = 2m ( 其中 m ∈ Z+ = {1, 2, 3, . . .}), 则

(1.1) per(A) = per[a2i,2j−1]1⩽i,j⩽m per[a2i−1,2j ]1⩽i,j⩽m,

并且

(1.2) det(A) = (−1)m det[a2i,2j−1]1⩽i,j⩽m det[a2i−1,2j ]1⩽i,j⩽m.

(ii) 如果 n = 2m+ 1 ( 其中 m ∈ Z+), 则

(1.3) per(A) = a1,1 per[a2i,2j+1]1⩽i,j⩽m per[a2i+1,2j ]1⩽i,j⩽m,
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并且

(1.4) det(A) = (−1)ma1,1 det[a2i,2j+1]1⩽i,j⩽m det[a2i+1,2j ]1⩽i,j⩽m.

显然定理 1.1有下述推论.

推论 1.1. 设 A = [ai,j ]1⩽i,j⩽n 为交换环上对称矩阵, 而且 i + j ∈ {2q : q = 2, 3, . . .} 时
ai,j = 0.

(i) 如果 n 为偶数, 则
per(A) = per[a2i,2j−1]

2
1⩽i,j⩽n/2,

并且

(−1)n/2 det(A) = det[a2i,2j−1]
2
1⩽i,j⩽n/2.

(ii) 如果 n 为大于 1 的奇数, 则

per(A) = a11 per[a2i,2j+1]
2
1⩽i,j⩽(n−1)/2,

并且

(−1)(n−1)/2 det(A) = a1,1 det[a2i,2j−1]
2
1⩽i,j⩽(n−1)/2.

注记 1.1. 根据 B. Cloitre在链接 [3]中的评论,他的一个同事在 2002年证明了下述结果: 如果
A = [aij ]1⩽i,j⩽n 为交换环 R 上对称矩阵, 其中 a11 为平方元, 而且 i+ j ∈ {2q : q = 2, 3, . . .}
时 aij = 0, 则 | det(A)| ∈ {r2 : r ∈ R}.

对于交换环上 n 阶方阵 A = [aij ]1⩽i,j⩽n, 如果对所有 i, j = 1, . . . , n 都有 aji = −aij ,
则称 A 为斜对称的 (skew-symmetric). 对这样的 n 阶方阵 A, 显然 n 为奇数时 det(A) =

per(A) = 0.
定理 1.1也有下述推论.

推论 1.2. 设 A = [aij ]1⩽i,j⩽2m 是交换环上的偶数阶斜对称矩阵, 而且 i + j ∈ {2q : q =

2, 3, . . .} 时总有 aij = 0. 那么,

per(A) = (−1)mper[a2i,2j−1]
2
1⩽i,j⩽m,

并且

det(A) = det[a2i,2j−1]
2
1⩽i,j⩽m.

注记 1.2. 根据 Cayley 的一个定理 (参见 [2, 第 23-24 页]), 整数环 Z 上的偶数阶斜对称矩阵
的行列式总是平方数.

设 p为奇素数, ( ·
p)为 Legendre符号. 当 p ≡ 3 (mod 4)时,对任何 i, j = 1, . . . , (p−1)/2

都有 i2 + j2 ̸≡ 0 (mod p), 作者 [4, 定理 1.4(ii)] 证明了

det
[

1

i2 + j2

]
1⩽i,j⩽(p−1)/2

≡
(
2

p

)
(mod p).
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在 p ≡ 2 (mod 3) 的情形, 作者 [4, 注记 1.3] 猜测有整数 x ̸≡ 0 (mod p) 使得

det
[

1

i2 − ij + j2

]
1⩽i,j⩽p−1

≡ 2x2 (mod p).

这在最近被伍海亮、佘跃峰与尼贺霞 [5] 所证明. 对任给的整数 x ̸≡ 0 (mod p), 依 Fermat 小
定理显然有 1

x ≡ xp−2 (mod p).
假设 P (x, y) ∈ F [x, y], 这里 F 为域. 如果对 j = 1, . . . , n 有

P (x, j) =

n−1∑
k=0

ajkx
k,

则由一个已知结果 (参见 [2]) 知

det[P (xi, j)]1⩽i,j⩽n = det[ajk] 1⩽j⩽n
0⩽k<n

×
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

因此

degP < n− 1 =⇒ det[P (i, j)]1⩽i,j⩽n = 0.

现在陈述我们的第二个定理.

定理 1.2. 设 c, d ∈ Z. 对任何素数 p > 3 与 n ∈ {(p+ 1)/2, . . . , p− 2}, 我们有

(1.5) det[(i2 + cij + dj2)n]0⩽i,j⩽p−1 ≡ 0 (mod p).

注记 1.3. 对于 p = 3 与 c, d ∈ Z, 易见

det[(i2 + cij + dj2)p−2]0⩽i,j⩽p−1 = det[i2 + cij + dj2]0⩽i,j⩽2 = −4cd.

定义 1.1. 对任何 c, d ∈ Z 与奇素数 p, 我们让

(1.6) Dp(c, d) := det[(i2 + cij + dj2)p−2]1⩽i,j⩽p−1.

设 c, d ∈ Z 且 p 为奇素数. 考虑到

det[((p− i)2 + c(p− i)j + dj2)p−2]1⩽i,j⩽p−1

=(−1)
∑p−2

k=1 k det[(i2 + cij + dj2)p−2]1⩽i,j⩽p−1,

我们有

(1.7) Dp(−c, d) ≡
(
−1

p

)
Dp(c, d) (mod p).

下面给出本文的第三个定理.

定理 1.3. 设 p > 3 为素数.
(i) 如果 p ≡ 3 (mod 4), 则对任何 c ∈ Z 有

Dp(c,−1) ≡ 0 (mod p).

(ii) 当 p ≡ 3 (mod 4) 时, 我们有

Dp(2, 2) ≡ 0 (mod p).
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如果 p ≡ ±1 (mod 12), 则
Dp(6, 6) ≡ 0 (mod p).

我们将在第 2 节与第 3 节中分别证明定理 1.1 与定理 1.2-1.3. 在第 4 节中, 我们将提出
关于行列式与积和式的一些猜想.

2. 定理 1.1 的证明

定理 1.1(i) 的证明. 设 n = 2m, 这里 m ∈ Z+. 注意

per(A) =
∑

σ∈S2m

2m∏
i=1

ai,σ(i) 且 det(A) =
∑

σ∈S2m

sign(σ)
2m∏
i=1

ai,σ(i).

假设 σ ∈ S2m 且
∏2m

i=1 ai,σ(i) ̸= 0, 显然有 τ1, τ2 ∈ Sm 使得对 i, j = 1, . . . ,m 都有

σ(2i) = 2τ1(i)− 1 并且 σ(2j − 1) = 2τ2(j).

对 i = 1, . . . ,m,令 σ′(i) = σ(2i)且 σ′(m+ i) = σ(2i−1). 易见有置换 ρ ∈ S2m 使得 σ′ = ρσ,
而且 ρ 是 1 + 2 + · · ·+m 个对换的乘积. 因此

sign(σ′) = (−1)m(m+1)/2sign(σ).

注意对 i = 1, . . . ,m 有 σ′(i) = 2τ1(i) − 1 与 σ′(m + i) = 2τ2(i). 为弄清 σ′ 的符号，我们来
考察其逆序对个数的奇偶性. 当 1 ⩽ i < j ⩽ m 时,

σ′(i) > σ′(j) ⇐⇒ 2τ1(i)− 1 > 2τ1(j)− 1 ⇐⇒ τ1(i) > τ1(j),

而且
σ′(m+ i) > σ′(m+ j) ⇐⇒ 2τ2(i) > 2τ2(j) ⇐⇒ τ2(i) > τ2(j).

此外,

|{(i,m+ j) : 1 ⩽ i, j ⩽ m 且 σ′(i) > σ′(m+ j)}|

= |{(i, j) : 1 ⩽ i, j ⩽ m 且 2τ1(i)− 1 > 2τ2(j)}|

= |{(τ1(i), τ2(j)) : 1 ⩽ i, j ⩽ m 且 2τ1(i)− 1 > 2τ2(j)}|

= |{(s, t) : 1 ⩽ s, t ⩽ m 且 2s− 1 > 2t}| =
m∑
s=1

∑
0<t<s

1 =
m∑
s=1

(s− 1).

因此

sign(σ′) = (−1)
∑m

s=1(s−1)sign(τ1)sign(τ2) = (−1)m(m+1)/2−msign(τ1)sign(τ2),

从而
sign(σ) = (−1)m(m+1)/2sign(σ′) = (−1)msign(τ1)sign(τ2).

于是
2m∏
i=1

ai,σ(i) =

m∏
i=1

a2i,2τ1(i)−1 ×
m∏
j=1

a2j−1,2τ2(j),
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并且

sign(σ)
2m∏
i=1

ai,σ(i) =(−1)msign(τ1)
m∏
i=1

a2i,2τ1(i)−1 × sign(τ2)
m∏
j=1

a2j−1,2τ2(j).

由上,

per(A) =
∑

σ∈S2m

2m∏
i=1

ai,σ(i)

=

( ∑
τ1∈Sm

m∏
i=1

a2i,2τ1(i)−1

) ∑
τ2∈Sm

m∏
j=1

a2j−1,2τ2(j)

=per[a2i,2j−1]1⩽i,j⩽m × per[a2i−1,2j ]1⩽i,j⩽m,

并且

det(A) =
∑

σ∈S2m

sign(σ)
2m∏
i=1

ai,σ(i)

=(−1)m
∑

τ1∈Sm

sign(τ1)a2i,2τ1(i)−1

∑
τ2∈Sm

sign(τ2)
m∏
j=1

a2j−1,2τ2(j)

=(−1)m det[a2i,2j−1]1⩽i,j⩽m × det[a2i−1,2j ]1⩽i,j⩽m.

证毕. □

定理 1.1(ii) 的证明. 设 n = 2m+ 1, 其中 m ∈ Z+. 我们有

per(A) =
∑

σ∈S2m+1

2m+1∏
i=1

ai,σ(i) 且 det(A) =
∑

σ∈S2m+1

sign(σ)
2m+1∏
i=1

ai,σ(i).

假设 σ ∈ S2m+1 且
∏2m+1

i=1 ai,σ(i) ̸= 0, 那么

{i+ σ(i) : i = 1, . . . , 2m+ 1} ∩ {2q : q = 2, . . . ,m} = ∅.

如果 σ(1) ̸= 1, 则诸 σ(2i+ 1) (0 ⩽ i ⩽ m) 为两两不同的偶数, 这与 |{2j : j = 1, . . . ,m}| <
m + 1 矛盾. 因此 σ(1) = 1. 由于 σ(2i) (1 ⩽ i ⩽ m) 是两两不同的奇数, 存在 τ1 ∈ Sm 使得
对 i = 1, . . . ,m 都有 σ(2i) = 2τ1(i) + 1. 考虑到 σ(2i + 1) (1 ⩽ i ⩽ m) 是不同的正偶数, 存
在 τ2 ∈ Sm 使得对 i = 1, . . . ,m 都有 σ(2i + 1) = 2τ2(i). 令 σ′(1) = 1, 并对 i = 1, . . . ,m 让
σ′(i + 1) = σ(2i) 且 σ′(m + 1 + i) = σ(2i + 1). 易见有 λ ∈ S2m+1 使得 σ′ = λσ, 而且 λ 是∑

0<k<m k = m(m− 1)/2 个对换的乘积. 因此

sign(σ′) = (−1)m(m−1)/2sign(σ).

注意对 i = 1, . . . ,m 有 σ′(i+1) = 2τ1(i) + 1 与 σ′(m+1+ i) = 2τ2(i). 当 1 ⩽ i < j ⩽ m 时,

σ′(i+ 1) > σ′(j + 1) ⇐⇒ 2τ1(i) + 1 > 2τ1(j) + 1 ⇐⇒ τ1(i) > τ1(j),

而且

σ′(m+ 1 + i) > σ′(m+ 1 + j) ⇐⇒ 2τ2(i) > 2τ2(j) ⇐⇒ τ2(i) > τ2(j).
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此外,

|{(i+ 1,m+ 1 + j) : 1 ⩽ i, j ⩽ m 且 σ′(i+ 1) > σ′(m+ 1 + j)}|

= |{(i, j) : 1 ⩽ i, j ⩽ m 且 2τ1(i) + 1 > 2τ2(j)}|

= |{(τ1(i), τ2(j)) : 1 ⩽ i, j ⩽ m 且 2τ1(i) + 1 > 2τ2(j)}|

= |{(s, t) : 1 ⩽ s, t ⩽ m 且 2s+ 1 > 2t}| =
m∑
s=1

s∑
t=1

1 =

m∑
s=1

s.

因此

sign(σ′) = (−1)
∑m

s=1 s sign(τ1)sign(τ2) = (−1)m(m−1)/2+m sign(τ1)sign(τ2),

从而

sign(σ) = (−1)m(m−1)/2sign(σ′) = (−1)msign(τ1)sign(τ2).

注意
2m+1∏
i=1

ai,σ(i) = a1,1

m∏
i=1

a2i,2τ1(i)+1 ×
m∏
i=1

a2i+1,2τ2(i),

并且

sign(σ)
2m+1∏
i=1

ai,σ(i) = (−1)ma1,1sign(τ1)
m∏
i=1

a2i,2τ1(i)+1 × sign(τ2)
m∏
i=1

a2i+1,2τ2(i).

由上可见,

per(A) = a1,1

( ∑
τ1∈Sm

m∏
i=1

a2i,2τ1(i)+1

) ∑
τ2∈Sm

m∏
i=1

a2i+1,2τ2(i)

= a1,1per[a2i,2j+1]1⩽i,j⩽m × per[a2i+1,2j ]1⩽i,j⩽m,

并且

det(A) = (−1)ma1,1

( ∑
τ1∈Sm

sign(τ1)
m∏
i=1

a2i,2τ1(i)+1

) ∑
τ2∈Sm

sign(τ2)
m∏
i=1

a2i+1,2τ2(i)

= (−1)ma1,1 det[a2i,2j+1]1⩽i,j⩽m × det[a2i+1,2j ]1⩽i,j⩽m.

证毕. □

3. 定理 1.2 与定理 1.3 的证明

定理 1.2 的证明. 对 i, j = 0, . . . , p − 1, 让 aij = (i2 + cij + dj2)n. 如果 p | d, 则对
j = 0, . . . , p− 1 都有 a0j ≡ 0 (mod p), 从而 det[aij ]0⩽i,j⩽p−1 ≡ 0 (mod p).

下面假定 p ∤ d. 固定 j ∈ {1, . . . , p− 1}, 则有

4n
p−1∑
i=0

aij =

p−1∑
i=0

(4i2 + 4cij + 4dj2)n =

p−1∑
i=0

((2i+ cj)2 + (4d− c2)j2)n

≡
p∑

i=1

(i2 + (4d− c2)j2)n =

p∑
i=1

n∑
k=0

(
n

k

)
i2k((4d− c2)j2)n−k
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=

n∑
k=0

(
n

k

)
(4d− c2)n−kj2(n−k)

p∑
i=1

i2k (mod p).

显然
∑p

i=1 i
0 = p ≡ 0 (mod p). 如果 k ∈ {1, . . . , p− 2} 但 k ̸= (p− 1)/2, 则因 p− 1 ∤ 2k 有

p∑
i=1

i2k ≡
p−1∑
i=1

i2k ≡ 0 (mod p)

(参见 [1, 第 235 页]). 对于 k = (p− 1)/2, 根据 Fermat 小定理我们有
p∑

i=1

i2k ≡
p−1∑
i=1

ip−1 ≡
p−1∑
i=1

1 ≡ −1 (mod p).

因此

4n
p−1∑
i=0

aij ≡ −
(

n

(p− 1)/2

)
(4d− c2)n−(p−1)/2j2(n−(p−1)/2) (mod p),

从而利用 Fermat 小定理得
p−1∑
i=0

aij ≡ −
(
j

2

)2n( n

(p− 1)/2

)
(4d− c2)n−(p−1)/2 (mod p).

由于 a0j = (dj2)n, 我们得到

(3.1)
(
1 +

(4d− c2)n−(p−1)/2

(4d)n

(
n

(p− 1)/2

))
a0j +

p−1∑
i=1

aij ≡ 0 (mod p).

考虑到 2n ̸≡ 0 (mod p− 1), 我们有(
1 +

(4d− c2)n−(p−1)/2

(4d)n

(
n

(p− 1)/2

))
a00 +

p−1∑
i=1

ai0 =

p−1∑
i=1

i2n ≡ 0 (mod p).

将此与上一段相结合, 我们得到(
1 +

(4d− c2)n−(p−1)/2

(4d)n

(
n

(p− 1)/2

))
a0j +

p−1∑
i=1

aij ≡ 0 (mod p) (j = 0, . . . , p− 1).

故有所要结果

det[aij ]0⩽i,j⩽p−1 ≡ 0 (mod p).

综上, 定理 1.2获证. □

定理 1.3 的证明. (i) 假设 p ≡ 3 (mod 4). 任给 c ∈ Z, 借助(1.7)我们得到

Dp(c,−1) = det[(j2 + cij − i2)p−2]1⩽i,j⩽p−1

= det[−(i2 − cij − j2)p−2]1⩽i,j⩽p−1 = Dp(−c,−1)

≡
(
−1

p

)
Dp(c,−1) = −Dp(c,−1) (mod p),

因此 Dp(c,−1) ≡ 0 (mod p).
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(ii) 假设 c, d ∈ Z 且 p ∤ d(c2 − 4d). 根据 n = p− 2 时的(3.1)、Fermat 小定理以及同余式(
p− 1

(p− 1)/2

)
≡
(

−1

(p− 1)/2

)
= (−1)(p−1)/2 =

(
−1

p

)
(mod p),

对任何 j = 1, . . . , p− 1 我们有

p−1∑
i=1

(i2 + cij + dj2)p−2 ≡−

(
1 +

(4d− c2)(p−3)/2

(4d)p−2

(
p− 2

(p− 1)/2

))
(dj2)p−2

≡−
(
1 +

4d

4d− c2

(
4d− c2

p

)
1

2

(
p− 1

(p− 1)/2

))
1

dj2

≡
(

2d

c2 − 4d

(
c2 − 4d

p

)
− 1

)
1

dj2
(mod p).

因此
c2 − 4d

2d
≡
(
c2 − 4d

p

)
(mod p) =⇒ Dp(c, d) ≡ 0 (mod p).

于是, p ≡ 3 (mod 4) 时 Dp(2, 2) ≡ 0 (mod p), 当 p ≡ ±1 (mod 12) 时 Dp(6, 6) ≡ 0 (mod p).
综上, 我们证明了定理 1.3. □

4. 一些猜想

受前几节工作的启发，基于计算我们提出下述猜想.

猜想 4.1. 设 n > 3 为奇数, c, d ∈ Z, 且 Jacobi 符号 ( dn) 等于 −1, 则

det[(i2 + cij + dj2)n−2]0⩽i,j⩽n−1 ≡ 0 (mod n2).

猜想 4.2. 对于素数 p ≡ 1 (mod 4), 如果还有 p ≡ ±2 (mod 5), 则(
Dp(1,−1)

p

)
= 1.

猜想 4.3. 任给奇素数 p, 我们有(
Dp(2,−1)

p

)
= −1 ⇐⇒ p ≡ 5 (mod 8).

猜想 4.4. 对于奇素数 p ≡ ±2 (mod 5), 我们有(
Dp(3, 1)

p

)
=

(6p) 如果 p ≡ 1 (mod 4),

0 如果 p ≡ 3 (mod 4).

猜想 4.5. 设 p > 3 为素数, (p7) = −1 且 p ̸≡ 15 (mod 16), 则(
Dp(1, 16)

p

)
=

(
−2

p

)
.

猜想 4.6. 设 p 为素数. 如果 p ≡ 5 (mod 24), 则 Dp(6, 6) 不是 p 的倍数. 如果 p ≡
19 (mod 24), 则 Dp(6, 6) 不是模 p 的平方非剩余.
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对正整数 n, 让 D(n) 表示所有 1, . . . , n 的错位排列构成的集合, 亦即,

D(n) = {τ ∈ Sn : 对任何j = 1, . . . , n都有τ(j) ̸= j}.

猜想 4.7. 对任何奇素数 p, 我们有

∑
τ∈D(p−1)

p−1∏
j=1

1

j − τ(j)
≡
(
−1

p

)
(mod p2),

并且 ∑
τ∈D(p−1)

sign(τ)
p−1∏
j=1

1

j − τ(j)
≡ 1 (mod p2).

猜想 4.8. (i) 对任何奇素数 p, 我们有

∑
τ∈D(p−1)

p−1∏
j=1

j + τ(j)

j − τ(j)
≡ 1− 2

(
−1

p

)
(mod p).

(ii) 任给素数 p > 3,

1

p
3−(−1

p
)

∑
τ∈D(p−1)

sign(τ)
p−1∏
j=1

j + τ(j)

j − τ(j)

是模 p 的平方剩余.

为方便起见, 我们约定空乘积
∏

i∈∅ ai 取值 1.

猜想 4.9. 设 p 为奇素数, 则

∑
τ∈Sp−1

p−1∏
j=1

τ(j) ̸=j

1

j − τ(j)
≡ 1 +

(
−1

p

)
(mod p),

当 p ≡ 3 (mod 4) 时还有

∑
τ∈S(p−1)/2

(p−1)/2∏
j=1

τ(j) ̸=j

1

j2 − τ(j)2
≡ 1 (mod p).

猜想 4.10. 设 p 为奇素数, 则

∑
τ∈Sp

p∏
j=1

τ(j) ̸=j

j + τ(j)

j − τ(j)
≡ 1−

(
−1

p

)
(mod p),

并且 ∑
τ∈Sp

sign(τ)
p∏

j=1
τ(j) ̸=j

j + τ(j)

j − τ(j)
≡ −p

2
(mod p2).
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猜想 4.11. (i) 任给素数 p, 我们有∑
τ∈Sp−1

p−1∏
j=1

τ(j) ̸=j

j + τ(j)

j − τ(j)
≡ ((p− 2)!!)2 (mod p2).

(ii) 如果 p 为奇素数, 则∑
τ∈Sp−1

sign(τ)
p−1∏
j=1

τ(j) ̸=j

j + τ(j)

j − τ(j)
≡ (−1)(p+1)/2

p− 2
((p− 2)!!)2 (mod p2).

猜想 4.12. 设 p > 3 为素数. 如果 p ≡ 3 (mod 4), 则

∑
τ∈S(p−1)/2

sign(τ)
(p−1)/2∏

j=1
τ(j) ̸=j

j2 + τ(j)2

j2 − τ(j)2
≡ 0 (mod p2).

当 p ≡ 7 (mod 8) 时, 我们有

∑
τ∈S(p−1)/2

sign(τ)
(p−1)/2∏

j=1
τ(j) ̸=j

j2 + τ(j)2

j2 − τ(j)2
≡ 0 (mod p3).
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On Some Determinants and Permanents

Zhi-Wei Sun

Department of Mathematics, Nanjing University, Nanjing 210093, P.R. China

Abstract

In this paper we study some determinants and permanents. In particular, we investigate
the new-type determinants

det[(i2 + cij + dj2)p−2]0⩽i,j⩽p−1 and det[(i2 + cij + dj2)p−2]1⩽i,j⩽p−1

modulo an odd prime p, where c and d are integers. We also pose some conjectures for
further research.
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